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4. Postep arytmetyczny i geometryczny. Warto$é¢ bezwzgled-
na, potegowanie i pierwiastkowanie liczb rzeczywistych.

15 listopada 2008 r.

Uwaga: Przyjmujemy, ze postep geometryczny ma wszystkie wyrazy rozne od zera.

56. Obliczy¢ sume postepu geometrycznego
14+3+94+27+...43".

Rozwigzanie:
Korzystajac ze wzoru na sume postepu geometrycznego
1 AN
Sn =ar- g
1—q

otrzymujemy
1-3» 3"—-1 3"
-3 2 ~2°

Jak to mozliwe, ze suma liczb dodatnich jest mniejsza od potowy jednego ze sktadni-

kow?

14+34+94274+...+3"=1-

Powyzsze rozwigzanie jest bledne !!!

Wyjadnienie btedu oraz rozwigzanie poprawne znajdujg sie po zadaniu 77.

57. Obliczy¢ sume postepu arytmetycznego
2234228 +2334...+778.

Rozwigzanie:
Skorzystamy ze wzoru na sume postepu arytmetycznego
ay+a
S, = — 5 “.n,

jednak najpierw musimy ustali¢ liczbe wyrazéw postepu.
Ze wzoru a, =aj+ (n—1)r, gdzie r jest réznica postepu, otrzymujemy wzor
an — a1

n= +1,

r
ktory pozwala wyznaczy¢ liczbe wyrazéw postepu arytmetycznego, gdy znane sa wyrazy

pierwszy i ostatni oraz roznica postepu.
Wstawiajac dane z zadania otrzymujemy

n:Wngz?)+1:E)§5+1:111+1:112,

skad szukana suma jest rowna

22 1001
3;L778-112:020-112:1001-56:56056.
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58. Pierwszy, czwarty i dziesiaty wyraz postepu arytmetycznego tworza (z zacho-
waniem kolejnosci) postep geometryczny tréjwyrazowy. Wyznaczy¢ iloraz tego postepu

geometrycznego.

Rozwigzanie:
Stosujac standardowe oznaczenia otrzymujemy
ay=ay+3r
oraz
a0 =a1+ Or.
Wyrazy aq, a4, aip tworza postep geometryczny wtedy i tylko wtedy, gdy
aj=ay-ay,
co mozemy kolejno przeksztatci¢ jako
(a143r)* =ay - (a1 +97)
a2 +6ra; +9r* =al +9ra;
972 =3ray ,
a to po obustronnym podzieleniu przez 3r daje
ay=3r.
Stad postep geometryczny ma postac
ay=3r, a,=6r, ajg=12r,
zatem jego iloraz jest rowny 2.

Zwroécmy uwage, ze warunki zadania nie wyznaczaja jednoznacznie postepu arytme-
tycznego, ustalaja jednak proporcje miedzy pierwszym wyrazem postepu arytmrtycznego
1 jego roznicay.

Odpowiedz: Tloraz postepu geometrycznego jest rowny 2.

Powyzsze rozwigzanie jest bledne !!!

Wyjadnienie btedu oraz rozwigzanie poprawne znajdujg sie po zadaniu 77.
59. Wyznaczy¢ pierwszy wyraz postepu arytmetycznego z poprzedniego zadania, jesli
wiadomo ponadto, ze jego siodmy wyraz jest réwny 21.

Rozwigzanie:
Skoro
ar=a;+6r=3r+6r=9r,

to
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Odpowiedz: Pierwszy wyraz postepu arytmetycznego jest rowny 7.

Powyzsze rozwigzanie jest bledne !!!

Wyjasnienie btedu oraz rozwigzanie poprawne znajduja sie po zadaniu 77.

60. Dla ktorych liczb naturalnych n > 3 prawdziwe jest nastepujace twierdzenie?
W dowolnym postepie arytmetycznym n-wyrazowym o sumie 0, co najmniej jeden z

wyrazow jest rowny 0.

Rozwigzanie:
OdpowiedZ: Dla n nieparzystych.
Suma postepu arytmetycznego o nieparzystej liczbie wyrazéw jest rowna srodkowe-

mu wyrazowi pomnozonemu przez liczbe wyrazéw. Przy standardowych oznaczeniach
S,=a gl 70
Suma postepu arytmetycznego jest wiec zerem wtedy i tylko wtedy, gdy jego srodkowy

wyraz jest zerem.

Gdy liczba wyrazow postepu jest parzysta, postep nie ma $rodkowego wyrazu i bez

trudu konstruujemy postepy o sumie 0, ktére majg wszystkie wyrazy rozne od zera:
-3, -1,1,3
-5, -3, —-1,1,3,5
-7, =5, -3, -1,1,3,5, 7
i ogblnie dla dowolnego n parzystego otrzymujemy postep n-wyrazowy

—n+1, ..., =7, =5 -3, —1,1,3,5 7, ..., n—1.

61. Ulozy¢ sensowng wersje poprzedniego zadania dla postepoéw geometrycznych.

Rozwigzanie:
Dla ktorych liczb naturalnych n > 3 prawdziwe jest nastepujace twierdzenie?
W dowolnym postepie geometrycznym n-wyrazowym o iloczynie wyrazéw row-
nym 1, co najmniej jeden z wyrazow jest rowny 1.

OdpowiedZ: Dla n nieparzystych.

lloczyn wyrazow postepu geometrycznego o nieparzystej liczbie wyrazéow jest réwny
srodkowemu wyrazowi podniesionemu do potegi bedacej liczbg wyrazéw postepu. Wzor
na iloczyn wyrazéw postepu geometrycznego o nieparzystej liczbie wyrazow przyjmuje
wiec postaé

I,=a’

1 .

2
Zatem iloczyn wyrazéw postepu geometrycznego jest rowny 1 wtedy i tylko wtedy,

gdy jego srodkowy wyraz jest rowny 1.
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Gdy liczba wyrazow postepu jest parzysta, postep nie ma $rodkowego wyrazu i bez
trudu konstruujemy postepy o iloczynie 1, ktére majg wszystkie wyrazy rézne od jeden,
w sposob analogiczny do konstrukcji z poprzedniego zadania.

Dla n parzystego mamy nastepujacy przyktad postepu n-wyrazowego

1 1 1 11

— L — —. = =.92.8.32 127, ... 2m 1,
27’1,—17 ) 1287 327 87 27 ) ) ) ) b

62. Poda¢ wzor na iloczyn wyrazow postepu geometrycznego.

Odpowiedz:

2)77,/2

s a’t dla n nieparzystych
n p—
(a1an

dla n parzystych

Nalezy zwroci¢ uwage, ze w odroznieniu od analogicznego wzoru za sume postepu
arytmetycznego, nie mozna tu podaé jednolitego wzoru dla wszystkich n, niezaleznie od
ich parzystosci.

Dla n parzystych, postep nie ma srodkowego wyrazu.

Z kolei dla n nieparzystych skrajne wyrazy nie ”pamietaja”’ catego postepu. Przykta-

dem sg tu dwa postepy geometryczne
oraz

w ktorych skrajne wyrazy sa odpowiednio réwne, ale iloczyny wyrazow juz nie.

63. Dla ktorych liczb naturalnych n > 3 dowolny postep geometryczny n-wyrazowy

ma dodatni iloczyn wyrazéw?

Rozwigzanie:
Odpowiedz: Dla n podzielnych przez 4.

Korzystajac ze wzoréw podanych w poprzednim zadaniu widzimy, ze

1° Gdy n jest nieparzyste, iloczyn postepu geometrycznego n-wyrazowego ma taki sam
znak jak jego srodkowy wyraz. Jednak ten wyraz moze by¢ zaréwno ujemny jak i dodatni,
tak wiec i iloczyn moze mie¢ dowolny znak. Bez trudu mozna wypisa¢ odpowiednie
przyktady. Postep o ujemnym wyrazie sSrodkowym ma iloczyn ujemny.

2° Gdy n jest liczba parzysta niepodzielna przez 4 (a wiec liczba n/2 jest nieparzysta),
znak iloczynu wszystkich wyrazow postepu jest taki sam jak znak iloczynu wyrazow
skrajnych aja,, a ten znak jest taki sam jak znak ilorazu postepu geometrycznego (wypisz
odpowiednie wzory). Tak wiec w tym wypadku postep o ujemnym ilorazie ma ujemny

iloczyn wyrazow.
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3° Gdy liczba wyrazéw n jest podzielna przez 4, liczba n/2 jest parzysta, a w konse-

/

kwencji wzor (aja,)"” % zawsze daje liczbe dodatnia.

64. Dla ktérych liczb naturalnych n > 3 istnieje postep arytmetyczny n-wyrazowy o
sumie n i jednym z wyrazéow réwnym n ?
Odpouwnedz: Dla wszystkich.
Takim postepem jest np. postep arytmetyczny o pierwszym wyrazie n i réznicy —2:
ar=n—2(k—1)
lub
n,n—2, n—4, n—=6, ..., —n+4, —n+2.

65. Dla ktorych liczb naturalnych n podany wzor jest poprawnym wzorem na sume

n-wyrazowego postepu arytmetycznego aq, as, ..., a, ?
ar+ag—+aqs
a) §, = 8Tz,
3
3aii+a
b) S, = 114 17
a7 +ag+a,
c) S, = % )
aq+ a7+ ap_g+ay,
d) S, = 4T 07 9 _
4
Rozwigzanie:

Wzér na k-ty wyraz postepu arytmetycznego moze by¢ zapisany w postaci
ap=a,—r+kr,

skad wynika, ze
gy +ay+a, a—r+rrt+a—r+yr+a—r+zr
3 3 :al_H(

i analogicznie dla innej niz 3 liczby wyrazéw postepu.

R,
3

To prowadzi do nastepujacego wniosku:

Srednia arytmetyczna kilku dowolnych wyrazéw ustalonego postepu aryt-
metycznego zalezy tylko od $redniej arytmetycznej ich indekséw w sposob
opisany powyzszym Wzorem.

Biorac pod uwage wzér na sume postepu arytmetycznego w postaci
a1 +a
Sp= 5 “.on
poprawnos¢ podanych wzoréw sprowadza sie do nastepujacych réwnosci:

a)

7+8+12_n+1
3 2
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n—+1
Q="
2
n=17
b)
3-11+17_n—|—1
4 2
@_n—f—l
4 2
n=24
c)
7+8+n_n+1
32
n n 1
"T3=3T)
n
4.5=—
6
n=27
d)
4+7+n—-9+n n+1
4 2
2n—|—2_n—|—1
4 2
n+1_n+1
2 2

Zatem wzor jest spelniony dla dowolnego m, powinnismy jednak zatozy¢ m > 10, aby

postep zawierat wyraz o numerze n—9.

66. Dobra¢ takie liczby A, B (by¢ moze zalezne od n), aby otrzymaé¢ wzér na sume
n-wyrazowego postepu arytmetycznego ap, ao, ..., Gy.
a) S,=Aa;+Bay (n>3)
b) S,=Aas+ Ba; (n>7)

Rozwigzanie:

a) Obliczamy réznice postepu r = as —a; oraz ostatni wyraz

an=a1+(n—Dr=a,+(n—1)(ag—a1)=(2—n)a;+(n—1)as,

skad
a1 +ay, 3—n)a;+(n—1)a n-(3—n n-(n—1
S, = 12 .n:( )12( )Q-n: (2 )-a1+(2>-a2.
Zatem wystarczy przyjac
A:n-(B—n)
2
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B— n-(n—-1) '
2
Zwroémy uwage, ze obie liczby A, B sa catkowite dla dowolnego n.

b) Obliczamy réznice postepu r = (a; —az)/4 oraz pierwszy i ostatni wyraz
ar—das . 3&3-@7

ay=az—2r=az— =
2 2
ar —as 6&3-2&7

(n—1)ar—(n—1)as

3&3-&7
n= —1l)r==—7-— -1
ap=a1+(n—1)r 5 +(n—1) 1 1 + 1
~ (T—n)az+(n—3)ay
= I 7
skad
a+ay, 13—n)as+(n—>5)a n-(13—n n-(n—>5
S, = 12 .n:( )34( )7-71: <4 )-a3+(4 )-a7.
Zatem wystarczy przyjac
A:n-(l?)—n)
4
B:n-(n—5)
4
67. Uprosci¢ wyrazenie
V/n—40/n+400
Rozwigzanie:

Korzystajac ze wzorow skroconego mnozenia otrzymujemy

Vn—40y/n+400 =/ (v/n—20)* = \/n—20.

Powyzsze rozwigzanie jest btedne !!!
Wyjasnienie bltedu oraz rozwigzanie poprawne znajduja sie po zadaniu 77

68. Rozwigza¢ rownanie
|z =5+ |x+T7|=12.

Rozwigzanie:
Zapisujemy réwnanie w postaci
|x—5|+ |z —(=7)|=12

i korzystamy z interpretacji geometrycznej modutu réznicy liczb rzeczywistych:

|a—0b| jest odlegloscia liczb a oraz b na osi liczbowe;j.
Zatem geometryczny sens danego w zadaniu réwnania jest nastepujacy:

Dla ktoérych liczb rzeczywistych x suma odlegtosci liczby x od liczb 5 1 -7 jest réwna

127
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Biorac po uwage, ze liczby 5 i -7 sg odlegle wtasnie o 12, powyzszy warunek jest

speliony przez liczby x nalzace do przedziatu [—7, 5].

69. Ktora z liczb jest wigksza

8444 16333
A) 73 A i
17667 17666
b) czy ?
3333*+ 66664 33334
Rozwigzanie:

a) Wobec réwnosci
111 111 111
Qa4 _ (84) _ (212) _ (163) — 16333
widzimy, ze liczniki obu utamkéw sa réwne. Wigkszy jest wiec utamek o mniejszym

mianowniku:
8444 1 6333

1717~ 1917
b) Z réwnosci

3333* +6666" = 3333* 4 (2-3333)* =3333* +-2.3333* = 17-3333*
wynika, ze podane liczby sa réwne.
70. Poda¢ co najmniej trzy przyktady par takich liczb wymiernych dodatnich a <b,
ze ab = be.

Odpowiedz: a=2,b=4

(4)3 64 (4)4 256
a=(-) =—, b=(=) ===
3 27 3 81

Uwaga: Zgodnie z obowigzujaca konwencja, w napisie typu a” potegowanie wykonuje
sie od gory, tzn.
o =a®).

71. Uprosci¢ wyrazenie

Rozwigzanie:

Stosujac wzor na roznice kwadratéow otrzymujemy

(32n _ 22k) ) (32n +22k) ) (32n+1 +22k+1) _ ((32n)2 _ (22k)2> ) <32n+1 +22k+1) _
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(3o (3 ) = (3 ) (3 ) = (3 )
72. Niech a = v/2. Ktéra z liczb jest wieksza

10
a’ czy 10107 7

Pomoc dla os6b dostajacych oczoplasu: liczba a wystepuje w pierwszym wyrazeniu

16 razy.
Rozwigzanie:
7 réwnosci a'® =16 wynika
16
a® al6 16
aaaaa aaaaa aaaaa aaaa16aaal6 " 16 16
a a a a a a a
(la a,a a,a (la aa‘ Lla Lla
aa‘ aa Lla aa‘ aa (la aa
a® qa®  qat gqa®  ga® ga® ga® aaw alf 16

Zatem wigksza jest druga z podanych liczb.

73. Uzupemié¢ zdanie: Dla dowolnego postepu .............cccoie. a, ag, ..., A, Ciag

ay+7,a0+47, ..., a,+7 jest postepem ...............ooii

Odpowiedz: arytmetycznego, arytmetycznym

74. Uzupemi¢ zdanie: Dla dowolnego postepu .........ccccccceveeeeennnn. ai, as, ..., a, Cigg
Tay, Tas, ..., 7a, jest postepem ..........ccccoeeeeinnnnn...

Odpowiedz: Zadanie ma dwa rozwigzania.
[. arytmetycznego, arytmetycznym

II. geometrycznego, geometrycznym

75. Uzupemhi¢ zdanie: Dla dowolnego postepu .........cccccccveeeeenee. ai, ag, ..., a4, Cigg
al,ab, ... al jest postepem ..............ccoco.....

Odpounedz: geometrycznego, geometrycznym

76. Uzupetni¢ zdanie: Dla dowolnego postepu .........ccccocoveeenieeee. ai, ag, ..., A, Ciag

7O T2 T jest postepem ...iiiiiiiiiieii,

Odpowredz: arytmetycznego, geometrycznym

77. Uporzadkowa¢ nastepujace liczby w kolejnosci rosnacej

0= (5 _ \/ﬁ) 2008
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b:(G_ﬁ)QOOQ
C:(’?_\/ﬁ)2011

d= (9 B \/ﬁ>2013

Rozwigzanie:
7 nieréwnosci
6<V3T<T
wynika
5—V37T< -1
oraz
-1<6—-v37<0,
skad odpowiednio
a>1
oraz
—1<b<0.
Podobnie, nieréwnos¢
8§<VT73<9

prowadzi do

7T—V73<—1

oraz
0<9—-vT73<1,
co daje
c<—1
oraz
0<d<1.

Zatem po uporzadkowaniu w kolejnosci rosnacej otrzymujemy

¢, b, d, a.
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Wyjaénienie bledéw w niektérych rozwigzaniach.

56. We wzorze na sume postepu geometrycznego

1_ n
Sn:al- q
1—q

n jest liczba wyrazow postepu. Te liczbe trzeba jakos ustalic. W zadaniu wystepuje n,

ale jest to tylko pewien parametr, ktéry nie musi (i w tym wypadku nie jest !!!) liczba
sktadnikéw podanej sumy.
Faktyczna liczba wyrazow postepu jest réwna n+1, a szukana suma jest rowna
1— 3n+1 3n+1 -1
1-3 2

1-

58,59. W zasadzie na lekcjach matematyki nie uczy sie wierszy, jednak tu akurat
trzeba sobie przypomnie¢ pewien wierszyk z lekcji matematyki. Nie bedziemy go tu
cytowaé, przyjmujac, ze kazdy go zna.

Réwnanie

9r? =3ra,

moze by¢ obustronnie podzielone przez 3r tylko wtedy, gdy r # 0. Przypadek r =0 trzeba
albo jako$ wykluczy¢, albo rozwazy¢ osobno. Co oznacza r=0 7 Ano doktadnie tyle, ze
postep arytmetyczny ma roznice 0, czyli jest staly. Zwréémy uwage, ze warunki zadania
w zaden sposob nie wykluczaja statego postepu arytmetycznego. Co wiecej, kazdy staly
postep arytmetyczny o wyrazach réznych od zera warunki zadania spetnia w sposob
oczywisty.

Gdybysmy wiec rozwigzywali zadanie uwaznie, nie zgubilibyémy przypadku r=0 i
doszlibysmy do warunku

ap=3r lub r=0.

Uwzgledniajac ciag staly, dostajemy nastepujace odpowiedzi:
Odpowiedz do zad. 58: lloraz postepu geometrycznego jest rowny 1 lub 2.
Odpowiedz do zad. 59: Pierwszy wyraz postepu arytmetycznego jest rowny 7 lub 21.

67. Wyrazenie V2 jest rowne z tylko dla x nieujemnych. Ogélnie mamy
Va?= |IE‘ )

zatem

\n—40/m+400= |y/n—20|

http://www.math.uni.wroc.pl/mdm/
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