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6. Liczby wymierne i niewymierne. Niewymierno$é pierwia-
stkéw i logarytméw (c.d.).

20 grudnia 2008 r.

88. Obliczy¢ podajac wynik w postaci utamka zwyktego
a) 1/0,(4)+ {/3,374(9)
b) (0,2(9)+1,(09))-12,(2)
) (0,(037))*®)

89. Dowies¢, ze podane liczby sa niewymierne
a) V2
b) 7/n, jezeli n jest liczba naturalna niebedaca m-ta potega liczby naturalne;j
c) V5+V7
d) V3+V5+VT
e) vV2+ V3

f) log,,n, jezeli liczby naturalne m,n > 1 nie sa potegami tej samej liczby naturalne;
90. Rozstrzygnac, czy liczba log,3+1og,5 jest wymierna czy niewymierna.

OszustTwo  91.
ZADANIE: Dowieéé, ze liczba /3 — v/8 — /2 jest niewymierna.
RozwiAazANIE I:
Liczba —+/2 jest niewymierna. Takze liczba \/3 — /8 jest niewymierna, bo gdyby byta
wymierna, to jej kwadrat 3—+/8 tez bylby liczba wymierna, a nie jest. Zatem liczba
3—v/8— /2 jest niewymierna jako suma liczb niewymiernych.
RozwiazAaNIE I1:
Przeprowadzimy dowéd nie wprost. Zalézmy, ze liczba 1/3 — /8 — /2 jest wymierna

i oznaczmy ja przez w. Wtedy
w=1\/3-v8-V2
w+V2=1/3-V8
w?+2v2w+2=3-2V2
2V2(w+1)+ (w—1)(w+1) =0
Dzielac ostatnig rownosé przez w+ 1 otrzymujemy
2V2+w—1=0,

co stanowi sprzecznos¢ z zatozeniem wymiernosci liczby w, gdyz lewa strona réwnosci
jest liczbg niewymierng i nie moze by¢ réwna 0.

Czy powyzsze rozwigzania sg poprawne?

Zadania -14 - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroclawskiego



Jarostaw Wroblewski Matematyka dla Myslgcych, 2008/09

OszustTwo  92.

ZADANIE: Dowies¢, ze liczba /3 — V842 jest niewymierna.

ROZWIAZANIE:

Przeprowadzimy dowéd nie wprost. Zalézmy, ze liczba \/3 —+/8++/2 jest wymierna

i oznaczmy ja przez w. Wtedy
w=1/3-vV8+V2
w—v2=13-V8
w? —2V2w+2=3-2v2
2vV2(—w+1)+ (w—1)(w+1)=0
Dzielac ostatnig rownos¢ przez w — 1 otrzymujemy

—2V2+w+1=0,

co stanowi sprzecznos¢ z zatozeniem wymiernosci liczby w, gdyz lewa strona réwnosci
jest liczba niewymierng i nie moze by¢ réwna 0.

W powyzszym rozwigzaniu wykonujemy dzielenie przez w — 1, co jest dozwolone pod
warunkiem, ze w — 1 jest rézne od zera. Tak wiec poprawnie jest udowodniony nastepu-
jacy fakt:

Liczba /3 — V842 jest niewymierna lub rowna 1.

Pozostaje sprawdzi¢, czy w istocie zachodzi réwnosé

V3—V8+v2=1.

Przeksztatcajac otrzymujemy kolejno

V3—vB=—v2+1

3—\/§:(—\/§+1)2

3-vV8=2-2V2+1
3-V8=3-V8,

a wiec w istocie dana w zadaniu liczba jest rowna 1, czyli jest liczbg wymierna.

V3—V84+v2=1,

skoro po lewej stronie wystepje liczba wieksza od v/2, a wiec tym bardziej wieksza od 17

Jak to jednak mozliwe, ze

93. Liczby a i b sg dodatnie i niewymierne. Czy mozemy stad wnioskowac, ze liczba

a+b jest niewymierna?

94. Czy liczba log \/5_1)(\/5 +1) jest wymierna czy niewymierna?
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95. Dowies¢, ze suma liczby wymiernej i liczby niewymiernej jest liczba niewymierna.

96. Czy iloczyn liczby wymiernej i liczby niewymiernej jest zawsze liczba niewymier-
na?’

97. Liczby a+b, b+c i c+a sa wymierne. Czy mozemy stad wnioskowaé, ze liczby
a, b, c sa wymierne?

98. Liczby a+b, b+c i c+a sa niewymierne. Czy mozemy stad wnioskowac, ze liczba
a—+b—+c jest niewymierna?

99. Liczby a+b, b+c, c+d i d+a sa wymierne. Czy mozemy stad wnioskowac, ze
liczby a, b, ¢, d sa wymierne?

100. Liczby a+b, b+c, c+did+e, e+a sa wymierne. Czy mozemy stad wnioskowac,

ze liczby a, b, ¢, d, e sa wymierne?

101. Niech n bedzie liczba naturalna. Majac do dyspozycji nawiasy, n, liczby catkowite

oraz znaki +,—,-,: i v zapisac¢ liczbe niewymierng dodatnia mniejszg od %

102. Suma wyrazéw rosngcego postepu arytmetycznego 2007-wyrazowego o wyrazach
dodatnich jest liczbg wymierng. Czy stad wynika, ze co najmniej jeden wyraz postepu
jest liczba wymierna?

103. To samo pytanie dla postepu 2008-wyrazowego.

104. Wszystkie ponizsze przyktady mozna podaé¢ bez uzywania operacji bardziej
skomplikowanych niz logarytmy i pierwiastki, korzystajac tylko z faktu niewymierno-
Sci liczb o postaci rozwazanej we wezesniejszych zadaniach.

Podaé przyktad takiej liczby rzeczywistej x, ze
a) 0 <z <1 oraz liczba z jest niewymierna,

b) /5 <z < /6 oraz liczba x jest wymierna,

c) liczby 2% i 23 sa niewymierne, ale liczba z° jest wymierna,
d) liczby z* i 2% sa wymierne, ale liczba 2° jest niewymierna,
e) liczba (z+1)? jest niewymierna,

f) liczba x jest niewymierna, ale liczba x + L jest wymierna,

g) liczba x jest niewymierna i liczba 2% jestxniewymierna,

h) 27 +37 jest liczba niewymierna,

i) 27437 jest liczba wymierna,

j) logy,x +logsx jest liczba niewymierna,

k) log,x +logsx jest liczba wymierna,
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1) logyx-logsx jest liczba niewymierna,

m) log,x -logsx jest liczba wymierna,

n) 2% +log,x jest liczba catkowita dodatnia,
0) 2% +log,x jest liczba niewymierna,

p) x+log,x jest liczba wymierna niecatkowita,
q) 2V? jest liczba wymierna niecalkowita,

r) 2V2 jest liczbg niewymierna,

s) log,(1+x) jest liczba wymierna,

t) log,(1+x) jest liczba niewymierna.

http://www.math.uni.wroc.pl/mdm/
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