Jarostaw Wroblewski Matematyka dla Myslgcych, 2008/09

9. Funkcje trygonometryczne. Elementy geometrii: twierdze-
nie Pitagorasa i twierdzenie cosinuséw, twierdzenie o kacie wpi-
sanym i Srodkowym, okrag wpisany i opisany na wielokacie,
wielokaty foremne (c.d).

21 lutego 2009 r.

121. Majac narysowany okrag i jego $rodek, skonstruowaé¢ kat prosty przy uzyciu
samej linijki.

Rozwigzanie:
Prowadzimy prosta przez srodek okregu. Prosta ta przecina okrag w punktach A i B, a
odcinek AB jest érednicg okregu.

Wybieramy punkt C' na okregu, rézny od A i B. Rysujemy odcinki AC oraz BC.

Woweczas kat S ACB jest prosty jako kat wpisany w okrag oparty na érednicy.

122. Punkt O jest $rodkiem okregu wpisanego w troéjkat ABC. Wiadomo, ze
SAOB =<4 ACB+60°.
Wyznaczy¢ miare kata ACB .

Rozwigzanie:
Zrobienie rysunku, na ktérym tgczymy punkt O z wierzchotkami trojkata ABC, oraz
prosty rachunek na katch prowadzi do zaleznosci

JACB

JAOB = +90°.

W potaczeniu z warunkiem
SAOB =Y ACB +60°

otrzymujemy

JACB=60°.

Nalezy zwroci¢ uwage, ze trojkat ABC nie musi by¢ réwnoboczny. Co wiecej, warunek
SACB = 60° jest rtéwnowazny réwnosci podanej w treéci zadania.

123. To samo pytanie, gdy O jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC.

Rozwigzanie:
7 twierdzenia o katach $rodkowym i wpisanym otrzymujemy

JAOB=2-4ACB,
co prowadzi do

JACB=60°.

Powyzsze rozwigzanie jest bledne !!!
Wyjadnienie btedu oraz rozwigzanie poprawne znajdujg sie po zadaniu 132.
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124. Ponizsze warunki dotycza czworokata wypukitego. Polaczy¢ je w pary warunkow
rownowaznych.
a) w czworokat mozna wpisaé okrag
b) na czworokacie mozna opisaé okrag
c) czworokat jest rownolegtobokiem
d) czworokat jest rombem
e) czworokat jest prostokatem
f) sumy miar przeciwleglych katéw sa rowne
g) sumy dlugosci przeciwlegltych bokéw sa réwne
h) sumy kwadratéw dtugosci przeciwlegtych bokéw sa rowne
i) przekatne sa rownej dtugosci i dziela sie na potowy
j) przekatne sa prostopadtle i dziela sie na potowy
k) przekatne sa prostopadite
1) przekatne dziela sie na potowy

Odpowiedz:
a) - g)
b) - f)
c)-1)
d) - j)
e) - i)
h) - k)

125. Czy istnieje czworokat, ktérego boki maja dtugosci (w podanej kolejnosci)
a) 1, 3,10, 15
b) 2, 4, 10, 15
c) 3,27, 10, 15
d) 4, 30, 10, 15

Rozwigzanie:
Czworokat o bokach zadanej dtugosci istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy dtugosé kazdego
z bokow jest mniejsza od sumy dlugosci trzech pozostatych bokdow.
Roéwnowaznie: gdy diugosé¢ najdtuzszego z bokoéw jest mniejsza od sumy diugosci
trzech pozostatych bokow.
Odpowiedzi:
a) NIE, gdyz 1+3+10=14< 15
b) TAK, gdyz 2+4+10=16 > 15
c) TAK, gdyz 3+10+15=28 > 27
d) NIE, gdyz 4410+ 15=29 < 30

126. Wyznaczy¢ potozenie punktéw stycznosci okregu wpisanego w tréjkat o bokach
3, 4, 5 do bokéw tego trojkata.
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Rozwigzanie:
Niech A, B, C beda wierzchotkami tréjkata (zr6b rysunek), przy czym

AB=3,
BC =4,
CA=5.

Niech S, T, U beda odpowiednio punktami stycznosci okregu wpisanego do bokdw
trojkata w wyzej wymienionej kolejnosci. Niech
AS=x.
Woweczas otrzymujemy kolejno
SB=3—x=BT,
TC=4—3—2)=142=CU,
UA=5—(14z)=4—x=AS,
skad
r=4—z
i w konsekwencji x = 2. To pozwala na okreslenie potozenia punktow stycznosci na bokach

trojkata.

127. Trzy kolejne boki wielokata opisanego na okregu maja dtugosci a, b, ¢ (z zacho-
waniem kolejnosci). Jaki warunek musza spetiaé a, b, ¢, aby bylo to mozliwe?

Odpounedz: a+c>b.

Aby to wykazaé nalezy zrobi¢ rysunek i zaznaczy¢ odcinki réwnej dlugosci. Roéwng,
dhugos¢ maja odcinki taczace wierzchotek wielokata z punktami stycznosci bokow wy-
chodzacych z tego wierzchotka.

128. Na okregu opisano pieciokat o bokach 3, 4, 5, 6, 7 (w tej kolejnosci). Wyznaczy¢
potozenie punktow stycznosci okregu do bokéw pieciokgta.

Rozwigzanie:
Niech A, B, C, D, E beda wierzchotkami pieciokata (zréb rysunek), przy czym

AB=3,
BC =4,
CD=5,
DE=5,
EA=5.

Niech S, T, U, V, W beda odpowiednio punktami stycznosci okregu wpisanego do
bokéw pieciokgta w wyzej wymienionej kolejnosci. Niech

AS=x.
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Woéwczas otrzymujemy kolejno
SB=3—x=BT,
TC=4—3—2)=142=CU,
UD=5—(14+x)=4—x=DV,
VE=6—(4—z)=2+x=EW,
WA=7T—(2+z)=5—x=AS,
skad
rT=5—1x

i w konsekwencji x=5/2. To pozwala na okreslenie potozenia punktéw stycznosci na
bokach tréjkata.

Nalezy przy tym upewni¢ sie, ze dtugosci odcinkéw, na ktore dziela boki pieciokata
punkty stycznodci, sa dodatnie.

129. Pi¢¢ kolejnych bokéw wielokata opisanego na okregu ma dtugosci a, b, ¢, d, e
(z zachowaniem kolejnosci). Wykazaé, ze wowczas

b+d<a+c+e.
Odpowiedz: Nalezy zrobi¢ rysunek i zaznaczy¢ odcinki réwnej dtugosci.

130. Wykazaé, ze dla szesciokata o bokach a, b, ¢, d, e, f (z zachowaniem kolejnosci)
roOwnosé
at+cte=b+d+f

jest warunkiem (koniecznym /dostatecznym)! na to, aby w szesciokat mozna byto wpisaé
okrag. Pokaza¢ na przykladzie, ze nie jest to warunek (konieczny/dostateczny)?.

Rozwigzanie:
Podana réwnosé jest warunkiem koniecznym. Aby to wykazac¢ rysujemy szesciokat opi-
sany na okregu i zaznaczamy odcinki réwnej dtugosci.

Nie jest ona warunkiem dostatecznym. Przyktadem moze by¢ szesciokat o bokach
(w kolejnosci): 1, 1, 1000000, 1, 1, 1000000.

131. Poda¢ 4 przyktady parami niepodobnych trojkatéw rownoramiennych, z ktérych
kazdy mozna podzieli¢ na dwa trojkaty réwnoramienne.

Odpowiedz:
Przyktad 1: Trojkat o katach 45°, 45°, 90° dzielimy dwusieczng kata prostego.

Przyktad 2: Trojkat o katach 72°, 72°, 36° dzielimy dwusieczng jednego z katéw o mie-
rze 72°.

Iniepotrzebne skredlié
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Przyktad 3: Trojkat o katach 36°, 36°, 108° dzielimy trojsieczng kata rozwartego, tzn.
prosta dzielaca go na katy o miarach w stosunku 2:1, czyli w tym wypadku 72° i 36°.

Przyktad 4: Trojkat o katach 3, 3o, o, gdzie
_180°
T

dzielimy odpowiednia tréjsieczna jednego z katow o mierze 3a.

o

132. Dla ktorych liczb naturalnych n > 3 ponizsze zdanie jest prawdziwe
a) Dowolny n-kat wpisany w okrag i majacy wszystkie boki réwnej dtugosci jest foremny.
b) Dowolny n-kat wpisany w okrag i majacy wszystkie katy réwnej miary jest foremny.
c) Dowolny n-kat opisany na okregu i majacy wszystkie boki réwnej dtugosci jest forem-
ny.
d) Dowolny n-kat opisany na okregu i majacy wszystkie katy réwnej miary jest foremny.
Odpowiedz:
a) Dla kazdego n > 3.
b) Dla kazdego nieparzystego n > 3.
c) Dla kazdego nieparzystego n > 3.
d) Dla kazdego n > 3.

Wyjasnienie bledu w rozwigzaniu zadania 123.

123. Co prawda kat srodkowy ma miare dwa razy wieksza od kata wpisanego w okrag
opartego na tym samym tuku, jednak w przypadku, gdy kat srodkowy jest wklesty (tzn.
ma miare wieksza od 180°) zapis < AOB oznacza kat wypukty.

W tym wypadku zaleznos¢ miedzy katem wpisanym i rodkowym przyjmuje postac

SAOB =360°—-2-4ACB,
co w potaczeniu z réwnoscig

JSAOB =<4ACB+60°

prowadzi do
JACB =100°.

Ostatecznie poprawna odpowiedz brzmi: Kat <ACB ma miare 60° lub 100°.

Zwrdéci¢ nalezy uwage, ze ten sam problem mogtby potencjalnie wystapi¢ w zadaniu
122. Jednak srodek okregu wpisanego lezy zawsze wewnatrz trojkata i taka sytuacja jak
w zadaniu 123 nie ma miejsca.

http://www.math.uni.wroc.pl/mdm/
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