Jarostaw Wroblewsks: Matematyka dla Myslgcych, 2009/10

10. Elementy kombinatoryki geometrycznej: suma katéw wie-
lokata, liczba przekatnych wielokagta, poré6wnywanie po6l wie-
lokatébw w oparciu o proste zaleznosci geometryczne jak np.
przystawanie i zawieranie, rozpoznawanie przystajgcych konfi-
guracji geometrycznych (c.d).

13 marca 2010 r.

137. Dla ktorych liczb naturalnych n istnieje n-kat wypukty, ktorego kazdy kat we-
wnetrzny ma miare 60° lub 160° ?

Rozwigzanie:
Suma miar katéw wewnetrznych n-kata jest réwna (n—2)-180°. Zatézmy, ze wielokat
ma k katéw réwnych 60° i n—k katow rownych 160°. Wéowezas porownanie sumy katow
prowadzi do rownania
180(n—2) =60k +160(n—k),

co daje kolejno
180n — 360 = 160n — 100k

20n+ 100k = 360 .

Pamietajmy przy tym, ze 0 < k <n. Przy tym ograniczeniu powyzsze rOwnanie jest spel-
nione przez 4 pary (n,k): (3,3), (8,2), (13,1), (18,0). Nietrudno stwierdzi¢, ze w kazdym
przypadku istnieje wielokat o zadanych katach.

Odpowiedz: Dla n=3, §, 13 i 18.

138. Dziewieciokat A1 A5As... Ag jest foremny. Wyznaczy¢ miary katow trojkata
a) AjAzA;
b) AsA3As
c) A3A4A;

Odpowiedz:
a) katy przy wierzchotkach A;, A3, A7 maja miary odpowiednio 80°, 60°, 40°
b) katy przy wierzchotkach Ay, A3, Ag maja miary odpowiednio 100°, 60°, 20°
c) katy przy wierzchotkach Az, A4, A5 maja miary odpowiednio 20°, 140°, 20°

139. Dany jest dwunastokat foremny A;AsAs...Aj5. Dla podanych dwoch przekat-
nych wskazac¢ trzecia przekatna przechodzaca przez ich punkt przeciecia.
a) A A, AsAy
b) A1 A5, AyAsg
c) A1As, A3A;
d) A Ag, AsAg

Odpounedz:
a) AkAk+67 k= 2,4,5,6
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b) A3Aq
C) AsAv
d) AsAp

140. Dowiesé, ze w dwunastokacie foremnym A; A As... Ao przekatne A;Ag, AsAqq,
AsAj5 przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwigzanie:
Podane przekatne przecinaja sie w jednym punkcie, gdyz sa dwusiecznymi katow trojkata
Al A5A11 .

141. Dany jest jedenastokat foremny A;AsAs... Aqq. Potaczy¢ podane czworokaty w
pary czworokatow przystajacych
a) A1 Ay A4Ag
b) A1 A3A7 A,
C) A1 AgA1pAn
d) A1AsAgArg
e) A1 AgAgAny
f) A1 Ay A3 A
g) A1AsAgAn
h) A;A3A A
Ktore czworokaty maja réwne pola?

Odpounedz: Pary czworokatow przystajacych to:

a)-d)
b) - h)
c) - f)
e)-g)

Réwne pola maja ponadto a), d), e), g).

142. Dany jest 13-kat foremny A; A5 As...Aj3. Dla podanych i, j wskazaé taka liczbe
k, ze trojkat A;A; Ay jest trojkatem réwnoramiennym ostrokatnym
a)i=1,j=2

b)i=1,j=5
c)i=1,j=6
d)i=1,j5=7

Odpowiedz:

a)i=1,;j=2 k=8

b)i=1, j=5, k=9 (lub k =10)
c)i=1,7=06, k=9 (lub k=10 lub k=11)
d)i=1,j=7, k=8 (lub k=13)

143. Ktory punkt wewnatrz tréjkata réwnobocznego ma najmniejsza sume odlegtosci
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od jego bokow?
Odpouwnedz: Kazdy ma taka sama.

144. Ktory punkt wewnatrz tréjkata réwnobocznego ma najmniejsza sume odlegtosci
od jego wierzchotkéw?

Odpowiedz: Srodek ciezkosci.

145. Ktoéry punkt wewnatrz kwadratu ma najmniejsza sume odleglosci od jego bo-
kow?

Odpowiedz: Kazdy ma taka sama.

146. Ktory punkt wewnatrz kwadratu ma najmniejszg sume odlegtosci od jego wierz-
chotkow?

Odpounedz: Punkt przecigcia przekatnych.

147. W wierzchotkach kwadratu o boku 1 km znajduja si¢ 4 domy. Czy mozna zbudo-
waé sie¢ drog o tacznej dhugosci mniejszej od 2v/2 km, umozliwiajaca dojécie z kazdego
domu do kazdego innego?

OdpowiedZ: Tak. Mozna zbudowaé sie¢ drog o tacznej dhugosci réwnej 1++/3 km.

W tym celu zamiast narzucajacego sie potaczenia doméw ze srodkiem kwadratu, nale-
zy utworzy¢ dwa rozwidlenia. Z kazdego z nich powinny wychodzi¢ 3 drogi tworzace katy
120°. Dwie z tych drég powinny prowadzi¢ do dwdéch sgsiednich wierzchotkow kwadratu,
a trzecia do drugiego rozwidlenia.

148. Chomik ma pod ziemia 4 spizarnie w wierzchotkach czworoscianu foremnego o
krawedzi 1 m. Czy moze zbudowaé sie¢ korytarzy o tacznej dtugosci mniejszej od v/6 m,
taczacych te spizanie?

Odpowiedz: Tak. Najkrotsza sie¢ korytarzy sktada sie z 5 odcinkow, utozonych poda-
obnie jak w zadaniu poprzednim.

Niech A,B,C,D beda wierzchotkami czworoscianu, a P, takimi punktami odcinka
taczacego srodki krawedzi AB i C'D, ze odcinki AP, BP, P() tworza katy 120° oraz odcinki
CQ,DQ,PQ tworza katy 120°.

Woéwezas sie¢ ztozona z odcinkéow AP,BP,PQ,CQ,DQ ma taczng dlugosé mniejsza,

od v/6 m.

149. Obliczy¢ pole szesciokata formenego o boku 1.

Odpouwnedz: Poniewaz szeSciokat foremny mozna zbudowaé z 6 trojkatow réwnobocz-
nych o boku 1, a pole kazdego trojkata jest réwne \/3/ 4, otrzymujemy

6. V3 _3V3
4 2
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150. Obliczy¢ pole dwunastokata formenego o boku 1.

Odpowiedz: Na kazdym boku sze$ciokata foremnego zbudujmy kwadrat. Laczac odpo-
wiednie wierzchotki kwadratéow otrzymamy dwunastokat foremny zbudowany z szescio-
kata foremnego, 6 kwadratow i 6 trojkatéw réwnobocznych. Zatem pole dwunastokata
jest réwne

6+12-\f:6+3\/§.

151. W 101-kacie foremnym pomalowano na czerwono dowolne 52 wierzchotki. Do-
wies¢, ze istnieje trojkat rownoramienny, ktorego wszystkie wierzchotki sg czerwone.

Rozwigzanie:
Wybierzmy dowolny czerwony wierzchotek i poprowadzmy przez niego prosta zawiera-
jaca Srednice okregu opisanego na 101-kgcie. Wowcezas pozostatych 100 wierzchotkow
101-kata tworzy 50 par wierzchotkéw symetrycznych wzgledem tej prostej. Wsrod tych
wierzchotkéw, 51 jest czerwonych, istnieje wiec co najmniej jedna para ztozona z dwdch
czerwonych wierzchotkow. Para ta w potaczeniu z wierzchotkiem wybranym na poczatku,
wyznacza trojkat réwnoramienny spetniajacy warunki zadania.

11. Zadanie na pozegnanie.

152. Czy wykresy funkcji f(x) = 2% oraz g(x) = x?° +4 si¢ przecinaja?

Rozwigzanie:

Nietrudno ustalié¢, ze w poblizu zera wykresy sie nie przecinaja, a przy tym f(x) < g(x)
dla z niezbyt odleglych od zera.

Pierwsza mysl: Funkcja wyktadnicza rosnie szybciej niz funkcja wielomianowa, zatem
wartosci funkcji f powinny dla duzych x przewyzszy¢ wartosci funkcji g. Stad wynika, ze
wykresy sie przetna. Dla petnej precyzji matematycznej wypadatoby w tym miejscu sko-
rzysta¢ z wlasnosci Darboux funkcji ciggtych, jednak mozemy ten element potraktowac
bardziej intuicyjnie.

Doprecyzowanie: Sprobujmy poréwnaé wartosci funkeji f i g dla konkretnych wartosci
argumentu. Ze wzgledu na posta¢ funkcji f najlepiej do tego celu nadaja sie potegi
dwojki.

I tak dla z =128 otrzymujemy

f(128) =2"®
oraz
g(128) =204 4

skad
f(128) < ¢(128).
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Dla x =256 otrzymujemy
f(256) = 22%

oraz
9(256) =210 1.4

skad
f(256) > ¢(256) .

Zatem wykresy funkcji f i g przecinaja sie - punkt przeciecia odpowiada pewnemu
argumentowi z przedziatu (128, 256).
Refleksja: Dla x =128 wykres funkcji wielomianowej jest jeszcze powyzej wykresu
funkcji potegowej. Przy tym
f(128) =2 ~34.10%.

Gdzie znajduje si¢ punkt wykresu funkcji f odpowiadajacy x =128 7

Przyjmujac za jednostke na osiach 1 cm oraz zaktadajac rozmiar wszechswiata rzedu
10% cm, stwierdzamy, ze ten punkt znajduje sie kilkadziesigt miliardéw wszech§wiatow
dalej. Wykresy funkcji f i g juz dawno opuscity nasz wszechswiat, a jeszcze daleko im
do przecigcial

Sytuacji nie uratuje nawet przyjecie na osiach jednostki réwnej srednicy elektronu
(rzad wielkoéci 107! cm). Wykresy funkcji f i g nadal nie przecinaja si¢ w obrebie
naszego wszech$wiata.

Czy mozemy wigc jednoznacznie odpowiedzie¢ na pytanie postawione w tresci zada-
nia?

http://www.math.uni.wroc.pl/mdm/
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