Jarostaw Wroblewski Matematyka dla Myslgcych, 2009/10

1. Liczby naturalne, podzielno$é, silnie, reszty z dzielenia
kwadratéw i szeScianéw przez male liczby, cechy podzielnosci
przez 2, 4, 8, 5, 25, 125, 3, 9.

26 wrzesnia 2009 r.

Uwaga: Przyjmujemy, ze 0 nie jest liczbg naturalna, tzn. liczby naturalne sa to
liczby catkowite dodatnie. Zaznaczy¢ jednak nalezy, ze nie ma w tej kwestii uzgodnionego
nazewnictwa i w wielu podrecznikach liczba 0 jest uwazana za liczbe naturalna.

1. Uzupemié ceche podzielnosci przez 9:
Dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba k jest podzielna przez 9 wtedy i tylko wtedy,
AV e jest podzielna przez 9.

Odpowiedz:
Dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba k jest podzielna przez 9 wtedy i tylko wtedy,
gdy suma cyfr liczby k jest podzielna przez 9.

2. Uzupetnic¢ uogodlniong ceche podzielnosci przez 9:
Dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba k przy dzieleniu przez 9 daje taka samag reszte,
jaka przy dzieleniu przez 9 daje ......oooooiiiiiiiiiiii

Odpowiedz:
Dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba k przy dzieleniu przez 9 daje takg samg reszte,
jaka przy dzieleniu przez 9 daje suma cyfr liczby k.

3. Skrytykowaé i poprawi¢ podane sformutowanie cechy podzielnosci przez 4.
Liczba jest podzielna przez 4 wtedy i tylko wtedy, gdy jej dwie ostatnie cyfry sa podzielne
przez 4.

Rozwigzanie:
Sformutowanie dwie ostatnie cyfry sq podzielne przez 4 sugeruje, ze kazda z tych cyfr
musi by¢ podzielna przez 4, jak np. w liczbie typu ...44 lub ...80, ale juz nie ...12 czy
...28. Tymaczasem chodzi o to, aby liczba utworzona przez dwie ostatnie cyfry
liczby k byla podzielna przez 4.

4. Uzupehi¢ ceche podzielnosci przez 12:
Dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba k jest podzielna przez 12 wtedy i tylko wtedy,
gdy suma cyfr liczby & ..oooooriiiii , a liczba utworzona przez
dwie ostatnie cyfry liczby k ....ooooiiiiiiii

Odpowiedz:
Dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba k jest podzielna przez 12 wtedy i tylko wtedy,
gdy suma cyfr liczby k jest podzielna przez 3 a liczba utworzona przez dwie ostatnie
cyfry liczby k jest podzielna przez 4.
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5. Wyjasni¢ i poprawi¢ btad w nastepujacym wyprowadzeniu cechy podzielnosci
przez 24:
Dla dowolnej liczby naturalnej £, liczba k jest podzielna przez 24 wtedy i tylko wtedy,
gdy jest podzielna przez 4 i 6. Liczba jest podzielna przez 4 wtedy i tylko wtedy, gdy
liczba utworzona przez jej dwie ostatnie cyfry jest podzielna przez 4. Liczba jest podziel-
na przez 6 wtedy i tylko wtedy, gdy jej cyfra jednosci jest parzysta, a suma jej cyfr jest
podzielna przez 3. Laczac powyzsze otrzymujemy:
Dla dowolnej liczby naturalnej &, liczba k jest podzielna przez 24 wtedy i tylko wtedy,
gdy spetnione sg nastepujace trzy warunki:
(7) liczba utworzona przez dwie ostatnie cyfry liczby k jest podzielna przez 4,
(71) suma cyfr liczby k jest podzielna przez 3,
(7i1) cyfra jednosci liczby k jest parzysta.

Rozwigzanie:
Nie jest prawda, ze liczba jest podzielna przez 24 wtedy i tylko wtedy, gdy jest podzielna
przez 4 i przez 6. Na przyktad liczba 12 jest podzielna i przez 4 i przez 6, ale przez 24 juz
nie. Natomiast jest prawda, ze liczba jest podzielna przez 24 wtedy i tylko wtedy, gdy
jest podzielna przez 3 i przez 8. Istotne jest to, ze liczby 3 i 8 sa wzglednie pierwsze (nie
maja wspolnego dzielnika wiekszego od 1), natomiast liczby 4 i 6 maja wsp6lny dzielnik
2. Sformutowana w zadaniu cecha podzielnosci jest faktycznie cecha podzielnosci przez
12=NWW(4,6), przy czym jest ona sformulowana dziwacznie, bo warunek (iii) niczego
nowego nie wnosi wobec warunku (7) i mozna go po prostu pominac.

Natomiast poprawnie sformutowana cecha podzielnosci przez 24 brzmi:
Dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba k jest podzielna przez 24 wtedy i tylko wtedy,
gdy spetnione sg nastepujace dwa warunki:
(1)’ liczba utworzona przez trzy ostatnie cyfry liczby & jest podzielna przez 8,
(7i) suma cyfr liczby k jest podzielna przez 3.

6. Czy podana cecha podzielnosci przez 4 jest poprawna? Jesli nie, to na czym polega
btad i jak go naprawic?
Dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba k jest podzielna przez 4 wtedy i tylko wtedy,
gdy liczba utworzona przez trzy ostatnie cyfry liczby k jest podzielna przez 4.

Rozwigzanie:

Tak, to jest poprawna cecha podzielnosci przez 4, gdyz powyzsze sformutowanie jest
prawdziwe.

Natomiast jest ona niepotrzebnie skomplikowana. Istota cech podzielnosci jest uprosz-
czenie rachunkow potrzebnych do ustalenia podzielnosci, powinny one wiec odwotywac
sie do mozliwie prostych operacji na mozliwie matych liczbach. W praktyce nie ma wiec
sensu rozwazanie koncowki trzycyfrowej tam, gdzie dwucyfrowa w zupelosci wystarczy.
Ale gdyby kto$ z powoddéw, ktore pozostana jego stodka tajemnica, sprawniej operowal
na liczbach trzycyfrowych niz dwucyfrowych, to powyzsza cecha podzielnosci przez 4 jest
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akurat dla niego wymarzona.

Prawdziwa jest tez nastepujaca cecha podzielnosci przez 1:

Dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba k jest podzielna przez 1 wtedy i tylko wtedy,
gdy suma kwadratéw cyfr liczby k jest podzielna przez 1.

Przyktad: W liczbie 123456789 suma kwadratow cyfr jest rowna 285, a poniewaz liczba
285 jest podzielna przez 1, wiec takze liczba 123456789 jest podzielna przez 1. No, no,
kto by pomyslat? Tylko, czy naprawde musimy stosowaé taka maszyneri¢, aby ustali¢
podzielnos¢ przez 17

7. W liczbie 372000000175 wpisa¢ w miejsce obu znakéw zapytania taka sama cyfre
tak, aby otrzymac liczbe podzielna przez 75. Poda¢ wszystkie rozwiazania.

Rozwigzanie:

Liczba jest podzielna przez 75 wtedy i tylko wtedy, gdy jest podzielna przez 25 (czyli
ma jedna z nastepujacych koncéwek dwucyfrowych: 00, 25, 50, 75) i przez 3 (czyli suma
jej cyfr jest podzielna przez 3).

Niech x bedzie cyfra, ktorg mamy zamiar wpisac.

Skoro liczba 3x20000001x5 ma by¢ podzielna przez 25, to x =2 lub x =7. Suma cyfr
jest wowcezas rowna 114z, czyli odpowiednio 15 i 25. Tylko pierwsza z tych liczb jest
podzielna przez 3, zatem jedyna cyfra spelniajaca warunki zadania jest x =2, co po
wpisaniu daje liczbe 322000000125.

8. W liczbie 312000000177 wpisa¢ w miejsce znakéw zapytania takie cyfry (moga by¢
rézne), aby otrzymac liczbe podzielng przez 72. Podaé wszystkie rozwiazania.

Rozwigzanie:

Liczba jest podzielna przez 72 wtedy i tylko wtedy, gdy jest podzielna przez 8 (czyli jej
trzycyfrowa koncowka tworzy liczbe podzielna przez 8) i przez 9 (czyli suma jej cyfr jest
podzielna przez 9).

Niech xy beda cyframi, ktéore mamy zamiar wpisac.

Skoro liczba 3120000001xy ma by¢ podzielna przez 8, to jej trzycyfrowa koncowka
1xy musi by¢ liczba podzielna przez 8, co daje mozliwe trzycyfrowe koncowki 104, 112,
120, ... i tak co 8 az do 192. Suma cyfr rozwazanej liczby jest réwna 7T+x+y, co jest
réwne odpowiednio 11, 10, 9 (dla x =2, y =0). Zatem liczba speliajaca waruni zadania
jest liczba 312000000120. Kolejna wielokrotnos¢ liczby 72 jest oczywiscie wieksza o 72
i wynosi 312000000192, a w nastepnej wielokrotnosci cyfra setek jest juz rowna 2. Tak
wiec istnieja dwie liczby spetiajace warunki zadania.

9. Poda¢, bez wykonywania bezposrednich obliczen, trzy ostatnie cyfry liczby 23!

Rozwigzanie:
W iloczynie 23!'=1-2-3-...-23 wystepuja czynniki 5, 10, 20, skad wynika, ze liczba 23!
jest podzielna przez 5-10-20=1000. Liczby podzielne przez 1000 to te, ktorych trzy-

Szkice rozwigzan -3 - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroclawskiego



Jarostaw Wroblewski Matematyka dla Myslgcych, 2009/10

cyfrowa koncéwka sktada sie z samych zer, zatem ostatnie trzy cyfry liczby 23! to trzy
zera.

10. Ktoéra z liczb jest wicksza
a) 10! czy 1019 ?
b) 20! czy 1010 ?
c) 20! czy (101)2 ?
d) 100! czy (101)* ?
e) 10! czy 6!-7! 7

Odpowiedz:
a) 10! < 101°
b) 20! > 10"

c) 20! > (10!)?
d) 100! > (10!)*
e) 10!=6!-7!

W punktach a)-d) wystarczy zapisa¢ obie liczby w naturalny sposéb w postaci iloczy-
nu. W kazdym przypadku oprocz b) obydwa iloczyny maja tyle samo czynnikéw, przy
czym czesé czynnikéw jest taka sama w obu iloczynach, a pozostate czynniki sg wicksze
w iloczynie, ktéry ma wieksza warto$é. W punkcie b) 20! jest iloczynem 20 czynnikow,
7 ktorych 10 jest wickszych od 10, co daje w iloczynie liczbe wicksza od 1019 (zwréémy
uwage, ze pozostalte czynniki sa nie mniejsze od 1).

W punkcie e) wystarczy zauwazyé, ze

6!=1-2-3-4.5-6=2-3-4-5-2.3=8-9-10.

11. Niech n bedzie liczba naturalng. Jakg reszte daje
a) liczba Tn+8 przy dzieleniu przez 7 7
b) liczba 6n+11 przy dzieleniu przez 3 7
c) liczba 10n—3 przy dzieleniu przez 10 ?
d) liczba 10n—23 przy dzieleniu przez 10 7
e) liczba 10n—23 przy dzieleniu przez 10, jezeli n=1 ?

Odpowiedz:
a)l
b) 2
c)7
d) 7
e)7
Komentarza wymaga punkt e). Ot6z liczba —13 przy dzieleniu przez 10 daje reszte 7.
Umawiamy sie bowiem, ze reszta z dzielenia przez 10 jest jedna z liczb 0, 1, 2, ..., 9.
Liczba k przy dzieleniu przez 10 daje iloraz q oraz reszte r, jezeli k =10¢+r. Dla k =—13
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warunki te sa spetnione przez ¢ = —2 oraz r = 7. Pamig¢tajmy, ze dodanie lub odjecie od
liczby wielokrotnosci liczby 10 nie zmienia reszty z dzielenia przez 10, nawet wtedy, gdy
w rezultacie otrzymujemy liczby ujemne.

Nalezy zwroci¢ uwage, ze niezaleznie od matematycznej definicji reszty, niektére pro-
gramy komputerowe w wyniku standardowych dziatan na liczbach catkowitych daja
w przypadku liczb ujemnych inne wyniki niz opisane powyzej. Czestokro¢ wykonujac
dzielenie z resztag liczby —13 przez 10 otrzymamy w odpowiedzi iloraz —1 i reszte —3.
Dlatego tez uzywajac programu komputerowego do tego typu obliczen na liczbach ujem-
nych nalezy przeczyta¢ w dokumentacji lub sprawdzi¢ eksperymentalnie jak program
zachowa si¢ w takiej sytuacji.

12. Dowies¢, ze w ciggu 3, 6, 12, 15, 21, 24, 30, 33, 39, ..., w ktorym kazdy kolejny
wyraz powstaje z poprzedniego przez dodanie sumy cyfr, nie wystepuje liczba 2008.

Rozwigzanie:
Wszystkie wyrazy ciagu sa podzielne przez 3, a liczba 2008 nie jest, wiec nie moze pojawic
sie w ciggu.

13. Jakie reszty moze dawa¢ kwadrat liczby catkowitej przy dzieleniu przez 37 Przez 47
Przez 8?7 Przez 57

Rozwigzanie:
Kazda liczba catkowita jest postaci 3n lub 3n 41, gdzie n jest liczba catkowita. Kwadrat
liczby ma wéwczas postaé¢ odpowiednio

(3n)2=3-3n?+0
(Bn+1)*=3-(3n*+£2n)+1

skad wida¢, ze mozliwe reszty to 01 1.

Whiosek: Przy dzieleniu kwadratu liczby catkowitej przez 3 nigdy nie po-
jawi sie reszta 2.

Kwadrat liczby parzystej jest zawsze podzielny przez 4, natomiast kazda liczba nie-
parzysta moze by¢ zapisana w postaci 4n+1 (czy wiesz dlaczego?), co po podniesieniu
do kwadratu daje

(4n+1)2=8-(2n*£n)+1

co daje reszte 1 przy dzieleniu przez 8 (a takze przez 4).

Zatem kwadrat liczby calkowitej przy dzieleniu przez 4 daje reszte 0 (gdy
liczba jest parzysta) lub 1 (gdy liczba jest nieparzysta).

Liczba parzysta moze byc podzielna przez 4 (wéwczas jej kwadrat jest podzielny przez
16, a w konsekwencji takze przez 8) lub moze by¢ postaci 4n+2 i wéwczas

(4n+2)*=8-(2n*+2n)+4
Tak wiec kwadrat liczby calkowitej przy dzieleniu przez 8 daje reszte 0, 4
(gdy liczba jest parzysta) lub 1 (gdy liczba jest nieparzysta).
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Natomiast z réwnosci

(5n)2=5-5n?+0
(bn+1)*=5-(5n*+2n)+1
(5n£2)*=5-(5n*+4n)+4
wnioskujemy, ze
Kwadrat liczby calkowitej przy dzieleniu przez 5 daje reszte 0, 1 lub 4.
14. Jakie reszty moze dawac szescian liczby catkowitej przy dzieleniu przez 77 Przez 97

Rozwigzanie:
7 tozsamosci

(Tn)® =7-49n+0
(Tn+£1)3=7-(49n> £21n*+3n) £ 1
(Tn£2)3=7-(49n* £42n* +12n+1) £ 1
(Tn+3)>=7-(49n> £63n* +27Tn+4)F 1

wynika, ze mozliwymi resztami z dzielenia szeScianu liczby catkowitej przez 7
sa 0, 1 oraz 6. Reszta 6 wystepuje wtedy, gdy w powyzszych rachunkach dostajemy —1.
Natomiast z rownosci
(3n)*=9-3n*+0

(Bn+1)*=9-(3n*+3n*+n)£1

wynika, ze mozliwymi resztami z dzielenia szescianu liczby catkowitej przez 9 sa
0, 1 oraz 8. Reszta 8 wystepuje wtedy, gdy w powyzszych rachunkach otrzymujemy —1.

15. Dowies¢, ze liczba naturalna o sumie cyfr rownej 47 nie moze by¢ ani kwadratem,
ani sze$cianem liczby catkowite;j.

Rozwigzanie:
Liczba majaca sume cyfr réwna 47 daje przy dzieleniu przez 3 reszte 2, nie moze by¢
wigc kwadratem liczby catkowitej. Natomiast przy dzieleniu przez 9 daje reszte 2 i z tego
powodu nie moze by¢ szescianem.

16. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne d, dla ktérych prawdziwa jest nastepujaca
cecha podzielno$ci przez d:
Dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba k jest podzielna przez d wtedy i tylko wtedy,
gdy liczba utworzona przez dwie ostatnie cyfry liczby k jest podzielna przez d.

Odpowiedz: Za liczbe d mozna wziag¢ dowolny dzielnik liczby 100, a mianowicie 1, 2,
4,5, 10, 20, 25, 50, 100. Dla tych liczb cecha podzielnosci jest prawdziwa, ale nie zawsze
stosowanie jej w tej wlasnie postaci jest sensowne.
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17. Uzupetnié¢ ceche podzielnosci przez 1125:
Dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba k jest podzielna przez 1125 wtedy i tylko wtedy,
gdy suma cyfr liczby & ... , a liczba utworzona przez
....... ostatnie cyfry liczby K ...

Odpowiedz:
Dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba k jest podzielna przez 1125 wtedy i tylko wtedy,
gdy suma cyfr liczby k jest podzielna przez 9, a liczba utworzona przez trzy ostatnie
cyfry liczby k jest podzielna przez 125.

18. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba n? —n jest parzysta, liczba

n® —n jest podzielna przez 6, a liczba n® —n jest podzielna przez 30.

Wskazéwka: n° —n=(n—2)(n—1)n(n+1)(n+2)-+cos.

Rozwigzanie:
Liczba n? —n=(n—1)-n jest parzysta jako iloczyn dwoéch kolejnych liczb catkowitych.

Liczba n*—n=(n—1)-n-(n+1) jest iloczynem trzech kolejnych liczb catkowitych.
Co najmniej jeden z czynnikéw jest parzysty i co najmniej jeden jest podzielny przez 3,
zatem iloczyn jest podzielny przez 6.

Podobnie liczba n® —n=(n—1)-n-(n+1)-(n?+1) jest podzielna przez 6. Ponadto
n"—n=m-1)n-(n+1)-n*+1)=(n-1)-n-(n+1)-(n*—4+5) =
=(n—1-n-(n+1)-(n*—=4)+5(n—1)-n-(n+1)=
=n—-2)-(n—1)n-(n+1)-(n+2)+5(n—1)-n-(n+1),

co jest liczba podzielng przez 5 jako suma dwoch liczb podzielnych przez 5. Pierwszy
sktadnik jest podzielny przez 5 jako iloczyn pieciu kolejnych liczb catkowitych.

2. Liczby pierwsze i zlozone, jednoznaczno$é rozkladu na
czynniki pierwsze, najwiekszy wspolny dzielnik, najmniejsza
wspo6lna wielokrotnosé.

19. Wskazaé takie liczby naturalne m, n, ze

m3n4 — 211 X 39 . 513 )

Rozwigzanie:
Niech
m=2"-3".5°
n=2%3%5"
gdzie a,b,c,d,e, f sa liczbami caltkowitymi nieujemnymi. Wowczas dana w zadaniu row-

nos¢ przyjmuje postac
4d  o3b+4 4
23a+ ‘33+e.536+ f:211_39_513,
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co jest spetnione, o ile
3a+4d=11

3b+4e=9
3c+4f=13.
Nietrudno sprawdzi¢, ze powyzsze rownosci sg prawdziwe dla
a=1, d=2
b=3, e=0
c=3, f=1,

co daje
m=2.3%.52=6750

n=2%.3".5'=90.
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