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9. Logarytmy: definicja oraz podstawowe wlasnosci algebra-
iczne.

28 listopada 2009 r.

78. Uprosci¢ wyrazenia
a) 42+10g27
b) log ;52 -logs9
c) logg2+1logys9

Rozwigzanie:
a) 4xHosT — (92)°8274 _ 982 784
b) log 52-log;9 =logs4 - 2logs3 = 2logs4 =log;16 (mozna tez podac ostateczny wynik w
postaci 4logs2)
c) logs2+1logss9 =logs2+logg3 =logg6 =1

79. Uprosci¢ podane wyrazenia podajac wynik w postaci liczby catkowite;j
a) logg12+3-log,18+logg24
b) 2-logg12+4-log,18+logg24
c) logg12+45-logg18+2-log,24
d) 3-logs12+5-logs18+log,24

Odpounedz:
a) 8
b) 11
c) 13
d) 14

80. Czy podane liczby tworza (w podanej kolejnosci) postep arytmetyczny trojwyra-
ZOWY
a) log;1, log,3, log;5
b) log;1, log,4, log,16
c) log,4, log;6, log;9
d) log,25, log,10, log,4

Odpowiedz: Liczby log.a, log,b, log,c tworza postep arytmetyczny wtedy i tylko wtedy,
gdy liczby a, b, ¢ tworza postep geometryczny, czyli ac = b%.
Zatem odpowiedzi to kolejno: NIE, TAK, TAK, TAK.

81. Bez uzycia kalkulatora rozstrzygnaé, ktora liczba jest wicksza:

a) log,7 czy logs7
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b) log,7 czy log, 37

c) log,7 czy log, 37

d) log,7 czy logy7

e) log,0,7 czy log;0,7

f) log, ;0,7 czy log, 30,7

g) log,0,7 czy log, 30,7

h) log, ;0,7 czy logs0,7

i) logy27 czy log,8

j) logs8 czy logyh

k) log;127 czy log;,999

1) log5100 czy log,10

m) (log,3)-logs7 czy (log,7)-logs3

n) (log,3)-log;5 czy (log;9)-log,425

o) log,3 czy logsb

p) logs7 czy logs19

q) log,3 czy log;13

r) logsb czy log, ;56

s) (logs15)+logs15 czy (logsl5)-logs15
t) (log,123456789)"87 1?3457 ¢y 193456789!08rlosr 123456789
u) log slog slog slog. slog slog slog slog. slog, slog 52 czy (1ogees665) 4-10gges 667
v) log,3 czy 1,6

w) log,45 czy 72/13

X) Qlogs7 czy 710g32

Odpowiedz:
a) log,7>log,7
b) log, ,7 > log 37
c) log,7 >log, 37
d) log,,7 <logy7
e) log,0,7 <logs0,7
f) log, 50,7 <log, 30,7
g) log,0,7 <log, 30,7
h) log, ;0,7 >log30,7
i) logy27=3/2=1o0g,8
j) logs8 <2 <log,b
k) log;127 > 3 > log,,999
1) logs100 > log,10
m) (log,3)-log;7 = (log,7)-logs3
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n) (logy3)-logzb = (log;9)-log;625

0) log,3 =1logg27 > logy25 = logsh

p) logs7 =1og,,343 <log,;361 =log;19

q) log,3 =10g,552187 <log,5:2197 =log; 13

r) logsh =10g5,33125 <10gy053136 = log,;56

s) (logs15)+logs15 = (logz15) -logs15

t) (log,123456789)"87 123450789 — 193456780l0arlosr 123456789
u) log slog slog slog. slog slog slog slog. slog, slog 72 =2
(logge5665) + 108455667 = loggeg (666% — 1) < 2

v) log,3 =10g3,243 < log3,256 = 1,6

w) log,45 < 72/13

Powyzsza nierownosé sprowadza sie do nieréwnosci
4513 _ 326 . 513 < 272
ktora otrzymujemy z wymnozenia nastepujacych nierownosci
125 =5 <2 =127"

243% = 3% < 240 = 256°

15=3-5<2*=<16

X) 210g37 — 7log32

82. Dla ilu trojek liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ réznych od 1 spelniona jest
podana réwnosé¢? Dla wszystkich? Dla zadnej? Dla niektérych (podaé 3 przyktady, a jesli
przyktadéw jest mniej niz 3, podaé¢ wszystkie)?

a) log,(bc) = (log,b) +log,c
b) log, (bc) = (log,b) -log,¢

c) log,(b+c) = (log,b) -log,c
d) log,(b+c) = (log,b) +log,c
e) (log,b)-log,c=log,c

f) log, (b°) =c-log,b

g) log, (b°) = (log,b)*

Rozwigzanie:
a) Dla wszystkich, to jest ogdlnie znany wzor.

b) Réwnos¢ jest rownowazna warunkowi

(log,b) +log,c = (log,b) - log,c.
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Pamictajac, ze rownos¢ x4y = xy jest rownowazna tatwo rozwigzywalnej rownosci
11
—+-—-=1
Ty
konstruujemy bardzo wiele przyktadéw dobranych tak, aby x =log,b oraz y = log,c.
Przy x =y =2 mozemy wzigé¢ dowolne a oraz b= c=a?.
Przy =3, y=3/2 mamy np. a=4, b=064, c=38.
Przy v =4, y=4/3 mamy przy dowolnym n: a=n? b=n'? c=n"
c¢) Biorac np. a =b=c=2 widzimy, ze podana réwnos¢ nie jest ogélnie prawdziwa. Aby
skonstruowac przyktady, dla ktorych podany wzor zachodzi, ograniczmy sie do przy-
padku b=c, dzigki czemu bedzie tatwiej kontrolowa¢ wielko$ci wystepujace we wzorze.
Przypusémy, ze

log,b=1log,c=n,

co ma miejsce przy b=c=a". Wowczas wzor jest spetniony, gdy

log, (b+c) =log, (2a") =n?,

co prowadzi kolejno do

n2

2a" =a
a= """N72.

To prowadzi do nastepujacych przyktadow:
n=2 a=v2, b=c=2
n=3,a=v2 b=c=+2
n=-1,a=+/2, bzczl/x/ﬁ
n=1/2,a=1/16,b=c=1/4
d) Wzér jest réwnowazny réwnosci b+ ¢ = be, ktora przeanalizowaliémy w podpunkcie b).
Przyktady:
a dowolne, b=c=2,
a dowolne, b=3, c=3/2.
a dowolne, b= 10, ¢=10/9.
e) Dla wszystkich, to jest ogblnie znany wzor.
f) Dla wszystkich, to jest ogdlnie znany wzor.

g) Przyjmujac x =log,b sprowadzamy podana réwnos$¢ do postaci

co po przeksztatceniu daje kolejno

z=c/e
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Powyzsze operacje nie budza watpliwosci przy z dodatnim, wigc mozemy ograniczyc
nasze rozwazania do tego przypadku. Pamietajmy tez, ze zgodnie z zatozeniami w tresci
zadania ¢ # 1.

Teraz mozemy konstruowaé przyktady:

c=2, r=2, a dowolne, b= qa?

c=1/2, =4, a dowolne, b=a'

c=3/2,2=9/4, a=16, b=512

c=2/3, x=27/8, a=256, b=2%"

Zwroémy tez uwage, ze wyrazenie (log,b)® moze by¢ nieokreslone w przypadku, gdy
log,b jest liczba ujemna, a przy tym c jest liczba niewymierng lub wymierna o parzystym

mianowniku.

83. Dla podanych liczb a, b wskazac taka liczbe ¢, ze liczby
log,37, log,37, log.37

tworza (w tej wlasnie kolejnosci) postep arytmetyczny trojwyrazowy.

a) a=64, b=328
b) a=4,b6=38
c)a=2b=38
d) a=64, b=16
Rozwigzanie:
Niech a =2, b=27, c=2*. Wtedy liczby
log,37
log,37 = —22°0
log,37
log,37 = 82
log,37
log 37 =—"—
0g,. 2
tworzg postep arytmetyczny wtedy i tylko wtedy, gdy
112
i kg
czyli
1 2 1
ko j i

Po tych rozwazaniach mozemy przejs¢ do poszczegdlnych podpunktow:
a)i=6,j=3,1/k=2/3—-1/6=1/2,skad k=21ic=4
b) tu od razu odpowiadamy ¢ =64, bo jest to ten sam ciag, co w podpunkcie a), tylko

zapisany w odwrotnej kolejnosci.
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¢)i=1,j=31/k=2/3—1=-1/3, skad k=—31c=1/3
d)i=6,j=4,1/k=2/4—1/6=1/3, skad k=3 i c=8

6. Liczby wymierne i niewymierne. Niewymiernoéé pierwia-
stkoéw i logarytméw (wstep).

84. Dowies¢, ze liczba log,3 jest niewymierna.

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zatézmy, ze liczba log,3 jest wymierna i niech m/n
bedzie jej przedstawieniem w postaci ilorazu liczb naturalnych (zauwazmy, ze jest to

liczba dodatnia). Wowczas otrzymujemy kolejno

m
log,3=—
0gy n
omin —3
2M =3".

Ta ostatnia réwno$¢ nie jest jednak mozliwa, gdyz liczba 2™ jest parzysta, a liczba 3"

nieparzysta. Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze liczba log,3 nie jest liczba wymierna.

85. Dowies¢, ze liczba log;,18 jest niewymierna.

Rozwigzanie:
Rozumujac analogicznie jak w poprzednim zadaniu dochodzimy do réwnosci
12" =18",
czyli
22m3m:2n32n
7 twierdzenia o jednoznacznosci rozktadu liczb naturalnych na czynniki pierwsze wynika,
ze po obu stronach ostatniej rownosci znajduje sie ten sam rozktad na potegi czynnikow
pierwszych. Mamy wiec
2m=n oraz m=2n,

co prowadzi do m =n=0. Zatem réwnanie 12™ = 18" nie ma rozwiazan w liczbach na-

turalnych.

86. Czy liczba 0,(9) =0,999999... jest wymierna czy niewymierna?

Rozwigzanie:
Podana liczba jest wymierna i jest rowna 1. Oto dowdd:
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Oznaczmy
x=0,9999999...

Woéwcezas
102 =9,9999999. ..

co po odjeciu stronami pierwszego rownania od drugiego daje

9r =9,

skad z=1.

87. Niech

r=1424+4484+16+32+...
Wowczas
r=14+2-142-242-442-842-164+2-324... =
=142-(142444+8+16+32+...)=1+2x,

skad = —1.

Jak to mozliwe, ze suma liczb dodatnich jest ujemna?

Rozwigzanie:

Cale rozumowanie opiera si¢ na btednym zalozeniu, ze napis
1+2+4+8+16+32+...

reprezentuje jakas liczbe rzeczywistg. Tymczasem suma poteg dwojki, liczb nieskoncze-
nie wielu i to coraz wigkszych, jest nieskonczona. Nie poddaje sie wiec takim samym
manipulacjom algebraicznym jak liczby rzeczywiste.

To moze zachwia¢ wiare w poprawno$é¢ rozwigzania zadania 86. I w istocie w tym
rozwiazaniu jest pewne niedomowienie. Otz z ogdlnej teorii (nieelementarnej, bo od-
wotujacej sie do pojecia granicy ciagu liczbowego oraz zbieznosci szeregu) wynika, ze
kazde rozwiniecie dziesietne reprezentuje jakas liczbe rzeczywista. To upowaznia nas do

oznaczenia szukanej liczby przez x i poddania jej algebraicznym przeksztatceniom.

http://www.math.uni.wroc.pl/mdm/
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