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6. Liczby wymierne i niewymierne. Niewymierno$é pierwia-
stkéw i logarytméw (c.d.).

12 grudnia 2009 r.

88. Obliczy¢ podajac wynik w postaci utamka zwyktego
a) 1/0,(4)+ {/3,374(9)
b) (0,2(9)+1,(09))-12,(2)
c) (0,(037))%®)

Odpowiedz:
4 2r 2 3 13
4)+ 3 49 =/ -+ JL 2422
a) 1/0,(4)+ {/3,374(9) st =5T5=%
3 12\ 110 1 153
b) (0,2(9)+1,(09))-12,(2):<+)-:(3-11+12-10)-: 17
s 10 11 9 9
1 1
0,(037 °v<3>=<> ==
89. Dowies¢, ze podane liczby sa niewymierne

a) V2

b) 7/n, jezeli n jest liczba naturalna niebedaca m-ta potega liczby naturalne;j

c) VE+VT

d) V3+V5+T7

e) V243

f) log,,n, jezeli liczby naturalne m,n > 1 nie sa potegami tej samej liczby naturalne;

Rozwigzanie:
a) V2

Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zalézmy, ze liczba v/2 jest wymierna i niech m /n
bedzie jej przedstawieniem w postaci ilorazu wzglednie pierwszych liczb naturalnych
(zauwazmy, ze jest to liczba dodatnia). Wowczas otrzymujemy kolejno

ﬁ:m

n

Stad wynika, ze liczba m? jest parzysta, a co za tym idzie, liczba m jest parzysta.
Podstawiajac m = 2k otrzymujemy

2n” = (2k)?
n?=2k?,

co z kolei prowadzi do wniosku, ze liczba n jest parzysta.
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Zatem obie liczby m, n sa parzyste, co stoi w sprzecznosci z zatozeniem, ze liczby
te sg wzglednie pierwsze. Otrzymana sprzecznosé dowodzi, ze liczba /2 nie jest liczba
wymierng.

Zwroécmy uwage, ze w tym dowodzie nie wykorzystywalisSmy twierdzenia o jednoznacz-
noéci rozktadu liczb naturalnych na czynniki pierwsze, a jedynie skorzystaliémy z faktu,
ze liczba naturalna i jej kwadrat majg te sama parzystosc.

b) 7/n, jezeli n jest liczba naturalna niebedaca m-ta potega liczby naturalne;j
Zalézmy, ze liczba %Y/n jest wymierna i niech a/b bedzie jej przedstawieniem w postaci

ilorazu liczb naturalnych. Woéwczas otrzymujemy kolejno

Niech p bedzie dowolna liczbg pierwsza. Niech ¢, j, k beda odpowiednio wyktadnikami
(by¢ moze réwnymi 0), z jakimi p wchodzi do rozktadu na czynniki pierwsze liczb n, b, a.
Wowczas, na mocy twierdzenia o jednoznacznosci rozktadu liczb naturalnych na czynniki
pierwsze, otrzymujemy

1+mj=mk,

skad wynika, ze liczba 7 jest podzielna przez m.

To oznacza, ze w rozktadzie liczby n na czynniki pierwsze kazdy czynnik pierwszy
wystepuje w wyktadniku podzielnym przez m, a w konsekwencji liczba n jest m-ta potega
liczby naturalne;j.

Udowodnili$my wiec, ze liczba %/n jest wymierna tylko wtedy, gdy jest catkowita.
Innymi stowy, jest to liczba niewymierna, wyjawszy przypadki, gdy pierwiastkowanie
daje sie wykonaé w zbiorze liczb naturalnych jak np. ¢/27=3, V64 =2, v/4096=8.

c) V54+V7

Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zatdézmy, ze podana liczba jest wymierna i oznacz-

my ja przez w.

Woéwczas otrzymujemy kolejno

VE+VT=w
5+2vV35+7=w?

w?—12
V35 =
2 ]

co jest niemozliwe, gdyz wyrazenie po prawej stronie réwnosci reprezentuje liczbe wy-

mierna, podczas gdy po lewej stronie znajduje sie liczba niewymierna.

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze dana w zadaniu liczba jest niewymierna.
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d) V3+V5+VT

Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zatdézmy, ze podana liczba jest wymierna i oznacz-
my ja przez w.

Woéwcezas otrzymujemy kolejno

\/g—i-\/g—l—\/?:w
\/5+ﬁ:w—\/§
5+2v35+7=w?—2wV3+3
235+ 2wV3=w?—9
140+ 8wv/105 + 120 = (w? —9)

2

Vs —9)* —140 — 12u?

8w

co jest niemozliwe, gdyz wyrazenie po prawej stronie rownosci reprezentuje liczbe wy-
mierna, podczas gdy po lewej stronie znajduje sie liczba niewymierna.

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze dana w zadaniu liczba jest niewymierna.
e) V2+ V3

Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zatézmy, ze podana liczba jest wymierna i oznacz-
my ja przez w.

Wowczas otrzymujemy kolejno
V2+V3=w
243-V4-V3+3-V2-V9+3=0’
2+3w-v2-V3+3=uw’

co jest niemozliwe, gdyz wyrazenie po prawej stronie réwnosci reprezentuje liczbe wy-
mierng, podczas gdy po lewej stronie znajduje si¢ liczba niewymierna.
Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze dana w zadaniu liczba jest niewymierna.
f) log,,n, jezeli liczby naturalne m,n > 1 nie sa potegami tej samej liczby naturalne;
Zat6zmy, ze liczba log,,n jest wymierna i niech a/b bedzie jej przedstawieniem w po-

staci ilorazu wzglednie pierwszych liczb naturalnych. Wowczas otrzymujemy kolejno

log, n=—
g b
m®=n
m*=nb.
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Niech p bedzie dowolng liczba pierwsza. Niech i, 7 beda odpowiednio wyktadnikami
(by¢ moze réwnymi 0), z jakimi p wchodzi do rozktadu na czynniki pierwsze liczb m, n.
Wowecezas, na mocy twierdzenia o jednoznacznosci rozktadu liczb naturalnych na czynniki
pierwsze, otrzymujemy

ar="bj,
skad wobec zatozenia, ze liczby a, b sa wzglednie pierwsze, wynika, ze liczba i jest po-
dzielna przez b.

To oznacza, ze w rozktadzie liczby m na czynniki pierwsze kazdy czynnik pierwszy

wystepuje w wyktadniku podzielnym przez b, a w konsekwencji liczba m jest b-ta potega

liczby naturalnej, ktéra oznaczymy przez k. Zatem

m=kb

oraz

nb:ma:kab’

skad
n=~k".

Udowodnilismy wiec, ze jezeli liczba log,,n jest wymierna, to liczby m, n sa potegami
tej samej liczby naturalne;j.

Mozna to wystowi¢ w sposéb moze mato precyzyjny, ale za to przemawiajacy do
wyobrazni:
Jezeli logarytmowanie log, n nie daje sie tatwo wykonaé, jak np. log,8 =3/2,

logs,128 =7/5, log,327=3/5, to liczba log,,n jest niewymierna.

90. Rozstrzygnac, czy liczba log,3+1log,5 jest wymierna czy niewymierna.

Rozwigzanie:
7 rownosci
log,3+log,5 =log,9+log,5 =log,45

wynika, ze podana liczba jest niewymierna.

OszustTwo  91.

ZADANIE: Dowies¢, ze liczba /3 — V8—+2 jest niewymierna.

ROZWIAZANIE I:

Liczba —+/2 jest niewymierna. Takze liczba \/3 — /8 jest niewymierna, bo gdyby byta
wymierna, to jej kwadrat 3—+/8 tez bytby liczba wymierna, a nie jest. Zatem liczba

3—v/8—+/2 jest niewymierna jako suma liczb niewymiernych.
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RozwiAzZANIE 11:
Przeprowadzimy dowéd nie wprost. Zatézmy, ze liczba /3 —v/8—+/2 jest wymierna

i oznaczmy ja przez w. Wtedy
w=1\3— V8—V2
w+V2=1/3-V8
w?+2V2w+2=3-2V2
2v/2(w+1)+ (w—1)(w+1) =0
Dzielac ostatnig rownosé przez w+ 1 otrzymujemy
2V/24+w—1=0,

co stanowi sprzecznos¢ z zatozeniem wymiernosci liczby w, gdyz lewa strona réwnosci
jest liczba niewymierng i nie moze by¢ réwna 0.

Czy powyzsze rozwigzania sg poprawne?

Rozwigzanie:
ROZWIAZANIE I jest btedne, gdyz powoluje si¢ na twierdzenie: suma liczb niewymiernych

jest niewymierna, ktore nie jest ogdlnie prawdziwe, np. z réwnosci
V2+(=v2) =0
wynika, ze suma dwoch liczb niewymiernych moze by¢ wymierna.

W RozwiazANIU 11 wykonujemy dzielenie przez w+1, co jest dozwolone pod wa-
runkiem, ze w+1 jest rozne od zera. Tak wiec poprawnie jest udowodniony nastepujacy
fakt:

Liczba 1/3 —v/8 — /2 jest niewymierna lub réwna —1.

Pozostaje sprawdzi¢, czy w istocie zachodzi réwnosé

V3—V8—v2=-1.

Przeksztatcajac otrzymujemy kolejno

V3—vV8=v2-1
3-vB=(v2-1)°

3-v8=2-2V2+1
3—V8=3-V8,

a wiec w istocie dana w zadaniu liczba jest rowna —1, czyli jest liczba wymierna.
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OszustTwo  92.

ZADANIE: Dowiedé, ze liczba \/3 — /8 ++/2 jest niewymierna.

ROZWIAZANIE:

Przeprowadzimy dowéd nie wprost. Zatézmy, ze liczba \/3 —v/8+v/2 jest wymierna

i oznaczmy ja przez w. Wtedy
w=13-v8+V2
w—V2=1/3-8
w? —2v2w+2=3-2V2
2vV2(—w+1)+ (w—1)(w+1)=0
Dzielagc ostatnig rownosé przez w— 1 otrzymujemy

—2V2+w+1=0,

co stanowi sprzecznos¢ z zalozeniem wymiernosci liczby w, gdyz lewa strona réwnosci
jest liczba niewymierna i nie moze by¢ réwna 0.

W powyzszym rozwiazaniu wykonujemy dzielenie przez w—1, co jest dozwolone pod
warunkiem, ze w — 1 jest rézne od zera. Tak wiec poprawnie jest udowodniony nastepu-
jacy fakt:

Liczba \/3 — v/8+ /2 jest niewymierna lub réwna 1.

Pozostaje sprawdzi¢, czy w istocie zachodzi réwnosé

V3—V8+v2=1.

Przeksztatcajac otrzymujemy kolejno

a wiec w istocie dana w zadaniu liczba jest rowna 1, czyli jest liczbg wymierna.

V3—V84v2=1,

skoro po lewej stronie wystepuje liczba wieksza od v/2, a wiec tym bardziej wieksza od 17

Jak to jednak mozliwe, ze

Rozwigzanie:
Podana liczba jest jednak niewymierna. Btad polegat na podniesieniu stronami do kwa-

V3—V8=—V2+1,
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w ktorej lewa strona jest dodatnia, a prawa ujemna.

Va—vB=y/(va-1)'=|va-1]=v2-1,

V3—vV8+v2=v2—14+v2=2V2-1.

Zauwazmy, ze

skad

93. Liczby a i b sa dodatnie i niewymierne. Czy mozemy stad wnioskowacé, ze liczba
a—+0b jest niewymierna?

Odpowiedz: Nie, np.

V2+(2-v2) =2.

94. Czy liczba log( \@_1)(\/5 +1) jest wymierna czy niewymierna?
Odpowiedz: Wobec réwnosci
(V2—1)-(vV2+1)=1

dana w zadaniu liczba jest réwna —1, jest wiec wymierna.

95. Dowies¢, ze suma liczby wymiernej i liczby niewymiernej jest liczbg niewymierna.

Odpowiedz: Gdyby suma liczby wymiernej w oraz liczby niewymiernej n byta réwna
liczbie wymiernej wy, otrzymaliby$my

n=ws—w,

a przeciez liczba po prawej stronie jest wymierna.

96. Czy iloczyn liczby wymiernej i liczby niewymiernej jest zawsze liczba niewymier-
ng?’

OdpowiedZ: Nie, np. iloczyn zera i liczby niewymiernej jest réwny zero, jest wiec
wymierny. Jednak za wyjatkiem takiego przypadku mozemy rozumowac¢ podobnie jak w
zadaniu poprzednim.

Otrzymamy wowczas nastepujace twierdzenie:

Iloczyn réznej od zera liczby wymiernej oraz liczby niewymiernej jest liczbg niewy-

mierng.

97. Liczby a+b, b+c i c+a sag wymierne. Czy mozemy stad wnioskowaé, ze liczby

a, b, ¢ s wymierne?
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Odpowiedz: Tak, mamy bowiem
(a+b)—(b+c)+(c+a)
2

i podobnie dla liczb b, c.
98. Liczby a+b, b+ci c+a sg niewymierne. Czy mozemy stad wnioskowaé, ze liczba
a+ b+ c jest niewymierna?

Odpowiedz: Nie, np. dla liczb

S
I

T
2SS

mamy

a+b=2v?2

bte=—V2

cta=—V?2
oraz

a+b+c=0.

99. Liczby a+b, b+c, c+d i d+a sa wymierne. Czy mozemy stad wnioskowaé, ze
liczby a, b, ¢, d sa wymierne?

Odpowiedz: Nie, np. dla liczb

CL:C:\/§
b=d=—2
mamy
a+b=b+c=c+d=d+a=0.

100. Liczby a+b, b+c, c+did+e, e+a sa wymierne. Czy mozemy stad wnioskowac,
ze liczby a, b, ¢, d, e sg wymierne?

Odpowiedz: Tak, mamy bowiem
y atb)—(btc)t(ctd)—(dte)+(eta)
B 2

i podobnie dla liczb b, ¢, d, e.
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101. Niech n bedzie liczba naturalng. Majac do dyspozycji nawiasy, n, liczby catkowite
oraz znaki +,—,-,: 1 ./ zapisac¢ liczbe niewymierng dodatnig mniejsza od %
Odpowiedz: Najbardziej narzucajacy sie przyktad to
1

102. Suma wyrazoéw rosnacego postepu arytmetycznego 2007-wyrazowego o wyrazach
dodatnich jest liczbg wymierna. Czy stad wynika, ze co najmniej jeden wyraz postepu

jest liczba wymierng?
Odpowiedz: Tak. Ze wzoru (przy standardowych oznaczeniach)

Sa007 = 2007 - a1004

otrzymujemy
Sa007
2007’

skad wynika, ze wyraz srodkowy ajgp4 jest liczbg wymierna.

1004 =

103. To samo pytanie dla postepu 2008-wyrazowego.

Odpounedz: Nie. Np. postep arytmetyczny okreslony wzorem
b, = (2n—2009)-v2 dla n=1,2,3,...,2008

ma wszystkie wyrazy niewymierne i sume¢ zero.

Postep ten ma pierwszy wyraz réowny —2007+/2, ostatni 2007+/2. Réznica postepu jest
réwna 2v/2.

Postep arytmetyczny okreslony wzorem a,, = b, +5000 ma wszystkie wyrazy niewy-
mierne dodatnie i sume 10040000.

104. Wszystkie ponizsze przyktady mozna podaé¢ bez uzywania operacji bardziej
skomplikowanych niz logarytmy i pierwiastki, korzystajac tylko z faktu niewymierno-
Sci liczb o postaci rozwazanej we wezesniejszych zadaniach.

Poda¢ przyktad takiej liczby rzeczywistej x, ze
a) 0 <z <1 oraz liczba z jest niewymierna,

b) V5 <z < /6 oraz liczba z jest wymierna,

c) liczby x? i 23 sg niewymierne, ale liczba z° jest wymierna,
d) liczby z* i 2% s3 wymierne, ale liczba 2° jest niewymierna,
e) liczba (x+1)? jest niewymierna,

f) liczba x jest niewymierna, ale liczba x—l—; jest wymierna,

g) liczba x jest niewymierna i liczba 2% jest niewymierna,
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h) 27+ 37 jest liczba niewymierna,

i) 27+ 3% jest liczba wymierna,

j) logy,x +logsx jest liczba niewymierna,

k) log,x +logsx jest liczba wymierna,

1) logyx-logsz jest liczba niewymierna,

m) log,x -logsx jest liczba wymierna,

n) 2% +log,x jest liczba catkowita dodatnia,
0) 2% +log,x jest liczba niewymierna,

p) x+log,x jest liczba wymierna niecatkowita,
q) 2V? jest liczbg wymierng niecatkowita,
r) 2V2 jest liczbg niewymierna,

s) log,(1+x) jest liczba wymierna,

t) log,(1+x) jest liczba niewymierna.

Odpowiedz:

a) 0 <z <1 oraz liczba z jest niewymierna,
r=1/V2

b) /5 <z < /6 oraz liczba x jest wymierna,
r=2,4

c) liczby 2% i 2% sa niewymierne, ale liczba z° jest wymierna,
r=?2

d) liczby z* i 2% sa wymierne, ale liczba 2° jest niewymierna,
r=1/2

e) liczba (z+1)? jest niewymierna,
r=1/2

f) liczba x jest niewymierna, ale liczba x+; jest wymierna,

Rozwiazujac réwnanie

1
r+—=w
x
otrzymujemy
?—wr+1=4,
skad

wEVw?—4
5 .
Przyjmujac np. w=4 oraz + =+ otrzymujemy z = v/3+2.

Tr=

g) liczba x jest niewymierna i liczba 2% jest niewymierna,

log,3
2

z=1log,V/3= prowadzi do 2% =+/3
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h) 27+ 37 jest liczba niewymierna,

r=1/2

i) 22+ 3% jest liczba wymierna,
r=1

j) logy,x +logsx jest liczba niewymierna,
r=3

k) log,x +logyx jest liczba wymierna,
r=1

1) logyx-loggz jest liczba niewymierna,
r=3

m) log,x -logsx jest liczba wymierna,
r=1

n) 2% +log,x jest liczba catkowita dodatnia,
r=1

0) 27 +log,x jest liczba niewymierna,

r=1/2
p) = +log,x jest liczba wymierna niecatkowita,
r=1/2

q) V2 jest liczbg wymierng niecatkowita,
1

x wowezas V2 =1/4

=37
r) 2V2 jest liczbg niewymierna,
r= 2‘/5/4, wowezas V2 =+/2
s) log,(1+x) jest liczba wymierna,
Réwnanie
log, (1+2)=w

prowadzi do
rY=x+1.

Szanse na rozwigzanie tego rownania mamy wtedy, gdy sprowadza sie ono do réwnania
kwadratowego.
Dla w =2 otrzymujemy

?=x+1,

co prowadzi do przyktadu

1+5

xr = .

2

Dla w = —1 otrzymujemy
v =x+1
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l=2’+zx,

co prowadzi do przyktadu

—1+V5
rT=———".

2
Dla w=1/2 otrzymujemy
e =x41.
Po podstawieniu y = /x dostajemy
y=y"+1,

co nie ma rozwiazan rzeczywistych.
t) log,(1+x) jest liczba niewymierna.

=2

http://www.math.uni.wroc.pl/mdm/
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