Jarostaw Wroblewsk: Matematyka dla Myslgcych, 2009/10

8. Rozwigzywanie réwnan i nier6wnos$ci kwadratowych oraz
prostych nieré6wnosci zawierajacych funkcje: wartosé bezwzgle-
dna, logarytmiczna, potegowa.

23 stycznia 2010 1.

114. Rozwiaza¢ réwnania i nieréwnosci
a) 1> —103x+300=0
b) 3z <2248
c) Vi'+z+7=3
d) ' —522+4<0
e) (¥’ +x+1)% > (22 +x+1)""!
f) logy, (2 +1) <logy,(z*+3x)
g) log,x+log,4 <3
h) [[[[[lz| =1 =1]=1[=1]=1] Zg
i) [o?— 17| =38
. 5 20
D le=1+|z|+|z+1] >z +§
Rozwigzanie:
a) 22 —103z+300=0
Skorzystamy ze wzoréw Viete'a.
Réwnanie kwadratowe o pierwiastkach x; i 2o i wspdtezynniku 1 przy 22 ma postaé
22— (11 +20) T+ 2129 =0,
Jesli pierwiastki rownania sg catkowite, jest spora szansa na zgadniecie rozwiazan
roOwnania bez korzystania ze wzoru ogolnego na rozwigzania rownania kwadratowego.
W danym réwnaniu musimy odpowiedzie¢ na pytanie: Jakie dwie liczby daja w sumie
103, a w iloczynie 3007 Nietrudno zauwazy¢, ze warunek ten jest spetniony przez liczby

3 oraz 100 i to sg wlasnie rozwigzania rownania.

b) 3z <Va?+8

Po podniesieniu nieréwnos¢ stronami do kwadratu otrzymujemy kolejno
92° <2°+8
81% <8
w2 <1
|z <1,

skad widaé, ze zbiorem rozwiazan nieréwnosci jest przedzial (—1, 1).
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Powyzsze rozwigzanie jest bledne !!!

Wyjaénienie btedu oraz rozwigzanie poprawne znajdujg sie po zadaniu 121.

c) VaT+ax+7=3
Zwykle rozwiazywanie rownania zaczynamy od wyznaczenia dziedziny. W tym celu

nalezatoby rozwiaza¢ nieré6wnosé
e +x4+7>0,

co jednak nastrecza powazne problemy.
Mozemy tez postepowac inaczej. Mozemy nie wyznaczac¢ dziedziny rownania, a dopiero
po jego rozwigzaniu sprawdzi¢, czy otrzymane rozwigzania naleza do dziedziny.
Podnosimy dane réwnanie stronami do kwadratu (UWAGA!!! Ta operacja zmie-
nia dziedzine réwnania). Otrzymujemy
2T+ +7=9.
Zauwazamy, ze x = 1 spelnia powysze réwnanie. Ponadto wyrazenie po lewej stronie jest
rosngcy funkcjg zmiennej z, a zatem nie moze ono przyjmowaé wartosci 3 dla wiecej niz
jednego argumentu z. Stad x =1 jest jedynym rozwigzaniem. Podstawiajac x =1 do
roOwnania danego w tresci zadania stwierdzamy, ze jest to poprawne rozwigzanie.
d) z* —522+4<0
Dana w zadaniu nieréwnos¢ to tzw. nieréwnos$¢ dwukwadratowa. Sprowadzamy ja do
nieréwnoéci kwadratowej wykonujac podstawienie 22 =y, przy czym pojawia sie dodat-
kowy warunek y > 0.
Otrzymujemy
y?—by+4<0,
co po rozwigzaniu prowadzi do

l<y<4.

W konsekwencji dana w zadaniu nieré6wnos¢ sprowadza sie do
l<a?<4,
czyli
I<l]z|<2.
Zatem zbiér rozwiazan to (—2, —1)U(1, 2).
e) (2 +z+1)%> (2 +z+1)*H!
Poniewaz dla kazdej liczby rzeczywistej  wyrazenie 22 +x 41 jest dodatnie, dziedzing

nieréwnosci jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych.
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Nieréwnosé postaci

jest

e rownowazna nieréwnosci b> ¢ przy a > 1,

e falszywa przy a=1,

e rownowazna nieréwnosci b < c przy 0 <a < 1.
Rozwazamy wiec 3 przypadki:
1° 22 +x+1>1, czyli z € (=00, —1)U(0, +00).

W tym przypadku nieréwnosé jest rownowazna nieréwnosci
3r>x+1,

czyli
v
2

Po uwzglednieniu warunku z € (—oo, —1)U(0, 400) otrzymujemy nastepujacy zbiér
jako przyczynek do zbioru rozwiazan nieréwnosci danej w zadaniu: (1/2, +00).

2° 2?+x+1=1, czyli z € {—1,0}.

W tym przypadku nieréwnos$é¢ nie ma rozwigzan.

P ri+r+1<1, czylize(—1,0).

W tym przypadku nieréwnos¢ jest rownowazna nierownosci
3r<zx+1,

czyli
1
T < 5 .
Po uwzglednieniu warunku x € (—1, 0) otrzymujemy nastepujacy zbiér jako przyczy-
nek do zbioru rozwiazan nieréwnosci danej w zadaniu: (—1, 0).

Odpowiedz: Zbior rozwigzan nieréwnosci to (—1,0)U(1/2, 400).

f) logy, (z° +1) <logy, (2 +3z)

Najpierw wyznaczamy dziedzine nieréwnosci.

Po pierwsze, podstawa logarytmu musi by¢ liczbg dodatnig rézng od 1, co wymusza
nieréwnosci 2x >0 oraz 2z # 1. To ogranicza nas do z € (0, 1/2)U(1/2, +00).

Po drugie, liczby logarytmowane musza by¢ dodatnie. Jednak nieréwnoéé xz?+1>0
jest prawdziwa dla wszystkich liczb rzeczywistych z, natomiast nieréwnoéci x2+ 3z >0
nie musimy rozwigzywac, jesli zauwazymy, ze jest ona prawdziwa dla x dodatnich, a do
takich juz jestesmy ograniczeni.

Ostatecznie dziedzing nieréwnosci jest zbior (0, 1/2)U(1/2, +00).
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Nieréwnosé postaci
log,b<log,c
jest
e réwnowazna nieréwnosci b < ¢ przy a > 1,
e rownowazna nieréwnosci b > c przy 0 <a < 1.
Rozwazamy wiec 2 przypadki:
1° 22> 1, czyli x € (1/2, +00).
W tym przypadku nieréwnos¢ jest rownowazna nier6wnosci
22 +1< 2?43z,
czyli

T =

W

Po uwzglednieniu warunku z € (1/2, +00) otrzymujemy nastepujacy zbiér jako przy-
czynek do zbioru rozwiazan nieréwnosci danej w zadaniu: (1/2, 400).
2°0<2x <1, czyli z€(0,1/2).
W tym przypadku nieréwnosé jest rownowazna nieréwnosci
22 4+1> 2%+ 32,
czyli

< —.

3
Po uwzglednieniu warunku x € (0, 1/2) otrzymujemy nastepujacy zbior jako przyczy-
nek do zbioru rozwigzan nier6wnosci danej w zadaniu: (0, 1/3].

Odpowiedz: Zbior rozwigzan nieréwnosci to (0, 1/3]U(1/2, +00).

g) log,x+log,4 <3
Dziedzina nieréwnosci jest zbiér (0, 1)U (1, +00).
Podstawiajac y =log,x, y # 0 oraz zauwazajac, ze log,4 = 2log,2 =2/y sprowadzamy
dang nieréwnos¢ do postaci
y+g<3.
Y
Pomnozymy stronami powyzsza nier6wnosc¢ przez y.

1° W przypadku y > 0 operacja ta nie wymaga zmiany kierunku nieréwnosci.

Otrzymujemy nieréwnos$¢ kwadratowa
y*—3y+2<0,
co prowadzi do y € (1, 2), czyli x € (2, 4).

2° W przypadku y < 0 przemnozenie nieréwnosci stronami przez y wiaze sie z koniecz-

noscig zmiany kierunku nieréwnosci.
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Otrzymujemy nierownos$¢ kwadratowsg,
' —3y+2>0,
co prowadzi do y € (—oo, 1)U(2, +00).
Uwzglednienie warunku y < 0 pozostawia y € (—o0, 0), czyli z € (0, 1).
Odpowiedz: Zbior rozwiazan nieréwnosci to (0, 1)U (2, 4).
x
h) [[[lllz] =1[=1[=1]=1]=1]=5
Naszkicowanie wykresow funkcji wystepujacych po obu stronach réwnania prowadzi

do rozwiazan x =2, x =10 oraz wskazuje na istnienie rozwiazania w przedziale (0, 1).

Z wykresu odczytujemy, ze w tym przedziale réwnanie przybiera postac
l—z=—,
2
co prowadzi do z =2/3.

Odpowiedz: Réwnanie ma trzy rozwiazania: 2/3, 2 oraz 10.
i) [o?— 17| =38
Roéwnanie przybiera postac alternatywy
?—17=8 lub 2*—17=-8,
co prowadzi kolejno do
=25 lub 2?=9
lz]=5 lub |z|=3.
Odpowiedz: Réwnanie ma cztery rozwigzania: —5, —3, 3 oraz 5.
. 20
J) |z =1+ x|+ ]z +1] >:r;2—|—§
Zauwazmy, ze funkcje wystepujace po obu stronach nieréwnosci sg parzyste. Oznacza
to, ze rozwigzujac nierownos¢ mozemy ograniczy¢ sie do x>0 a nastepnie skopiowad

zbiér rozwigzan symetrycznie wzgledem zera.

Wobec zaltozenia x > 0 nieréwnos¢ przyjmuje postac

20
ya;—1|+2x+1>x2+§
9 2
|l —1|>x —2x+1+§
5 2
= 1> (2=1)*+ ()
co po podstawieniu y=x—1, y > —1, prowadzi do

2

2
>yt 4=
lyl >y 9
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Znowu otrzymaliSmy nierownos¢, ktéra po obu stronach ma funkcje parzyste, tym
razem zmiennej y. Rozwiazemy ja wiec przy zatozeniu y > 0, a potem symetrycznie od-
bijemy zbiér rozwigzan.

Wobec y > 0 mozemy zapisa¢ nier6wnos¢ w postaci

Syl
y=y 9

2
2
—y+-<0.
y -y 9

Powyzsza nieréwnos¢ jest spelniona dla y € (1/3,2/3).

Dotaczajac odbicie symetryczne powyzszego zbioru wzgledem zera, otrzymujemy
ye(—2/3,—1/3)U(1/3,2/3). Powinnismy jeszcze ograniczy¢ si¢ do y > —1, ale tu akurat
niczego to nie zmienia.

Zatem nieréwno$¢ (x) jest spetniona dla
(x—1)e(-2/3,—-1/3)U(1/3,2/3),
czyli
x€(1/3,2/3)U(4/3,5/3).
Dotaczenie do powyzszego zbioru jego odbicia symetrycznego wzgledem zera prowadzi
do rozwigzania wyjsciowej nierOwnosci:

v e (=5/3, —4/3)U(—2/3, —1/3)U(1/3,2/3)U(4/3,5/3) .

115. Wyznaczy¢ wszystkie takie pary liczb rzeczywistych p, q, ze p i ¢ sa pierwiastkami

rOwnania
2?4 pr+q=0.

Sposob 1

Liczby p i g sa pierwiastkami podanego rownania wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
tozsamosé

2’ +pr+q=(r—p)(r—q).
............................ przeprowadz odpowiednie rachunki ............................
Sposob 11

Liczby p i q sa pierwiastkami podanego réwnania wtedy i tylko wtedy, gdy

P’ +p’+q=0
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oraz
¢*+pg+q=0
............................ przeprowadz odpowiednie rachunki .............ccccccceunnn.
Rozwigzanie:
Sposob 1

Liczby p i g sa pierwiastkami podanego rownania wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
tozsamosé
v’ +pr+q=(z—p)lz—q).
Po wymnozeniu prawej strony otrzymujemy
2’ +pr+q=a*—(p+q)+pq.
Dwa wielomiany sg tozsamosciowo rowne wtedy i tylko wtedy, gdy ich odpowiednie
wspoOlezynniki sg rowne.
To prowadzi do uktadu réwnan
{ p = —p—gq
q = pPq.
Pierwsze réwnanie sprowadza si¢ do
q=—2p,
a drugie do alternatywy
p=1 lub ¢=0.
Stad otrzymujemy:
Odpowiedz: Sa dwie pary liczb speliajace warunki zadania:

p=1,q=-2oraz p=0, ¢=0.

Sposob 11
Liczby p i g sa pierwiastkami podanego réwnania wtedy i tylko wtedy, gdy
P’ +p’+q=0
oraz
¢*+pg+q=0.

Pierwsze réwnanie sprowadza si¢ do

q=—2p*,
a drugie do alternatywy
q+p+1=0 Iub ¢=0.
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Jezeli ¢ =0, to takze p=0. Natomiast w przypadku q # 0 otrzymujemy uktad rownan

¢ = —2p°
q =

skad
2p° =p+1,

co prowadzi do

p=1 lub p=-1/2,

a to odpowiednio do

q=-2 oraz q=-1/2.

Odpowiedz: Sa trzy pary liczb spetlniajace warunki zadania:

p=0,q=0;p=—1/2, g=—1/2 oraz p=1, g=—2.

Dlaczego oba sposoby rozwigzania prowadza do réznych odpowiedzi?

Wyjasnienie znajduje sie po zadaniu 121.

9. Funkcje trygonometryczne. Elementy geometrii: twierdze-
nie Pitagorasa i twierdzenie cosinuséw, twierdzenie o kacie wpi-
sanym i Srodkowym, okrag wpisany i opisany na wielokacie,
wielokaty foremne (wstep).

116. W trapezie o wysokosci 12 ramiona maja dtugosci 15 i 20, a jedna z podstaw

ma dtugosé 50. Jaka jest dtugosé drugiej podstawy?

Rozwigzanie:
Oznaczmy kolejne wierzchotki trapezu przez A, B, C, D tak, aby podstawa trapezu byt
odcinek AB (zréb rysunek), a przy tym AD =15 oraz BC = 20.

Niech €' i D’ beda odpowiednio rzutami prostokatnymi wierzchotkéw C'i D na pod-
stawe AB.

Wéwezas CC'= DD’ =12 i stosujac twierdzenie Pitagorasa do tréjkatéw prostokat-
nych ADD’ oraz BCC' otrzymujemy odpowiednio AD' =9 oraz BC’' = 16.

Stad C'D'=50—16—9=25 i w konsekwencji C'D = 25.

Odpowiedz: Druga podstawa trapezu ma dlugosé 25.

Powyzsze rozwigzanie jest bledne !!!

Wyjaénienie btedu oraz rozwigzanie poprawne znajdujg sie po zadaniu 121.
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117. Uporzadkowaé¢ niemalejaco nastepujace liczby: sin 18°, sin 36°, sin 72°, sin 144°,

cos 18°, cos 36°, cos 72°, cos 144°.

Rozwigzanie:
Korzystajac ze wzorow redukcyjnych zapisujemy kazda z liczb w postaci +sina, gdzie
a €10°,90°] a nastepnie korzystamy z faktu, ze funkcja sinus jest w tym przedziale ro-
snaca.

Po uporzadkowaniu otrzymujemy:
cos 144° < sin 18° = cos 72° < sin 36° = sin 144° < cos 36° < sin 72° = cos 18°.

Przy tym cos 144° < 0 oraz cos 36° = sin 54°.

118. Niech 0 <a <b < c. Dokonezy¢ i uzasadnié:

a) Z odcinkéw o dtugosciach a, b, ¢ mozna zbudowaé tréjkat wtedy i tylko wtedy, gdy ...
b) Z odcinkéw o dtugosciach a, b, ¢ mozna zbudowaé tréjkat prostokatny wtedy i tylko
wtedy, gdy ...

¢) Z odcinkéw o dhugosciach a, b, ¢ mozna zbudowaé tréjkat rozwartokatny wtedy i tylko
wtedy, gdy ...

d) Z odcinkéw o dtugosciach a, b, ¢ mozna zbudowaé tréjkat ostrokatny wtedy i tylko
wtedy, gdy ...

e) Z odcinkéw o dtugosciach a, b, ¢ mozna zbudowaé tréjkat o jednym z katéw majacym
miare 120° wtedy i tylko wtedy, gdy ...

f) Z odcinkéw o dlugosciach a, b, ¢ mozna zbudowaé tréjkat o jednym z katéw majacym

miare 60° wtedy i tylko wtedy, gdy ...

Rozwigzanie:
a) Zastosowanie nieréwnosci trojkata daje warunek

at+b>c.

Pamietajmy, ze nieréwnos$¢ musi by¢ ostra - zdegenerowane "trojkaty” o trzech wierz-
chotkach wspotliniowych nie sa w geometrii uwazane za trojkaty - trojkat zawsze ma
dodatnie pole.

b) Twierdzenie Pitagorasa prowadzi do warunku

A+ =c2.

c) Twierdzenie cosinuséw prowadzi do warunku
a?+b* <.
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d) Twierdzenie cosinuséw prowadzi do warunku

a’+b> >,

e) Twierdzenie cosinuséw prowadzi do warunku

a’+b>+ab=c2.

f) Twierdzenie cosinuséw prowadzi do warunku

a?+bv:—ab=¢c2.

W dwoéch podpunktach podane wyzej rozwigzanie jest bled-
ne !!!

Wyjadnienie bledéw oraz rozwigzania poprawne znajduja sie po zadaniu 121.

119. W trojkacie ABC kat przy wierzchotku A ma miare 30°, a boki AC'i BC' maja
dtugosci odpowiednio v/3 oraz 1. Wyznaczyé dtugosé boku AB.

Rozwigzanie:
Zauwazamy, ze trojkat o katach 30°, 60°, 90°, bedacy potowa trojkata rownobocznego o
boku 2, ma boki dtugosci 1, v/3 oraz 2.

Odpowiedz: Bok AB ma dtugosc¢ 2.

Powyzsze rozwigzanie jest bledne !!!

Wyjasnienie bledu oraz rozwigzanie poprawne znajduja sie po zadaniu 121.

120. Srodek okregu opisanego na tréjkacie lezy na prostej przechodzacej przez jeden

z jego wierzcholtkow i érodek przeciwlegtego boku wtedy i tylko wtedy, gdy trojkat jest ...

Rozwigzanie:
. rGwnoramienny.

Srodek okregu opisanego jest punktem przeciecia symetralnych bokéw trojkata.

Jezeli trojkat jest réwnoramienny, to symetralna trojkata przechodzi przez wierzcho-
tek trojkata i srodek przeciwlegtego boku (a doktadniej podstawy tréjkata, jesli ustawié
trojkat w tradycyjny sposéb - tak, aby ramiona byly rowne, a o$ symetrii pionowa).

Jezeli za$ $rodek okregu opisanego lezy na prostej przechodzacej przez wierzchotek
trojkata i srodek przeciwlegtego boku, to prosta ta pokrywa sie z symetralng owego

boku, albowiem kazda z tych dwdch prostych przechodzi przez srodek okregu opisanego i
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srodek boku. Skoro symetralna boku przechodzi przez przeciwlegly wierzchotek trojkata,

to trojkat jest rownoramienny.

Powyzsze rozwigzanie jest bledne !!!

Wyjasnienie btedu oraz rozwigzanie poprawne znajdujg sie po zadaniu 121.

121. Majac narysowany okrag i jego Srodek, skonstruowaé¢ kat prosty przy uzyciu
same;j linijki.

Rozwigzanie:
Prowadzimy prosta przez srodek okregu. Prosta ta przecina okrag w punktach A i B, a
odcinek AB jest érednicg okregu.

Wybieramy punkt C' na okregu, rézny od A i B. Rysujemy odcinki AC oraz BC.

Wowczas kat L ACB jest prosty jako kat wpisany w okrag oparty na érednicy.

Wyjasnienie bledéw w niektérych rozwigzaniach.

114. b) Nieréwno$¢ mozna podnosi¢ stronami do kwadratu, jezeli obie strony sa
nieujemne. Ten warunek jest spelniony tylko dla x > 0. Jednak dla = < 0 lewa strona jest
ujemna, a prawa dodatnia, wiec nier6wnos¢ jest oczywiscie spetniona.

Podsumowujac: Podany sposéb rozwigzania dziata poprawnie przy zatozeniu x >0, a
poniewaz réwnanie jest spetnione przez wszystkie liczby ujemne x, ostatecznie otrzymu-

jemy zbidér rozwigzan réwnania: (—oo, 1).

115. Moze sie wyda¢ to dziwne, ale obie metody rozwigzania sg na swéj sposob
poprawne. Problem polega na wtasciwym sformutowaniu i zrozumieniu tresci zadania.

Kluczowe jest sformutowanie: p i q sg pierwiastkami réwnania. W zasadzie na-
lezaloby je rozumie¢ jako: liczba p jest pierwiastkiem réwnania i liczba q jest
pierwiastkiem réwnania dopuszczajac, ze dwa razy moéwimy o tej samej liczbie. W

tym sensie stuszny jest sposéb 11, ktory znajduje dodatkowe rozwigzanie. W tym rozwig-

zaniu p=q=—1/2, a rébwnanie
o x 1
|
2 2
ma dwa pierwiastki: —1/2 oraz 1, ale zar6wno p = —1/2 jest pierwiastkiem, jak i g=—1/2

jest pierwiastkiem, jednakze tym samym.

Sposob I idzie z duchem interpretacji zadania jako pierwiastkami réwnania sag
P i q w rozumieniu, ze p i ¢ maja stanowi¢ komplet rozwigzan réwnania, maja by¢
wiec roznymi pierwiastkami wyjawszy przypadek, w ktorym rownanie ma pierwiastek

podwdjny.
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Nalezy jednak uczciwie przyznac, ze kwestia interpretacji tego typu sformutowan nie
jest catkiem jednoznaczna, zwtaszcza w geometrii. Jesli moéwimy: tréjkat ma wierz-
cholki A, B, C, to jesteSmy sktonni sie¢ zgodzi¢, ze chodzi o trzy roézne wierzchotki
trojkata.

Jesli zag powiemy: punkty A, B, C sa wierzchotkami tréjkata, to w zasadzie
jestesmy sktonni to zinterpretowac tak samo, ale sytuacja nie jest juz tak jednoznaczna.
Raczej nie powiemy kwadrat ma wierzchotki A, B, C, bo oczekujemy tu wymienienia
wszystkich wierzchotkow. Ale sformutowanie punkt A jest wierzchotkiem kwadratu
jest juz catkiem na miejscu i nie niesie bynajmniej sugestii, ze kwadrat 6w ma tylko jeden
wierzchotek.

A co ze sformutowaniem: punkty A, B sg wierzchotkami kwadratu? Czy maja

by¢ rézne? Lepiej unikaé¢ sformutowan, ktore pozostawiajg tego typu watpliwosci.

116. W rozwigzaniu wykazaliSmy, ze réznica dtugosci podstaw jest réwna 25, jednak
z zatozen zadania wcale nie wynika, ze 50 jest dtugoscia podstawy dtuzszej. Zatem druga
podstawa moze mie¢ tez dhugos¢ 75.

Odpowiedz: Druga podstawa trapezu ma dtugosé 25 lub 75.

Powyzsze rozwigzanie nadal jest bledne !!!
Wyjadnienie bledu oraz rozwigzanie poprawne znajdujg sie na koncu tego

rozdziatu.

118. ¢) W przeciwienstwie do pozostalych podpunktéw, podany warunek nie niesie
zadnego, cho¢by ukrytego, ograniczenia liczby ¢ od géry. Nie mamy wiec gwarancji, ze
liczby a, b, ¢ spetniaja nierownos¢ trojkata i dlatego te nieréwnosé musimy dotozy¢ jako
dodatkowy warunek.

Prawidtowa odpowiedz to:
A+t < oraz a+b>c.
Mozna tez podaé ten warunek w postaci
a>+b* <c? <a’+2ab+b*.
118. f) W przeciwienistwie do pozostatych podpunktéw, katem, o ktérego wielkosé

musimy zadbaé, nie jest kat najwiekszy (a wiec lezacy naprzeciw najdtuzszego boku).

Kat 60° moze leze¢ tylko naprzeciw boku dlugoéci b, a zatem poprawny wzor to

A+ —ac=b.

119. W rozwiazaniu skorzystaliSmy z cechy przystawania tréjkatow kqt-bok-bok, ktora
nie jest prawdziwa. Jednak zadajac w trojkacie ABC kat przy wierzchotku A oraz boki
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AC i BC mozemy otrzymac, z doktadnoscia do przystawania, co najwyzej dwie mozliwe
konfiguracje. W tym przypadku pominelismy konfiguracje, w ktorej trojkat ABC' jest
rownoramienny, z katem 120° przy wierzchotku C'.

Odpowiedz: Bok AB moze mie¢ dlugosé 1 lub 2.

120. Oparlismy sie na nastepujacym fakcie: dwie proste przechodzgce przez $rodek
boku i srodek okregu opisanego pokrywaja sie. Wiemy bowiem, ze przez dwa punkty
mozna przeprowadzié¢ tylko jedna prosta. Ale UWAGA !!! Przez dwa ré6zne punkty !!!.

Rozumowanie nie uwzglednia przypadku, gdy srodek boku pokrywa sie ze srodkiem
okregu opisanego. Na szczescie doktadnie wiadomo, kiedy taka sytuacja ma miejsce. Ot6z
w trojkacie ostrokatnym $rodek okregu opisanego lezy wewnatrz trojkata. W trojkacie
rozwartokatnym na zewnatrz. A w trojkacie prostokatnym na obwodzie, a doktadniej,
pokrywa si¢ ze Srodkiem przeciwprostokatne;j.

Nietrudno stwierdzi¢, ze dowolny trojkat prostokatny réwniez spetnia warunki zada-
nia.

Poprawne dokonczenie formutki w tresci zadania brzmi wigc:

.. robwnoramienny lub prostokatny.

Ponownie 116. W rozwiazaniu przyjelismy, ze oba katy przy jednej z podstaw trape-
zu sg ostre. Tak si¢ zwykto rysowac trapez, pamigtaé jednak nalezy o tym, ze trapez moze
by¢ pochylony - wtedy, gdy przy kazdej podstawie ma jeden kat ostry i jeden rozwarty.

Wéwezas jeden z rzutéw C’, D' znajdzie sie na podstawie AB, ale drugi bedzie lezal
na jej przedtuzeniu. W konsekwencji réznica dtugosci podstaw bedzie rowna 16 —9=7,
co da nam dodatkowe dwa rozwiazania: 43 i 57.

Odpowiedz: Druga podstawa trapezu moze mie¢ dtugosé 25, 43, 57 lub 75.

http://www.math.uni.wroc.pl/mdm/
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