Jarostaw Wroblewsks: Matematyka dla Myslgcych, 2009/10

9. Funkcje trygonometryczne. Elementy geometrii: twierdze-
nie Pitagorasa i twierdzenie cosinuséw, twierdzenie o kacie wpi-
sanym i Srodkowym, okrag wpisany i opisany na wielokacie,
wielokaty foremne (c.d).

27 lutego 2010 r.

122. Dany jest trojkat prostokatny o bokach dtugosci catkowitej a, b, c. Wiadomo,
ze c=a+ 7. Udowodnié, ze woéwczas a jest liczba parzysta.

Rozwigzanie:
Z twierdzenia Pitagorasa mamy a2+ b? = c?. Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Gdyby
liczba a byta nieparzysta, to wéwczas ¢ bytaby parzysta. Liczba b musiataby wiec by¢
nieparzysta.
2

Rozwazmy reszty z dzielenia przez 4 liczb a?, b? i c2. Pierwsze dwie przy dzieleniu

przez 4 dajg reszta 1, ostatnia zas jest podzielna przez 4 bez reszty, co pokazuje, ze
2

réwnoéé a?+b? = c? nie moze mieé¢ miejsca. Zatem a musi by¢ liczbg parzysta.

Powyzsze rozwigzanie jest bledne !!!
Wyjaénienie btedu oraz rozwigzanie poprawne znajdujg sie po zadaniu 135.

123. Pole dowolnego wielokata o obwodzie p opisanego na okregu o promieniu 7 jest
rowne S. Czy powyzsze zdanie jest prawdziwe dla
a)p=12,r=1,5=6
b) p=16,r=2, S=18
c) p=20,r=3,5=30
d) p=24,r=4,5=50
e) p=28,r=>5 5="70

Rozwigzanie:

Wielokat o obwodzie p opisany na okregu o promieniu r ma pole réwne S =rp/2.
Stad wynika, ze odpowiedzi to
a) TAK
b) NIE
c) TAK
d) NIE
e) TAK

Powyzsze rozwigzanie jest btedne !!!
Wyjasnienie btedu oraz rozwigzanie poprawne znajduja sie po zadaniu 135.

124. Punkt O jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC. Wiadomo, ze
JAOB=<3ACB+60°.
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Wyznaczy¢ miare kata ACB .

Rozwigzanie:
Zrobienie rysunku, na ktorym taczymy punkt O z wierzchotkami trojkata ABC, oraz
prosty rachunek na katch prowadzi do zaleznosci

JACB

JAOB = +90°.

W potaczeniu z warunkiem
JAOB =4 ACB+60°

otrzymujemy

JACB=60°.

Nalezy zwroci¢ uwage, ze trojkat ABC nie musi by¢ réwnoboczny. Co wigcej, warunek
SACB =60° jest réwnowazny réwnosci podanej w tresci zadania.

125. To samo pytanie, gdy O jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC.

Rozwigzanie:
7 twierdzenia o katach $rodkowym i wpisanym otrzymujemy

JAOB=2-4ACB,

co prowadzi do
JACB =60°.

Powyzsze rozwigzanie jest btedne !!!
Wyjasnienie btedu oraz rozwigzanie poprawne znajduja sie po zadaniu 135.

126. Ponizsze warunki dotycza czworokata wypuklego. Polaczy¢ je w pary warunkow
rownowaznych.
a) w czworokat mozna wpisa¢ okrag
b) na czworokacie mozna opisaé okrag
c) czworokat jest rownolegtobokiem
d) czworokat jest rombem
e) czworokat jest prostokatem
f) sumy miar przeciwleglych katéw sa rowne
g) sumy dlugosci przeciwlegltych bokéw sa réwne
h) sumy kwadratéow dtugosci przeciwlegtych bokéw sa rowne
i) przekatne sa rownej dlugosci i dziela sie na potowy
j) przekatne sa prostopadtle i dziela si¢ na potowy
k) przekatne sa prostopadie
1) przekatne dziela si¢ na potowy

Odpowiedz:
a) - g)
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b) - f)
c)-1)
d) - j)
e) - 1)
h) - k)

127. Czy istnieje czworokat, ktérego boki maja dtugosci (w podanej kolejnosci)
a) 1,3, 10, 15
b) 2, 4, 10, 15
c) 3,27, 10, 15
d) 4, 30, 10, 15

Rozwigzanie:
Czworokat o bokach zadanej dlugosci istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy dtugosé kazdego
z bokow jest mniejsza od sumy dtugosci trzech pozostatych bokdow.
Roéownowaznie: gdy diugosé¢ najdtuzszego z bokéw jest mniejsza od sumy dlugosci
trzech pozostatych bokow.
Odpowiedzi:
a) NIE, gdyz 1+3+10=14<15
b) TAK, gdyz 24+4+10=16 > 15
c) TAK, gdyz 3+10+15=28 > 27
d) NIE, gdyz 44+10+15=29 < 30

128. Wyznaczy¢ potozenie punktéw stycznosci okregu wpisanego w tréjkat o bokach
3, 4, 5 do bokéw tego trojkata.

Rozwigzanie:
Niech A, B, C beda wierzchotkami tréjkata (zr6b rysunek), przy czym
AB=3,
BC =4,
CA=5.

Niech S, T, U beda odpowiednio punktami stycznosci okregu wpisanego do bokdw
trojkata w wyzej wymienionej kolejnosci. Niech

AS=z.
Wowezas otrzymujemy kolejno
SB=3—x=BT,
TC=4—3—x)=1+2=CU,
UA=5—(1+z)=4—2=AS,

skad
r=4—=x
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i w konsekwencji z = 2. To pozwala na okreslenie potozenia punktéw stycznosci na bokach

trojkata.

129. Trzy kolejne boki wielokata opisanego na okregu maja dtugosci a, b, ¢ (z zacho-
waniem kolejnosci). Jaki warunek musza spelniaé a, b, ¢, aby byto to mozliwe?

Odpowiedz: a+c>b.

Aby to wykazaé¢ nalezy zrobi¢ rysunek i zaznaczy¢ odcinki réwnej dtugosci. Réwng,
dhugo$¢ maja odcinki taczace wierzchotek wielokata z punktami stycznosci bokow wy-
chodzacych z tego wierzchotka.

130. Na okregu opisano pieciokat o bokach 3, 4, 5, 6, 7 (w tej kolejnosci). Wyznaczy¢
potozenie punktow stycznosci okregu do bokéw pieciokata.

Rozwigzanie:
Niech A, B, C, D, E beda wierzchotkami pieciokata (zréb rysunek), przy czym
AB=3,
BC =4,
CD=5,
DE =5,
EFA=5.

Niech S, T, U, V, W beda odpowiednio punktami stycznosci okregu wpisanego do
bokéw pieciokata w wyzej wymienionej kolejnosci. Niech

AS=x.
Wowezas otrzymujemy kolejno
SB=3—x=BT,
TC=4—3—2)=142=CU,
UD=5—(1+z)=4—x=DV,
VE=6—(4—z)=2+x=EW
WA=7T—(2+z)=5—2=AS,

skad
r=5—=x

i w konsekwencji x=5/2. To pozwala na okreslenie potozenia punktéw stycznosci na
bokach tréjkata.

Nalezy przy tym upewni¢ sig, ze dtugosci odcinkéw, na ktoére dziela boki pieciokata
punkty stycznosci, sa dodatnie.
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131. Pi¢¢ kolejnych bokéw wielokata opisanego na okregu ma dtugosci a, b, ¢, d, e
(z zachowaniem kolejnosci). Wykazaé, ze wowczas

b+d<a+c+e.
Odpowiedz: Nalezy zrobi¢ rysunek i zaznaczy¢ odcinki rownej dtugosci.

132. Wykazaé, ze dla szesciokata o bokach a, b, ¢, d, e, f (z zachowaniem kolejnosci)
rownosé
atcte=b+d+f

jest warunkiem (koniecznym/dostatecznym)! na to, aby w szesciokat mozna byto wpisaé
okrag. Pokaza¢ na przykladzie, ze nie jest to warunek (konieczny/dostateczny)?.

Rozwigzanie:
Podana réwnos¢ jest warunkiem koniecznym. Aby to wykazac rysujemy szesciokat opi-
sany na okregu i zaznaczamy odcinki réwnej dtugosci.

Nie jest ona warunkiem dostatecznym. Przyktadem moze by¢ szedciokat o bokach
(w kolejnosci): 1, 1, 1000000, 1, 1, 1000000.

133. Poda¢ 4 przyktady parami niepodobnych tr6jkatéw rownoramiennych, z ktérych
kazdy mozna podzieli¢ na dwa trojkaty réwnoramienne.

Odpowiedz:
Przyktad 1: Trojkat o katach 45°, 45°, 90° dzielimy dwusieczng kata prostego.
Przyktad 2: Trojkat o katach 72°, 72°, 36° dzielimy dwusieczng jednego z katéw o mie-
rze 72°.

Przyktad 3: Trojkat o katach 36°, 36°, 108° dzielimy trojsieczng kata rozwartego, tzn.
prosta dzielaca go na katy o miarach w stosunku 2:1, czyli w tym wypadku 72° i 36°.

Przyktad 4: Tréojkat o katach 3, 3o, o, gdzie

_180°

T

dzielimy odpowiednig tréjsieczna jednego z katow o mierze 3a.

(07

134. Dla ktérych liczb naturalnych n > 3 ponizsze zdanie jest prawdziwe
a) Dowolny n-kat wpisany w okrag i majacy wszystkie boki réwnej dtugosci jest foremny.
b) Dowolny n-kat wpisany w okrag i majacy wszystkie katy réwnej miary jest foremny.
c) Dowolny n-kat opisany na okregu i majacy wszystkie boki réwnej dtugosci jest forem-
ny.
d) Dowolny n-kat opisany na okregu i majacy wszystkie katy rownej miary jest foremny.
Odpowiedz:
a) Dla kazdego n > 3.

Iniepotrzebne skredlié
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b) Dla kazdego nieparzystego n > 3.
c) Dla kazdego nieparzystego n > 3.
d) Dla kazdego n > 3.

135. Na ptlaszczyznie dany jest trojkat ABC. Ile co najwyzej moze istnie¢ takich
punktéow D réznych od C, ze proste AB i C'D s prostopadtle, a przy tym

JACB=<ADB?

Rozwigzanie:
Odpowiedz: 3.

Z rownosci katow wynika, ze punkt D lezy na tym tuku AB okregu opisanego na
trojkacie ABC, ktory zawiera punkt C' lub na odbiciu symetrycznym tegoz tuku wzgle-
dem prostej AB (zr6b rysunek w przypadku, gdy tuk jest wiekszy od potokregu). Figura
bedgca sumg tych dwoch tukéw ma z prostg prostopadily do prostej AB co najwyzej 4
punkty wspolne.

Wyjaénienie bledéw w rozwigzaniach niektérych zadan.

122. Dowdd jest btedny, a teza falszywa. Oto przyktad, w ktérym a jest nieparzy-
ste: a=>5, b=13, ¢=12. Nigdzie nie bylo napisane, ze ¢ jest przeciwprostokatna! Inny
przyklad to (a,b,c) =(21,35,28).

123. Poprawna odpowiedZ w podpunkcie d) brzmi: TAK!

Subtelnos$¢ polega na tym, ze obwod wielokata opisanego na okregu o promieniu r
jest wigkszy od 27r. Tymczasem dane w podpunkcie d) spelniaja nieréwnosé przeciwna:
p=24=6-4=06r <27r. Nie istnieje wiec wielokat opisany na okregu o promieniu 4 i
majacy obwod 24.

Teraz do gry wkracza doktadne zrozumienie logiki stojacej za sformutowaniem pyta-
nia:

Czy kazdy wielokat z pustego zbioru wielokatow opisanych na okregu o promieniu 4
i majacych obwdd 24 spetnia blablabla ? OdpowiedZ brzmi TAK.

Odpowiedzi TAK nalezy tez udzieli¢ np. dla nastepujacych danych:

f) p=24,r=4, S=-50

125. Co prawda kat srodkowy ma miare dwa razy wicksza od kata wpisanego w okrag
opartego na tym samym tuku, jednak w przypadku, gdy kat srodkowy jest wklesty (tzn.
ma miare wieksza od 180°) zapis LAOB oznacza kat wypukty.

W tym wypadku zaleznos¢ miedzy katem wpisanym i srodkowym przyjmuje postaé

SAOB =360°—-2-4ACB,
co w polaczeniu z réwnodcig

JAOB =Y ACB+60°
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prowadzi do
JACB =100°.

Ostatecznie poprawna odpowiedz brzmi: Kat <ACB ma miare 60° lub 100°.

Zwréci¢ nalezy uwage, ze ten sam problem mogtby potencjalnie wystapi¢ w zadaniu
124. Jednak srodek okregu wpisanego lezy zawsze wewnatrz trojkata i taka sytuacja jak
w zadaniu 125 nie ma miejsca.

10. Elementy kombinatoryki geometrycznej: suma katéw wie-
lokata, liczba przekatnych wielokata, poré6wnywanie pol wie-
lokatébw w oparciu o proste zaleznosSci geometryczne jak np.
przystawanie i zawieranie, rozpoznawanie przystajacych konfi-
guracji geometrycznych.

136. Dla ktoérej liczby naturalnej n w dowolnym n-kacie wypuktym liczba przekatnych
jest k razy wieksza od liczby bokow, jezeli
a) k=2
b) k=3
c) k=5
d) k=10

Rozwigzanie:
Liczba przekatnych w n-kacie wypuktym jest réwna n(n—3)/2, skad otrzymujemy
n—3

k=0,

czyli
n=2k+3.
W konsekwencji otrzymujemy nastepujace odpowiedzi
a) k=2, n="7
b) k=3, n=9
c) k=5, n=13
d) k=10, n=23

http://www.math.uni.wroc.pl/mdm/
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