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Zajecia w dniu 3.10.2018 r. (SP 3)

Dla kazdych liczb rzeczywistych a i b zachodzi nieré6wnosé 2ab < a®+ b2.

Ro6wno$é zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a=0.

Powyzszg nierownos¢ dowodzimy przenoszac wszystkie wyrazy na jedng strone i ko-
rzystajac ze wzoru na kwadrat réznicy.
Otrzymujemy kolejno nieréwnosci rownowazne

0<a®—2ab+ b
oraz
0< (a—b)?.
Ostatnia nier6wno$¢ jest prawdziwa, gdyz kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej jest nie-
ujemy, a co wiecej réownos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a —b=0, czyli a=0.

Nastepnie na zajeciach oméwione zostaly zadania 51, 55, 59, 60.

Zadania (na kilka kolejnych zajec)

Udowodnij, ze podana nierownos¢ jest prawdziwa dla kazdych liczb rzeczywistych

x iy. Kiedy zachodzi réwnosé?
2
51. 4oy < 2 +4y° 52. :L‘y<x2+yz 53. 702y < 2522 +49y°

54. Czy dla kazdych liczb catkowitych dodatnich m i n prawdziwa jest nieréwnosé¢
m?+n? <2018mn ?

Udowodnij, ze podana nieréwnos¢ jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej z.
Kiedy zachodzi réwnos¢?
55. 20z <2*+100  56. 20 <1002°+1  57.20x<102°+10  58. 20z <252 +4

59. Udowodnij, ze nieréwnosé

122%° < 4at 4948

jest prawdziwa dla kazdych liczb rzeczywistych x i y. Kiedy zachodzi rownos¢?

60. Udowodnij, ze nierownoscé
2mn < m®+n?

jest prawdziwa dla kazdych liczb catkowitych dodatnich m i n. Kiedy zachodzi réwnosé¢?

61. Udowodnij, ze nieréwnosé
4m*n? < 4md+n’

jest prawdziwa dla kazdych liczb catkowitych dodatnich m i n.

Udowodnij, ze podana nierownos¢ jest prawdziwa dla kazdych liczb rzeczywistych
x, y i z. Kiedy zachodzi réwnos¢?
62. 302%y>2° < 2252%9° + 210 63. 302%y2° < 2521210 4-9¢°
64. 22y +2yz < 22+ 2y° + 2* 65. 4oy +4yz <4z +2y° + 42>
66. dry+4yz < 4x? +5y* + 2
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Wyznacz wszystkie pary liczb rzeczywistych z, y, dla ktorych spetnione jest podane
rownanie.

67. 2oy +2y=x>+2y> +1 68. dry+4y =22 +5y> +4
69. dzy+4y =22 +8y>+1 70. 4z +4dy =22 +y°+8
T1. 4o +4y =42+ > +5 72. 2042y =222 +2y +1
73. Udowodnij, ze nieréwnosé
2zy + 2%y < ot + 22 + 242

jest prawdziwa dla kazdych liczb rzeczywistych x i y. Kiedy zachodzi réwnos¢?

Wyznacz wszystkie pary liczb rzeczywistych z, y, dla ktorych spetnione jest podane
rownanie.

74, dry+ 22y = ot + 42?4+ 242 75. 62> 4 6xy =zt +182% + 42
Dane sg takie liczby rzeczywiste x, y, ze x+1y = s oraz xy =p. Wyraz podane wyra-
zenie przy pomocy s i p. 76. 2 +1° 7. 2P 4yP

Roz16z podane wyrazenie na iloczyn dodajac i odejmujac odpowiednie wyrazenie i ko-
rzystajac ze wzoru na réznice kwadratéw (w pierwszym zadaniu ujawniona jest cze$é
rachunkow).

78. 2t 4yt =+t Ayt — = P—(..o ... Y=(....... ) )
79. o+ 2%+t 80, at — T2ty 81. 2t —122%% + 4yt 82. 2t — 1327y + 4y

Udowodnij, ze dla zadnej liczby catkowitej dodatniej n podana liczba nie jest kwa-
dratem liczby catkowitej.

83. n*+n+1 84. n*+4n+7 85. n®+6n+7 86. n”+6n+11

Wyznacz wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktérych podana liczba jest kwa-
dratem liczby catkowite;j.

87. n°+5n+2 88. n*+5n+13 89. n’+5n+22 90. n*+5n+40

Wyznacz wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktérych podana liczba jest sze-
Scianem liczby catkowitej.

91. n’ +n’+n+1 92. n®+n’+3n+5 93. n®+3n*+2n+8 94. n®+9n’+26n+64

95. Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

1\? 3
<1 + ) >1+—.
n n
96. Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnos¢
1\? 7
(1 + ) <1+t
n n
97. Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej n > 2 zachodzi nieréwnos¢
1\? 5
( 14 ) <1l+-—.
n n
98. Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej n > 4 zachodzi nieréwnosé
1\? 4
(1 + ) <l+4+-.
n n
Wyznacz wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktérych podana nieréwnosé jest

prawdziwa.
99. n?+n <100 100. n* +n3 <1000
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