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Niezmienniki (zaczniemy na kétku 13 lutego 2019)

234. W kazdym polu prostokatnej tablicy o wymiarach 8 x 9 napisano liczbe catkowita
dodatnig. Udowodnij, ze w pewnym rzedzie poziomym lub pionowym suma napisanych
liczb jest parzysta.

235. W kazdym polu kwadratowej tablicy o wymiarach 9 x 9 znajduje si¢ zaréwka.
Na kazdej wewnetrznej krawedzi (tzn. wspdélnym boku dwdéch pdl) znajduje sie przetacz-
nik, ktéry zmienia stan (zgaszona/zapalona) zaréwek na obu polach sasiadujacych z ta
krawedzia. Poczatkowo jedna zaréwka jest zapalona, a pozostate zgaszone. Udowodnij,
ze korzystajac z dostepnych przetacznikéw, nie mozna doprowadzi¢ do stanu, w ktorym
wszystkie zarowki sg zgaszone.

236. Dany jest 13-kat foremny. Czy mozna w taki sposob narysowac niektoére przekat-
ne tego 13-kata, aby z kazdego jego wierzchotka wychodzity doktadnie trzy narysowane
przekatne?

237. Na potrzeby tego zadania zbiér sktadajacy sie z co najmniej trzech liczb catkowi-
tych dodatnich nazwiemy idealnym, jezeli najwigksza liczba do niego nalezaca jest suma
jego pozostalych elementéw. Na przyktad zbior {1,2,3} jest idealny, bo 3=1+2. Wy-
znacz najmniejsza liczbe naturalng n > 3, dla ktorej zbiér {1,2,3,...,n} mozna podzieli¢
na zbiory idealne.

238. Na tablicy napisano liczby od 1 do 100. W pojedynczym ruchu mozemy wybrac
dwie liczby aktualnie napisane na tablicy, powiedzmy a i b, zmazac je, a zamiast nich
napisac liczby a+1 1 b—1. Czy wykonujac dozwolone ruchy mozna doprowadzi¢ do tego,
ze wszystkie liczby napisane na tablicy beda réwne?

239. Na tablicy napisano liczby od 1 do 50. W pojedynczym ruchu mozemy wybrac
dwie liczby aktualnie napisane na tablicy, powiedzmy a i b, zmazac je, a zamiast nich
napisaé liczbe |a —b|. Wykonujemy dozwolone ruchy tak dtugo, az na tablicy pozostanie
jedna liczba. Czy moze to by¢ liczba 07

240. Na tablicy napisano 100 jedynek. W pojedynczym ruchu mozemy wybra¢ dwie
liczby aktualnie napisane na tablicy, powiedzmy a i b, zmazaé je, a zamiast nich napisa¢
liczbe v a?+b%. Wykonujemy dozwolone ruchy tak dtugo, az na tablicy pozostanie jedna
liczba. Jaka to moze by¢ liczba?

241. Na tablicy napisano 2019 jedynek. W pojedynczym ruchu mozemy wybraé¢ dwie

liczby aktualnie napisane na tablicy, powiedzmy a i b, zmazaé je, a zamiast nich napisa¢
) a+b  a—b . L .
liczby 7 i 75 Wykonujemy dozwolone ruchy, po czym okazuje sie, ze wszystkie
liczby na tablicy sa rowne. Jakie to moga by¢ liczby?

242. Czy zbior {1,2,3,...,2019} mozna podzieli¢ na trzy zbiory o réwnych sumach
elementow?

243. Czy zbiér {1,2,3,...,2019} mozna podzieli¢ na trzy zbiory o réwnych sumach
kwadratéw elementéw?
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244. Na tablicy napisano kolejne liczby catkowite od —2019 do 2019. W pojedynczym
ruchu mozemy wybrac¢ dwie liczby aktualnie napisane na tablicy, powiedzmy a i b, zmazaé
je, a zamiast nich napisa¢ liczbe ab+a+b. Wykonujemy dozwolone ruchy tak dtugo,
az na tablicy pozostanie jedna liczba. Jaka to moze by¢ liczba?

Wskazowka: Dla oswojenia si¢ z zadaniem zbadaj, co bedzie, jesli poczatkowo na tablicy
bedzie 5 liczb od —2 do 2 lub 7 liczb od —3 do 3.

Zadania na spotkanie olimpijskie dla uczniéw i nauczycieli
23.02.2019 (sobota), godz. 10:00
Instytut Matematyczny UWr, sala WS

245. Na tablicy napisano kolejne liczby catkowite od 1 do 2019. W pojedynczym ru-
chu mozemy wybra¢ dwie liczby aktualnie napisane na tablicy, powiedzmy a i b, zmazaé
je, a zamiast nich napisa¢ liczbe ab+a+b. Wykonujemy dozwolone ruchy tak dtugo,
az na tablicy pozostanie jedna liczba. Udowodnij, ze ta liczba nie zalezy od wykonywa-
nych ruchow. Co to za liczba?

246. Na potrzeby tego zadania zbior zlozony z trzech liczb catkowitych dodatnich
nazwiemy fajnym, jezeli jego elementy tworza trojwyrazowy cigg arytmetyczny.
Inaczej: zbiér {a,b,c} jest fajny, jezeli b—a=c—b.

Czy zbiér {1,2,3,...,2016,2017,2018,2020} ztozony z liczb od 1 do 2018 oraz liczby
2020, mozna podzieli¢ na 673 fajne zbiory?

247. Na potrzeby tego zadania zbiér ztozony z czterech liczb catkowitych dodatnich
nazwiemy fajnym, jezeli jego elementy tworza czterowyrazowy ciag arytmetyczny.
Inaczej: zbior {a,b,c,d} jest fajny, jezelib—a=c—b=d—c.

Czy zbiér {1,2,3,...,2017,2018,2019,2021} ztozony z liczb od 1 do 2019 oraz liczby
2021, mozna podzieli¢ na 505 fajnych zbiorow?

248. Na potrzeby tego zadania zbiér ztozony z pieciu liczb catkowitych dodatnich
nazwiemy fajnym, jezeli jego elementy tworza pieciowyrazowy ciag arytmetyczny.
Inaczej: zbiér {a,b,c,d,e} jest fajny, jezelib—a=c—b=d—c=e—d.

Czy zbiér {1,2,3,...,2017,2018,2019,2021} ztozony z liczb od 1 do 2019 oraz liczby
2021, mozna podzieli¢ na 404 fajne zbiory?

249. Na tablicy napisano 100 jedynek. W pojedynczym ruchu mozemy wybraé¢ dwie
liczby aktualnie napisane na tablicy, powiedzmy «a i b, zmazac je, a zamiast nich napisac
liczbe a+b+2v/ab. Wykonujemy dozwolone ruchy tak dltugo, az na tablicy pozostanie
jedna liczba. Jaka to moze by¢ liczba?

250. Na tablicy napisano 100 jedynek. W pojedynczym ruchu mozemy wybraé¢ dwie
liczby aktualnie napisane na tablicy, powiedzmy «a i b, zmazac je, a zamiast nich napisac

liczbe %. Wykonujemy dozwolone ruchy tak dtugo, az na tablicy pozostanie jedna
a

liczba. Jaka to moze by¢ liczba?
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