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Czes$¢ zadan z tej listy bedzie przedmiotem spotkania olimpijskiego
w dniu 23 marca 2019 r.

Zadania sa bardzo réznej trudnosci,
niektore moga by¢é dostepne tylko dla najlepszych uczniéw.

Nier6wno$¢ miedzy Srednimi (arytmetyczng i geometryczna)
Przypomnienie:
Dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich x, y zachodzi nie-
rOWNOSCE

2
\/:cy<x;ry, czyli xy<(a:42ry) :

Uwaga: W powyzszej nieréwnosci (i niektérych nastepnych) zalozenie dodatniosci
liczb nie jest istotne, doktadamy je jednak, aby méc swobodnie uzywaé pojecia Sredniej
geometryczne;j.

Definicja: Srednig arytmetyczng liczb 1, 2, T3, ... ,&, nazywamy liczbe
T+ To+x34+...+ X
- .
Definicja: Srednia geometryczna liczb dodatnich x4, 29, 23, ... ,x, nazywamy liczbe

Yx12923... 2y, .
Naszym celem jest udowodnienie dla wybranych wartosci n nieréwnosci miedzy sred-
nig geometryczng i arytmetyczna:
Dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich xq, x9, x3, ... ,x,, zachodzi
nier6wnosé
r1+ro+x3+...+x)
- .

\”/xlxgxg...mn <

Inna wersja:

m1+xz+x3+...+xn>”
;" .

Innymi stowy, iloczyn n liczb rzeczywistych dodatnich o ustalonej sumie jest najwick-
szy, gdy liczby te sa rowne.

L1X2X3...Tp < (

Uwaga: W powyzszych nieréwnosciach rownos$é zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
wszystkie liczby xq, o, 23, ... ,x, sa réwne.

251. Nieréwno$é miedzy $rednimi dla 4 liczb. (Zadanie 4 z warsztatow OMJ
20.10.2018) Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich z, y, z, t zachodzi
nieréwnosé

t
‘4/ xyzt < :L?_Hyl_z—{— ,

x+y+z—|—t>4

czyli xyzt < < 1
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252. Nieroéwnos¢ miedzy srednimi dla 8 liczb. Udowodnij, ze dla kazdych liczb
rzeczywistych dodatnich a, b, ¢, d, e, f, g, h zachodzi nier6wnos¢

Jabede fgh < atbtcetdretfrgth
X 8 Y

czyli

b+c+d h\*
amdth<<“+ +e+ ;e+f+g+ )_
253. Nier6wnos¢ miedzy Srednimi dla 3 liczb, z ktérych dwie najmniejsze
sa réwne. Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich x <y zachodzi
nier6wnos¢

Wskazowka: Oznacz r=y—x >0 1 podstaw y=x+7.

254. Niero6wnosé miedzy $rednimi dla 3 liczb. Udowodnij, ze dla kazdych liczb
rzeczywistych dodatnich x, y, 2z zachodzi nier6wnos¢
rT+y+=z

3 .

Wskazowka: Zatdz, ze v <y < z i skorzystaj z nierownosci miedzy $rednimi dla liczb
riy.

3 xyz <

255. Nierownosé miedzy $rednimi dla 6 liczb. Udowodnij, ze dla kazdych liczb
rzeczywistych dodatnich a, b, ¢, d, e, f zachodzi nieréwnos¢

W&E%}<a+b+c+d+e+f

256. Niero6wnosé miedzy srednimi dla 9 liczb. Udowodnij, ze dla kazdych liczb
rzeczywistych dodatnich a, b, ¢, d, e, f, g, h, i zachodzi nieréwno$¢

gaM¢#Wm<a+b+c+d+e+f+g+h+i

257. Nieré6wno$¢ miedzy Srednimi dla 5 liczb, z ktorych cztery najmniejsze
sg réwne. Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich x <y zachodzi
nierownosé

258. Nier6wnosé miedzy $rednimi dla 5 liczb. Udowodnij, ze dla kazdych liczb
rzeczywistych dodatnich z, y, z, s, t zachodzi nieréwnos¢

rz+y+z+s+t
Vryzst < Y 5 .

259. Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich a, b zachodzi nieréw-
nos¢
3a°b < 2a° +b°.
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260. Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich a, b zachodzi nieréw-
nosé
a’b+ab® <ad+b3.

261. Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich a, b zachodzi nierow-
nos¢é
3a*b < a’+4b° .

262. Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich a, b zachodzi nierow-
nosé
12a%b < 16a® +b%.

263. Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich a, b zachodzi nier6w-
nosé
12- (a?b+ab?) < 5a*+32b°
Podaj przyktad liczb catkowitych dodatnich a, b, dla ktorych w powyzszej nieréwnosci
zachodzi réwnosc.

264. Rozstrzygnij, czy dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich a, b zachodzi nie-
rownosé 5
a’b< ot .

2

265. Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich a, b zachodzi nierow-
nos¢

a2b<§f~(a3+b3).

266. Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich a, b zachodzi nieréw-
nos¢
atb+ab? <a®+b°.

267. Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich a, b zachodzi nierow-
nos¢é
APV +a’b® <a® + 7.

268. Rozstrzygnij, czy dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich a, b zachodzi nie-
rOWnNosé
a*b+a’b’ <a’+b°.

269. Prostopadtoscian ma pole powierzchni catkowitej rowne P, a jego objetos¢ jest
rowna V. Udowodnij, ze

P3
Vi< —.
216
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270. Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej dodatniej x zachodzi nieréwnosé
Sr<a’+4.

271. Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej dodatniej x zachodzi nieréwnos¢
52° < 3z2°+2.

11

272. Udowodnij nierownosc V2 < 0

273. Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnos¢
(n+1)*-(n+3)-(n+4) < (n+2)°.

274. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi nierownosé
(n—2)-n® (n+2)<(n—-1*(n+1)*.

275. Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ zachodzi nie-
rOwnosé

a b c
—+-+-2=3.
b ¢ a

276. Liczby rzeczywiste dodatnie a, b, ¢, d, e, f spelniajag warunek
a+b+c+d+e+f=6.

Udowodnij, ze
abc+bed+cde+def +efa+ fab< 8.

277. Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ zachodzi nie-
roOwnoscé
27-(a+0b)-(b+c)-(c+a) <8 - (a+b+c)’.

278. Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ zachodzi nie-
rOwnosé
8abc < (a+0b)-(b+c)-(c+a).

279. Rozstrzygnij, czy dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢, d zachodzi
nier6wnos¢
24abcd < (a+d)-(b+d)-(c+d)-(a+b+c).

280. Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢, d zachodzi
nieréwnosé

8labcd<4-(a+d)-(b+d)-(c+d)-(a+b+c).
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W kazdym z kolejnych 12 zadan podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskra-
calnego najwicksza wartos¢ wyrazenia przy a, b i ewentualnie ¢ przebiegajacych liczby
catkowite dodatnie oraz podaj przyklad pary/tréjki liczb catkowitych dodatnich a, b
i ewentualnie ¢, dla ktérej ta najwieksza warto$é jest osiggana.

281 ab dl b
e MAX 5 T e a A= ..., : =
a?+4b?
282 ab dl b
e MAX 5 = .. a A= ........... , = ..
4a? 4 9b?
283 abe dl b
. max = ... a a=....... , = ... . = ...
a’+b3+8¢3
284 abe dl b
. max = ... a a= ...... , = ... , C= ...,
a3+ 8b3+27¢3
285 abe dl b
. max = ... a a=....... , = ... ., C=.......
a2+ 8b* + 8¢t
286 abe dl b
. max = ... a a=....... : = ... , C= ...,
S8a?+bt+ct
287 abe dl b
. max = ... a a=...... , = ...... ., C= ......
3a2+2b3 4 64c5
288 abe dl b
. max = ... a a= ...... , = ... ., C= ...
3a2416b3 4 b
289 ab2 dl b
e MAX T = e, a A= ............ , =
4a3 4+ b3
290 ab?) dl b
. max = a A= ..., , =
27a* + bt
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291 a2b3 dl b
max = a A= ........... , =
ad + 485
292 ab dl b
max = a A= ........... , =
ad+b3+64

W kazdym z kolejnych 8 zadan podaj pare liczb rzeczywistych dodatnich x i y, dla
ktorej podane wyrazenie osiaga najwicksza wartosc.

LY
293. max ——5—— jest osiggane dla T= .. , Y= i
12 + y3 +1
294 i jest osi dl
. o max —(5——— jest osiagane dla T= . oiiiiiii.. : Y= e,
2+yt+1
295 Y jest osi dl
. max —(5 jest osiagane dla T= .. : Y= ..
12 + y5 +1
296 Y jest osi dl
.o omax — jest osiagane dla T= . oiiiiiii.. : Y= e,
x3+y°+1
297 x2y2 jest osi dl
. max ——————  jest osiagane dla x=........... : Y= i,
0 +y5 4y
298 x2y2 jest osi dl
. max —4/———-——  jest osiaganedla x=........... : Y= i,
¥+ y®+xy
299 Jj2y2 jest osi dl
. max —/———————  jest osiagane dla x=........... : Y= orinrn..
o+ ay
300 xzyz jest osi dl
. max —————  Jjestosiaganedla x=........... : Y= i,
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