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Tréjkat Pascala i wz6r dwumianowy Newtona

Definicja 1. (Tréjkat Pascala) Tworzymy ponizszy nieskoficzony trojkat liczbo-
wy, w ktorym na bokach wystepuja liczby 1, a kazda liczba wewnatrz trojkata jest suma
dwoch stojacych bezposrednio nad nig.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 d 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 26 70 26 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1

1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12

1 13 78 286 715 1287 1716 1716 1287 715 286 78 13
1001 2002 3003
3003 2005
8008

Wiersze numerujemy liczbami catkowitymi zaczynajac od zera, a w kazdym wierszu
elementy sa rowniez numerowane kolejnymi liczbami catkowitymi nieujemnymi.

I tak w wierszu numer 4 wystepuja liczby 1, 4, 6, 4, 1, ktére maja odpowiednio numery
0,1, 2,3, 4.

Sprawdz, ze liczba 1001 jest liczba numer 4 w wierszu numer 14.

Liczbe stojaca zgodnie z taka numeracjg w n-tym wierszu na k-tej pozycji oznaczymy

rzez .
b k)rp

Wobec tego (;1) —_— 6 oraz (144) —_— 1001.

Definicja 2. (Kombinatoryczna) Przez (Z)K oznaczymy liczbe k-elementowych
podzbioréw zbioru n-elementowego.

Na przyktad zbiér 4-elementowy, powiedzmy {1,2,3,4}, ma 6 podzbior6w 2-elemento-
wych: {1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4}, {3,4}.

Wobec tego (;)K =6.

Definicja 3. (Wzér z silniami) Przyjmiemy

ny n!
k) Kl-(n—k)
Na przyktad

<14> 14! 14-13-12-11  14-13-12-11  14-13-12-11
w

= = =7-13-11=1001.
4 41-10! 4! 24 2-12
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521. Wykaz, ze podane wyzej trzy definicje sa rownowazne, to znaczy
k) rp k) k) w

Wzé6r dwumianowy Newtona:

n __ n n n n—1 n n—212 n n—313 n n—1 n n
(a+Db) —<0>a +<1>a b+<2>a b+<3>a b+...+<n_1>ab +<n>b

522. Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi rownosé
(M) (D) (D) T )+ () =
0 1 2 3) 7 \n—1 n) =

523. Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi réwnosé

NG ey

524. Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n liczba (2n)! jest podzielna
przez (n!)?.

525. Udowodnij, ze liczba 100! jest podzielna przez 50!-51!.
526. Uporzadkuj w kolejnosci niemalejacej liczby
2019 2019 2019 2019 2019 2019
109 )’ 409 )’ 709 )’ 1009/’ 1309/’ 1709)
527. Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnos¢
<2n+2> <2n>
<4- .
n+1 n
528. Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
2
< n) <4".
n
529. Niech p bedzie liczbg pierwsza oraz niech 0 <k < p. Udowodnij, ze liczba (i)
jest podzielna przez p.

530. Niech p bedzie liczbg pierwsza. Udowodnij, ze dla kazdych liczb catkowitych a, b
zachodzi
(a+b)P =a’+V" (mod p) .
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531. Niech p bedzie liczba pierwsza. Wykaz, ze dla kazdych liczb catkowitych a, b, ¢
zachodzi

(a+b+c)P=d?+b"+c (mod p) .

Zauwaz, ze powyzszy wzOr mozna uogdlni¢ na dowolng liczbe sktadnikéw.

532. (Matle twierdzenie Fermata) Niech p bedzie liczba pierwsza. Udowodnij,
ze dla kazdej liczby catkowitej a zachodzi

a’=a (mod p) .

533. Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n oraz kazdych liczb cat-
kowitych a, b speliajacych warunek

a=b (mod n)

zachodzi
a*=0b" (mod n2) )

534. Jakie reszty przy dzieleniu przez 9 moze dawac szescian liczby catkowitej?
535. Jakie reszty przy dzieleniu przez 25 moze dawaé piata potega liczby catkowitej?

536. Jakie reszty przy dzieleniu przez 49 moze dawac siddma potega liczby catkowitej?

537. Dane sg takie liczby catkowite a, b, ¢, d, e, f, g, ze liczba
a3+b3+03+d3+63+f3+g3
jest podzielna przez 9. Czy stad wynika, ze co najmniej jedna z liczb a, b, ¢, d, e, f, g
jest podzielna przez 37

538. Dane sg takie liczby catkowite a, b, ¢, d, e, ze liczba
a® + b+ +d°+e’
jest podzielna przez 25. Czy stad wynika, ze co najmniej jedna z liczb a, b, ¢, d, e jest
podzielna przez 57

539. Dane sg takie liczby catkowite a, b, ¢, ze liczba
a’+b 4’
jest podzielna przez 49. Czy stad wynika, ze co najmniej jedna z liczb a, b, ¢ jest podzielna
przez 77

540. Na okregu wybrano n punktéw, a nastepnie poprowadzono wszystkie cieciwy
o koncach w wybranych punktach. Okazato sie, ze zadne trzy cieciwy nie przecinaja
sie w jednym punkcie (nie liczac konicéw cieciw). Na ile obszaréw zostalo podzielone
koto ograniczone rozwazanym okregiem, jezeli n=1,2,3,4,5,6 7 Dla ktoérej liczby n koto
zostanie podzielone na 256 obszarow?
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