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Trójkąt Pascala i wzór dwumianowy Newtona

Definicja 1. (Trójkąt Pascala) Tworzymy poniższy nieskończony trójkąt liczbo-
wy, w którym na bokach występują liczby 1, a każda liczba wewnątrz trójkąta jest sumą
dwóch stojących bezpośrednio nad nią.

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1

1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1
1 13 78 286 715 1287 1716 1716 1287 715 286 78 13 1

1001 2002 3003
3003 5005
8008

Wiersze numerujemy liczbami całkowitymi zaczynając od zera, a w każdym wierszu
elementy są również numerowane kolejnymi liczbami całkowitymi nieujemnymi.
I tak w wierszu numer 4 występują liczby 1, 4, 6, 4, 1, które mają odpowiednio numery

0, 1, 2, 3, 4.
Sprawdź, że liczba 1001 jest liczbą numer 4 w wierszu numer 14.
Liczbę stojącą zgodnie z taką numeracją w n-tym wierszu na k-tej pozycji oznaczymy

przez
(
n
k

)
TP
.

Wobec tego
(
4
2

)
TP
=6 oraz

(
14
4

)
TP
=1001.

Definicja 2. (Kombinatoryczna) Przez
(
n
k

)
K
oznaczymy liczbę k-elementowych

podzbiorów zbioru n-elementowego.
Na przykład zbiór 4-elementowy, powiedzmy {1,2,3,4}, ma 6 podzbiorów 2-elemento-

wych: {1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4}, {3,4}.
Wobec tego

(
4
2

)
K
=6.

Definicja 3. (Wzór z silniami) Przyjmiemy(
n

k

)
W

=
n!

k! ·(n−k)!
.

Na przykład(
14
4

)
W

=
14!
4! ·10!

=
14 ·13 ·12 ·11

4!
=
14 ·13 ·12 ·11
24

=
14 ·13 ·12 ·11
2 ·12

=7 ·13 ·11=1001 .
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521. Wykaż, że podane wyżej trzy definicje są równoważne, to znaczy(
n

k

)
TP

=
(
n

k

)
K

=
(
n

k

)
W

.

Wzór dwumianowy Newtona:

(a+b)n=
(
n

0

)
an+

(
n

1

)
an−1b+

(
n

2

)
an−2b2+

(
n

3

)
an−3b3+ ...+

(
n

n−1

)
abn−1+

(
n

n

)
bn

522. Udowodnij, że dla każdej liczby całkowitej dodatniej n zachodzi równość(
n

0

)
+
(
n

1

)
+
(
n

2

)
+
(
n

3

)
+ ...+

(
n

n−1

)
+
(
n

n

)
=2n .

523. Udowodnij, że dla każdej liczby całkowitej dodatniej n zachodzi równość(
n

0

)
−
(
n

1

)
+
(
n

2

)
−
(
n

3

)
+ ...+(−1)n−1

(
n

n−1

)
+(−1)n

(
n

n

)
=0 .

524. Udowodnij, że dla każdej liczby całkowitej dodatniej n liczba (2n)! jest podzielna
przez (n!)2.

525. Udowodnij, że liczba 100! jest podzielna przez 50! ·51!.

526. Uporządkuj w kolejności niemalejącej liczby(
2019
109

)
,

(
2019
409

)
,

(
2019
709

)
,

(
2019
1009

)
,

(
2019
1309

)
,

(
2019
1709

)
.

527. Udowodnij, że dla każdej liczby całkowitej dodatniej n zachodzi nierówność(
2n+2
n+1

)
< 4 ·

(
2n
n

)
.

528. Udowodnij, że dla każdej liczby całkowitej dodatniej n zachodzi nierówność(
2n
n

)
< 4n .

529. Niech p będzie liczbą pierwszą oraz niech 0<k<p. Udowodnij, że liczba
(
p
k

)
jest podzielna przez p.

530. Niech p będzie liczbą pierwszą. Udowodnij, że dla każdych liczb całkowitych a, b
zachodzi

(a+b)p≡ ap+bp (mod p) .
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531. Niech p będzie liczbą pierwszą. Wykaż, że dla każdych liczb całkowitych a, b, c
zachodzi

(a+b+c)p≡ ap+bp+cp (mod p) .
Zauważ, że powyższy wzór można uogólnić na dowolną liczbę składników.

532. (Małe twierdzenie Fermata) Niech p będzie liczbą pierwszą. Udowodnij,
że dla każdej liczby całkowitej a zachodzi

ap≡ a (mod p) .

533. Udowodnij, że dla każdej liczby całkowitej dodatniej n oraz każdych liczb cał-
kowitych a, b spełniających warunek

a≡ b (mod n)
zachodzi

an≡ bn
(
mod n2

)
.

534. Jakie reszty przy dzieleniu przez 9 może dawać sześcian liczby całkowitej?

535. Jakie reszty przy dzieleniu przez 25 może dawać piąta potęga liczby całkowitej?

536. Jakie reszty przy dzieleniu przez 49 może dawać siódma potęga liczby całkowitej?

537. Dane są takie liczby całkowite a, b, c, d, e, f , g, że liczba
a3+b3+c3+d3+e3+f 3+g3

jest podzielna przez 9. Czy stąd wynika, że co najmniej jedna z liczb a, b, c, d, e, f , g
jest podzielna przez 3?

538. Dane są takie liczby całkowite a, b, c, d, e, że liczba
a5+b5+c5+d5+e5

jest podzielna przez 25. Czy stąd wynika, że co najmniej jedna z liczb a, b, c, d, e jest
podzielna przez 5?

539. Dane są takie liczby całkowite a, b, c, że liczba
a7+b7+c7

jest podzielna przez 49. Czy stąd wynika, że co najmniej jedna z liczb a, b, c jest podzielna
przez 7?

540. Na okręgu wybrano n punktów, a następnie poprowadzono wszystkie cięciwy
o końcach w wybranych punktach. Okazało się, że żadne trzy cięciwy nie przecinają
się w jednym punkcie (nie licząc końców cięciw). Na ile obszarów zostało podzielone
koło ograniczone rozważanym okręgiem, jeżeli n=1,2,3,4,5,6 ? Dla której liczby n koło
zostanie podzielone na 256 obszarów?
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