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Instytut Matematyczny UWr sala HS

Zabawy z pierwiastkami

W zrozumieniu wyktadu pomocne bedzie rozwiazanie przed spotkaniem ponizszych
zadan.

Zaktadana wiedza i umiejetnosci:
e rozumienie niewymiernosci pierwiastkow kwadratowych i konsekwencji prostych mani-
pulacji na tych pierwiastkach (zadania 541-553 — szczegdtowe ich rozwiazanie nie jest
konieczne, ale bede zaktadaé¢ znajomosé faktow, ktorych dowdd jest przedmiotem tych
zadan);
e umiejetno$¢ prostych manipulacji na pierwiastkach szesciennych (zadanie 554);
e umiejetnosé¢ znajdowania catkowitoliczbowych rozwigzan réwnan kwadratowych i sze-
Sciennych oraz wytaczania z wielomianéw szesciennych czynnika liniowego — ”recznie”
w najprostszych przyktadach, bez ogdlnego algorytmu (zadania 555—560).

Zadania wstepne

541. Udowodnij, ze liczba v/2 jest niewymierna.
542. Udowodnij, ze liczba v/3 jest niewymierna.
543. Udowodnij, ze liczba v/6 jest niewymierna.

544. Udowodnij, ze jezeli liczba naturalna n nie jest kwadratem liczby catkowitej,
to liczba /n jest niewymierna.

545. Udowodnij, ze jezeli a, b, ¢, d sa liczbami wymiernymi spetniajacymi réwnoscé
a+bvV2=c+dv?2,

to a=c oraz b=d.

546. Udowodnij, ze jezeli N jest liczba niewymierna, natomiast a, b, ¢, d sa liczbami
wymiernymi spetniajacymi rownoscé

a+bN =c+dN

to a=c oraz b=d.

547. Udowodnij, ze jezeli a, b, ¢, d, x, y sa liczbami wymiernymi speliajacymi réw-

o (a+b\/§>+(c+d\/§)=x+y\/§,

to

(a—b\/i)Jr(c—d\/i):x—y\/i.
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548. Udowodnij, ze jezeli n jest liczba catkowita dodatnig niebedaca kwadratem liczby
catkowitej, a liczby wymierne a, b, ¢, d, x, y spelniaja rownos¢

(a+b\/ﬁ) - (c+d\/ﬁ) =z+yvn,

to
(a—b\/ﬁ) + (c—dﬂ) =x—1y\/n.
549. Udowodnij, ze jezeli a, b, ¢, d, x, y s liczbami wymiernymi speliajacymi réw-
nos¢
(a+bv2)- (c+dv2) =z+yv2,
to

(a—b\/i)(c—d\/i):x—y\/i.

550. Udowodnij, ze jezeli n jest liczbg catkowita dodatniag niebedaca kwadratem liczby
catkowitej, a liczby wymierne a, b, ¢, d, x, y spelniaja rownos¢

(a+bvn)- (c+dyn)=z+yv/n,
(a—b\/ﬁ) . (c—dﬁ) =z —y/n.

to

551. Udowodnij, ze jezeli n jest liczba catkowita dodatnig niebedaca kwadratem liczby
catkowitej, a liczby wymierne a, b, x, y oraz liczba catkowita dodatnia k spetniajg réwnoscé

(a+b\/ﬁ)k:az+y\/ﬁ,
(a—b\/ﬁ)k:x—y\/ﬁ.

to

552. Udowodnij, ze jezeli n jest liczba catkowita dodatnia niebedaca kwadratem liczby
catkowitej, a liczby wymierne a, b, ¢, d, x, y spelniaja rownos¢

a+by/n
C+d\/ﬁ_‘r+y\/ﬁa

przy czym c+d/n#0, to

a—by/n
C_d\/ﬁ—x—y\/ﬁ.
553. Wiedzac, ze
10
(1+V2)  =3363+2378V2,

podaj takie liczby catkowite a i b, ze

(1-v2) " =a+bva.

554. Niech 2 = V2 + /3. Zapisz liczbe x® w postaci a+ bz /e, gdzie liczby a, b i c sa
catkowite dodatnie, a przy tym liczba c¢ jest mozliwie najmniejsza.
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555. Zapisz rownanie
1’ —8r+15=0
W postaci
(z+a)*+b=0,
gdzie liczby a i b sg catkowite (niekoniecznie dodatnie), a nastepnie wykorzystaj te postaé
do wyznaczenia rozwigzan danego rownania.

556. Zapisz rownanie
2?2 —8x+17=0
W postaci
(x+a)’+b=0,
gdzie liczby a i b sa catkowite (niekoniecznie dodatnie), a nastepnie wykorzystaj te postaé
do wykazania, ze dane réwnanie nie ma rozwigzan rzeczywistych.

557. Zapisz rOwnanie
1’ +2r—15=0
W postaci
(x+a)’+b=0,
gdzie liczby a i b sa catkowite (niekoniecznie dodatnie), a nastepnie wykorzystaj te postaé
do wyznaczenia rozwigzan danego rownania.

558. Zapisz rOwnanie
2 —Tr+6=0
w postaci
x- (I2+ax+b) =c,
gdzie liczby a, b i ¢ sa calkowite (niekoniecznie dodatnie). Wywnioskuj stad, ze jezeli
liczba catkowita z spetnia to réwnanie, to musi by¢ dzielnikiem liczby c. Wykorzystaj te
obserwacje do zgadniecia trzech rozwigzan danego rownania.

559. Zapisz rownanie
2’ +a*—2=0
W postaci
(x—1)- <x2+ax+b) =0,
gdzie liczby a i b sa catkowite (niekoniecznie dodatnie), a nastepnie wykorzystaj te postaé

do wskazania rozwiazania danego réwnania i wykazania, ze rownanie nie ma innych
rozwiazan rzeczywistych.

560. Zapisz rOwnanie
2 —r—6=0
w postaci
(r—2)- (xQ—i—ax—f—b) =0,
gdzie liczby a i b sa catkowite (niekoniecznie dodatnie), a nastepnie wykorzystaj te postaé

do wskazania rozwigzania danego réwnania i wykazania, ze rOwnanie nie ma innych
rozwigzan rzeczywistych.
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