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Zabawy z pierwiastkami

574. Zapisz wyrazenie

\/7—4\/§+\/7+4\/§

w postaci liczby catkowitej, utamka nieskracalnego lub pierwiastka kwadratowego z liczby wymiernej.

Sposéb I: Zauwazmy, ze
2
T+4V3=(2£3), 24+/3>0.

Wobec tego otrzymujemy
2 2
VT—aV3 1 T+4V3= \/(2—\/5) +\/(2+\/§) —2-V3+24+3=4.
Sposob 1I: Podnoszac dana w tresci zadania liczbe do kwadratu otrzymujemy:

<J7—4\/§+\/7+4\/§)2: (7—-4v3) +2.vVI+ (7+4V3) =16.

Odpouwredz: Dana w zadaniu liczba jest réwna 4.

575. Zapisz wyrazenie

\/9—4\/5+\/9+4\/5

w postaci liczby catkowitej, utamka nieskracalnego lub pierwiastka kwadratowego z liczby wymierne;j.

Sposéb I: Zauwazmy, ze
2
9i4\/_:(\/5i2) : V5+£2>0.

Wobec tego otrzymujemy
2 2
VI—4VE /94 4v5= \/(\/5—2) +\/(\/5+2) —V5-24+V5+2=2./5=20.
Sposob II: Podnoszac dang w tresci zadania liczbe do kwadratu otrzymujemy:

(\/9—4\/5+\/9+4\/5>2: (9-4v5) +2-VI+(9+4v5) =20.

Odpounedz: Dana w zadaniu liczba jest réwna /20.

576. Zapisz wyrazenie

\/5—2\@+\/5+2\/6

w postaci liczby catkowitej, utamka nieskracalnego lub pierwiastka kwadratowego z liczby wymierne;j.
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Sposob I: Zauwazmy, ze
5+2v6= (V3+£v2)', V3Ev2>0.
Wobec tego otrzymujemy
V5—2v6+1/542v6 =/ (V3—v2)" 4/ (VB+v2) = VE—VE+VE+VI-
=2-V3=V12.

Sposob 1I: Podnoszac dana w tresci zadania liczbe do kwadratu otrzymujemy:

(\/5—2\/6+\/5+2\/6)2: (5-2v6) +2-vI+ (5-2v6) =12.

OdpowiedZ: Dana w zadaniu liczba jest rowna /12.

577. Zapisz wyrazenie

\/11—2\/30+\/11+2\/30

w postaci liczby catkowitej, utamka nieskracalnego lub pierwiastka kwadratowego z liczby wymierne;j.

Sposob I: Zauwazmy, ze

11+2v30= (V6= V5), VEEVE>0.

Wobec tego otrzymujemy
V11—2v30+ /11 +2v/30 = \/(x/é—\/5)2+\/(\/6+\/§)2=
VB VB4V +vE =26 = V.

Sposob 1I: Podnoszac dana w tresci zadania liczbe do kwadratu otrzymujemy:

(\/11—2x/%+\/11+2x/%)2: (11-2v/30) +2-VI+ (11+2v30) =24.

Odpowiedz: Dana w zadaniu liczba jest rowna /24.

578. Zapisz wyrazenie

\/2—J§+\/2+\/§

w postaci liczby catkowitej, utamka nieskracalnego lub pierwiastka kwadratowego z liczby wymiernej.

2+v3= (\/gi\/g)z \/gi\/g>0.

Sposob I: Zauwazmy, ze
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Wobec tego otrzymujemy

Ve VB+ 2B = (@-ﬁ% (ﬁ+@:
:@_ﬂ+ﬁ+£:2.\/§:¢a

Sposob II: Podnoszac dang w tresci zadania liczbe do kwadratu otrzymujemy:
2

(\/2—@+\/2+\/§> (2-V3)+2-VI+(2+V3) =6.

Odpowied?: Dana w zadaniu liczba jest réwna /6.

579. Zapisz wyrazenie

\/4—\/ﬁ+\/4+x/ﬁ

w postaci liczby catkowitej, utamka nieskracalnego lub pierwiastka kwadratowego z liczby wymiernej.

2
5 3 5 3
4+V15=(/=%4/= —+1/= :
Wobec tego otrzymujemy

V- VI5+V4+vI5= (\/g—\/g): <\/§+\/§)2:

Sposob II: Podnoszac dang w tresci zadania liczbe do kwadratu otrzymujemy:
2

(\/4—¢E+\/4+\/1_5> (4—V15) +2-VI+ (4+V15) =10.

Sposob I: Zauwazmy, ze

Odpouwredz: Dana w zadaniu liczba jest réwna /10.

580. Zapisz wyrazenie

\/67\/%+\/6+\/ﬁ

w postaci liczby catkowitej, utamka nieskracalnego lub pierwiastka kwadratowego z liczby wymiernej.

6++/35= (\/Zi\/g)z \/Zi\/§>0.

Sposob I: Zauwazmy, ze
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Wobec tego otrzymujemy

V6—V/35+1/64+v/35= (\/z—\[;)er <\/Z+\/§)2:

Sposob II: Podnoszac dang w tresci zadania liczbe do kwadratu otrzymujemy:
2

(\/6—\/£+\/6+\/%) (6-v/35) +2-VI+(6+V35) =14.

Odpounedz: Dana w zadaniu liczba jest réwna /14.

981. Zapisz wyrazenie

\/3—J5+\/3+\/5

w postaci liczby catkowitej, utamka nieskracalnego lub pierwiastka kwadratowego z liczby wymiernej.

2
5, |1 5 1
3EVh=|\/z%£/= —+4/= :
V5 (\/g 2) ’ \/g \/g >0
Wobec tego otrzymujemy

V3 VB35 (ﬁ-ﬁ% (ﬁ+@:
L L i)

Sposob II: Podnoszac dana w treéci zadania liczbe do kwadratu otrzymujemy:
2

(\/3—\/5+J3+¢5) (3-V5)+2-Vi+(3+V5)=10.

Sposob I: Zauwazmy, ze

Odpounedz: Dana w zadaniu liczba jest réwna /10.

582. Zapisz wyrazenie

\/4—ﬁ+\/4+f7

w postaci liczby catkowitej, utamka nieskracalnego lub pierwiastka kwadratowego z liczby wymierne;j.
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Sposob I: Zauwazmy, ze

2
7 1 7 1
4+VT= =%/ = — 44/ = :
VT (\/g N 2) , \/g \/; >0
Wobec tego otrzymujemy

Vim VAT = (ﬂ-ﬁ% W}@:
A L L B i}

Sposob II: Podnoszac dang w tresci zadania liczbe do kwadratu otrzymujemy:
2

(\/4—ﬁ+\/4+f7> (4= VT)+2-Vo+ (44V7) =14,

Odpounedz: Dana w zadaniu liczba jest réwna /14.

9583. Zapisz wyrazenie

\/3—2\/§+\/5—2\/6+\/7—4\/§

w postaci liczby catkowitej, utamka nieskracalnego lub pierwiastka kwadratowego z liczby wymiernej.

Zauwazmy, ze

3-2v2=(v2-1)", V2-1>0,
5-2v6=(V3-v2)’, V3250,
7-4v3=(2-v3)’, 2-/3>0.

Wobec tego otrzymujemy
V3—2v24+\/5—2v6 47— 4v3= (vV2-1)+(V3-v2)+(2-vB) =2-1=1.

Odpouwredz: Dana w zadaniu liczba jest réwna 1.

584. Zapisz wyrazenie

\/2—\/§+\/4—x/ﬁ+\/6—\/£+\/8—3\f7

w postaci liczby catkowitej, utamka nieskracalnego lub pierwiastka kwadratowego z liczby wymiernej.

Zauwazmy, ze
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2

5 3 5 3
4—V15=/=—1/= ——y/=
().
7 5 ’ 7 5
6—/35= \/;—\[2 , \/;—ﬁx),
9 7\ 9 7
8—3V7= \@—\E , \@—\@m.
Wobec tego otrzymujemy

V2 VE+ VA VIB+1/6— V3 + /8- 3V =
(53 ) () (D)

Odpowied?: Dana w zadaniu liczba jest réwna /2.

585. Jaka cyfra wystepuje bezposrednio po przecinku w rozwinigciu dziesietnym liczby

(1 n \/§> 2020 9

Zapiszmy dang w zadaniu liczbe w postaci

(1+\/§)202O =a+bv2,
gdzie a, b sg liczbami catkowitymi dodatnimi. Wowczas
(1—\/5)2020:a—b\/§,
skad 2020 2020 2020 2020
(1+v2) +(1-v2) " =(1+v2) +(V2-1) =2a.

L . . . _ 2020 | )
Poniewaz 2a jest liczba catkowita, a liczba (\/5— 1) jest dodatnia, przy czym

2020 17 2020 1 1 1
_1 - S
(va-1) < ( ) RETIN

2 - 92020 0 ?

2020
wnioskujemy stad, ze w rozwinieciu dziesietnym liczby (1 + \/5) po przecinku wyste-
)2020

puje cyfra 9 (a nawet wiele dziewiatek, jesli oszacowaé (\/_ —1 przez odwrotnos¢

wyzszej potegi dziesiatki).

586. Rozstrzygnij, czy istnieja liczby calkowite dodatnie m, n i k spelniajace réwnanie

(1+f7)m=<4+f7)n-(5+\ﬁ)k.
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Wykazemy, ze réwnanie
m n k
(14v7)" = (44V7)"- (5+V7) (1)
nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych dodatnich m, n i k.
W tym celu przeprowadzimy dowod nie wprost i zatozymy, ze rozwiazanie powyzszego
roOwnania istnieje.
Z réwnania (1) wynika
m n k
(1-V7)" = (=) (5=
co po przemnozeniu stronami przez réwnosé (1) prowadzi do réwnania
(—6)"=9"- 18"
skad
6™ =9"-18%. (2)
Jednak réwnanie (2) nie ma rozwiazan, gdyz dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich

m, n i k jego lewa strona ma w rozkladzie na czynniki pierwsze tyle samo dwdjek,
co tréjek, podczas gdy po prawej stronie wystepuje wiecej trojek niz dwojek.

587. Zapisz wyrazenie

§/2—J5+ §/2+¢5

w postaci liczby catkowitej, utamka nieskracalnego lub pierwiastka kwadratowego z liczby wymierne;j.

Sposob I: Zauwazmy, ze
3
1, V5
2+Vh=-+—] .
a2+
Wobec tego otrzymujemy

5’/2—\/5+\3/2+\/5:j<;—\§>3+j (;Jr\gg)g:;—éng;Jr\f:l-

Sposob II: Oznaczajac przez x dang w tresci zadania liczbe i podnoszac ja do szescianu
otrzymujemy:

3

3 = ({9’/2—\/5+ \3/2+\/5>
= (2-V5)+3-J-1- (72—\/5+ €/2+\/5>+(2+\/5):4—3x.

Szukana wartosé liczby z spelnia wigc rownanie
2 4+3x—4=0.
Poniewaz lewa strona powyzszego rownania zalezy rosngco od x, rownanie to ma co naj-

wyzej jedno rozwigzanie rzeczywiste. Pozostaje zauwazy¢, ze rownanie to jest spetnione
przez x=1.

-7- Spotkanie olimpijskie 7.12.2019 Rozwigzania zadan domowych



Instytut Matematyczny UWr J(M“OSlCLU} WTéblewskZ www.math.uni.wroc. pl/NJ WI/SP20198

Odpowiedz: Dana w zadaniu liczba jest réwna 1.

588. Zapisz wyrazenie

{‘/9—4\/5+ §/9+4\/3

w postaci liczby catkowitej, utamka nieskracalnego lub pierwiastka kwadratowego z liczby wymiernej.

Sposob I: Zauwazmy, ze

914\/3:@1?)3.

Wobec tego otrzymujemy

Yo-1v5+ {9+ 4v5= S\I <3—‘/5>3+ S\I <3+\/5>3:3_\/5+2+\f:3.

2 2 2 2 2 2

Sposob I1: Oznaczajac przez x dang w tresci zadania liczbe i podnoszac ja do szescianu
otrzymujemy:

3

x3:<€’/9—4\/5+ 79+4\/5>
=(9-4v5)+3-V1- <€’/9—4\/5+ 5’/9+4\/5> +(9+4v5) =18+ 3.

Szukana wartos¢ liczby z spetnia wigc réwnanie
23 —32x-18=0.
Zauwazmy, ze rOwnanie to jest spetnione przez x =3, a ponadto
p*—3r—18=(x—3)- (22 +3x+6) = (x—3)- ((z+3/2)*+27/4),

gdzie trojmian kwadratowy w drugim nawiasie nie ma rzeczywistych miejsc zerowych.

OdpowredZ: Dana w zadaniu liczba jest réwna 3.

589. Zapisz wyrazenie

Vovi-3va+ {2vissva

w postaci liczby catkowitej, utamka nieskracalnego lub pierwiastka kwadratowego z liczby wymierne;j.

Sposéb I: Zauwazmy, ze

2\/7i3\/§:<\fi\f>3.

Wobec tego otrzymujemy

{2vi—3v3+{2vT+3v3= “j (f—\f): Ej (er?)S—
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VTV VT VA e

“o T2 Ty

Sposob I1: Oznaczajac przez x dang w tresci zadania liczbe i podnoszac ja do szescianu
otrzymujemy:

= (3/2\/?—3\/§+ \3/2\/?+3\/§)3:
= (2v7-3v3) +3- VT (V2v7-3v3+ V20T +3v3) + (2vT+3v3) =4v/7+ 30

Szukana wartos¢ liczby z spetnia wiec réwnanie
2 =3 —4V7=0.
Zauwazmy, ze réwnanie to jest spetnione przez z = +/7, a ponadto
22— 3r—4V7= (m—ﬁ) . (x2+ﬁx+4) ,

gdzie trojmian kwadratowy w drugim nawiasie nie ma rzeczywistych miejsc zerowych.

Odpowiedz: Dana w zadaniu liczba jest réwna V.

590. Zapisz wyrazenie

%—3¢§+ {’/5+3\/§

w postaci liczby catkowitej, utamka nieskracalnego lub pierwiastka szeSciennego z liczby wymiernej.

Sposéb I: Zauwazmy, ze
3
1063 = (14V3)

Wobec tego otrzymujemy

5—3v3+{/5+3v3= \?/10_26\/§+€/10+26\/§: ‘j (1-v3) N ij (1+v3) _

2 2
_I-VBHIHVB 2 s
V2 V2
Sposob 11: Oznaczajac przez x dana w tredci zadania liczbe i podnoszac ja do szescianu
otrzymujemy:

x3=<€’/5—3\/§+\3/5+3\/§)3=
= (5-3v3)+3- V2. (%—3\/§+ %+3\/§>+(5+3\/§) —10-3.32.x.

Szukana wartosé liczby z spelnia wigc rownanie

23 4+3-V2-2-10=0.
Poniewaz lewa strona powyzszego rownania zalezy rosngco od x, rownanie to ma co naj-
wyzej jedno rozwigzanie rzeczywiste. Pozostaje zauwazy¢, ze rownanie to jest spetnione

przez « = /4.

Odpowied?: Dana w zadaniu liczba jest réwna /4.
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