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Zabawy z pierwiastkami

561. Zapisz wyrazenie
1 1 1

ERVCRRNC RV, R B

w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego.

Korzystajac trzykrotnie ze wzoru na réznice kwadratow w postaci
2 _p2
a”—b

a-+b

= q— b a + b # O
otrzymujemy

1 1 1
1+\/§+\/§+\/§+\/§+2:(\/5—1)+(\/§—\/§)+(2—\/§):2—1:1.

OdpowiedZ: Dana w zadaniu liczba jest rowna 1.

562. Zapisz wyrazenie 1 N 1 N 1
1+v6  V6+VI1 ViI+4

w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego.

Korzystajac trzykrotnie ze wzoru na réznice kwadratéw w postaci

a2—b2
=a—>b b=#0
a+b ¢ atb?
otrzymujemy
1 . 1 . 1 1 5 L 5) n 5) B
14v6  V6++/I1 V1144 5 \1+v6  V6+vI1 Vil+4)

= (Vo 1)+ (VIT-vB) + (- VD)) = Lamy=F.

OdpowiedZ: Dana w zadaniu liczba jest réwna 3/5.

563. Zapisz wyrazenie

\/3—2\/§+\/3+2\f2

w postaci liczby catkowitej, utamka nieskracalnego lub pierwiastka kwadratowego z liczby wymierne;j.

Sposob I: Zauwazmy, ze
2
3i2\/§:(\/§i1) : V2+1>0.

Wobec tego otrzymujemy

\/3—2\/§+\/3+2\/§:\/(\/5—1)2+\/(\/§+1)2:\/5—1+\/§+1:2~\/§=\/§.

-1- Spotkanie olimpijskie 7.12.2019 Rozwigzania zadan



Instytut Matematyczny UWr J(M“OSlCLU} WTéblewskZ www.math.uni.wroc. pl/NJ WI/SP20198

Sposob II: Podnoszac dang w tredci zadania liczbe do kwadratu otrzymujemy:

<\/3—2\/§+\/3+2\/§>2: (3-2v2) +2-VI+(3+2v2) =8.

Odpowied?: Dana w zadaniu liczba jest réwna /8.

564. Jaka cyfra wystepuje bezposrednio po przecinku w rozwinieciu dziesietnym liczby

(1 n \/§> 2019 9

Zapiszmy dang w zadaniu liczbe w postaci

(14v3)™ —at b3,

gdzie a, b sg liczbami catkowitymi dodatnimi. Wéwczas

(1—\/5)2019:a—b\/§,
skad
(1+\/§)2019+(1—\/§)2019:(1+\/§)2019—<\/§—1>2019:2a.

L . . ) ) 2019 ‘
Poniewaz 2a jest liczba catkowita, a liczba (\/5— 1) jest dodatnia, przy czym

2019 /12019 1 1 1
(VE)™<(3) =mm <<y
2019
wnioskujemy stad, ze w rozwinieciu dziesietnym liczby (1 + \/5) po przecinku wyste-

. . . ra 7’ 2019 7’ 7 . .
puje cyfra 0 (a nawet wiele zer, jesli oszacowaé (\/5— 1) przez odwrotnos¢ wyzszej
potegi dziesiatki).

565. Rozstrzygnij, czy liczba
414-29v/2

jest sumg kwadratéw 2019 liczb postaci a+bv/2, gdzie a, b sa liczbami wymiernymi.

Wykazemy, ze liczba 414 29+/2 nie jest suma kwadratéw 2019 liczb postaci a4+ bv/2,
gdzie a, b sg liczbami wymiernymi.
W tym celu przeprowadzimy dowdd nie wprost i zatozymy, ze
2019

41420v2= 3" (4 +0,v2)",
=1

gdzie wszystkie liczby a; oraz b; sa wymierne.

Woéwezas takze
2019

1-29v2=) (a;—bv2)"
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co jednak nie moze zachodzi¢, gdyz prawa strona jest nieujemna jako suma kwadratow
liczb rzeczywistych, a lewa jest ujemna, o czym mozna si¢ przekona¢ nastepujaco:

41 —29v/2=11681—v1682 < 0.

566. Zapisz wyrazenie

§/7—5\/§+ §/7+5ﬂ

w postaci liczby catkowitej, utamka nieskracalnego lub pierwiastka kwadratowego z liczby wymiernej.

Sposob I: Zauwazmy, ze
3
T£5V2=(1£v2)".

Wobec tego otrzymujemy
7 —5va+{115v2= \?/(1—\/5)3+7(1+¢§)3=1—\/§+1+\/§=2.

Sposob I1: Oznaczajac przez x dang w tresci zadania liczbe i podnoszac ja do szescianu
zgodnie ze wzorem (a+0)% = a®+ 3ab(a+0b)+b> otrzymujemy:

x3:<\?/7—5\/§+\3/7+5\/§)3=
= (7_5\/§)+3. V1. ({’/7—5\/§+ 5’/7+5\/§>+(7+5\/§) =14-3x.

Szukana wartosé liczby z spelnia wigc rownanie
432 —-14=0.
Poniewaz lewa strona powyzszego rownania zalezy rosnaco od x, rOwnanie to ma co naj-

wyzej jedno rozwigzanie rzeczywiste. Pozostaje zauwazy¢, ze réGwnanie to jest spelnione
przez x =2.

Odpounedz: Dana w zadaniu liczba jest réwna 2.

567. Zapisz wyrazenie

:\”/26—15\/§+ {’/26+15x/§

w postaci liczby catkowitej, utamka nieskracalnego lub pierwiastka kwadratowego z liczby wymiernej.

Sposob I: Zauwazmy, ze
3
26+ 15V3=(2+3)".

Wobec tego otrzymujemy
3 3 3 3 3 3
26— 15v3+ {261 15v3= (2-v3) +{(2+V3) =2-vB+24+V3=4.

Sposob II: Oznaczajac przez x dana w tresci zadania liczbe i podnoszac ja do szeScianu
otrzymujemy:

2B = <€/26—15\/§+ \3/26+15\/§>3=
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= (26—15\/3) +3-v/1- (\“726—15J§+ %/26+15\/§) + (26+15\/§) =5243z.
Szukana wartos¢ liczby z spelnia wiec réwnanie
3 —3:x—-52=0.
Zauwazmy, ze rOwnanie to jest spetnione przez x =4, a ponadto
PP —3r-52=(x—4)- (2? +4x+13) = (z—4)- (2 +2)*+9) ,

gdzie tréjmian kwadratowy w drugim nawiasie nie ma rzeczywistych miejsc zerowych.

Odpouwnedz: Dana w zadaniu liczba jest réwna 4.

568. Rozstrzygnij, czy istniejg liczby catkowite dodatnie m i n spelniajace réwnanie

<1+\/§)m=(1+2¢§>n.

Wykazemy, ze rownanie
(1+v2)" = (1+2v2)
nie ma rozwiazan w liczbach catkowitych dodatnich m i n.
W tym celu przeprowadzimy dowod nie wprost i zatozymy, ze rozwiazanie powyzszego
rOwnania istnieje.
7 danego réwnania otrzymujemy
(1-v2)" = (1-2v2)",
co nie moze zachodzi¢, gdyz wobec nieréwnosci
1-v2|<1
oraz

1-2v2[>1

lewa strona jest bezwzglednie mniejsza od 1, a prawa bezwzglednie wieksza od 1.

569. Rozstrzygnij, czy istniejg liczby catkowite dodatnie m, n i k spelniajace réwnanie

(1+\/§)m: (1+2¢§)n- (1+3\/§)k.

Wykazemy, ze rownanie
m n k
(14v3)" = (1+2v3)"- (1+3V3)
nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych dodatnich m, n i k.
W tym celu przeprowadzimy dowod nie wprost i zatozymy, ze rozwiazanie powyzszego
rOwnania istnieje.
7, danego réwnania otrzymujemy

(V)" = (1-2v8)" (1-345)".
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co nie moze zachodzi¢, gdyz wobec nieréwnosci
\1—\/5\ <1, \1—2\/31 >1  oraz ]1—3\/§\ >1

lewa strona jest bezwzglednie mniejsza od 1, a prawa bezwzglednie wieksza od 1.

570. Rozstrzygnij, czy istnieja liczby calkowite dodatnie m, n i k spelniajace réwnanie

(14v5)" = (24v5) "+ (3+5)".

Wykazemy, ze réwnanie
(14v5)" = (245)"+(3+V5)"
nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych dodatnich m, n i k.
W tym celu przeprowadzimy dowod nie wprost i zatozymy, ze rozwiazanie powyzszego
roOwnania istnieje.
7, danego réwnania wynika

(1-V5)" = (2-V5)"+ (1-15)".
co nie moze zachodzi¢, gdyz wobec nieréwnosci
[1-v5|>1,
2— V5| <1
oraz
3-v5|<1
prawdziwe sg nastepujace nieréwnosci:

1=V > [1-V5|=vh-1>1=(V5-2)+(3-v5) = |2— V5| +[3- V5| >
>\2—\/5]”+\3—¢3\k>‘(2—\/5)”+(3—\/5)k

Y

czyli

1-VA[" > | (2-v5)"+ (3-v5)'|.

571. Rozstrzygnij, czy istnieja liczby catkowite dodatnie m, n i k spelniajace réwnanie

(1+\/5)m= (1+2\/5)n- (1+3\/5)k.

Wykazemy, ze rOwnanie
m n k
(1+v5)" = (1+2v5)" (1+3V5) (1)
nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych dodatnich m, n i k.

W tym celu przeprowadzimy dowod nie wprost i zatozymy, ze rozwiazanie powyzszego
rOwnania istnieje.
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Z réwnania (1) otrzymujemy
m n k
(1-v5)"=(1-2v5)"- (1-3V5) ",
co po przemnozeniu stronami przez réwnosé (1) prowadzi do réwnania
(—4)™ = (-19)"- (—44)",

ktore nie ma rozwigzan, gdyz dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich m, n i k jego
prawa strona jest podzielna przez 19, a lewa nie.

572. Rozstrzygnij, czy istnieja liczby calkowite dodatnie m, n i k spelniajace réwnanie

(5+\f7)m=<4+«ﬁ)n-(1+\ﬁ)k.

Wykazemy, ze rownanie
m n k
(5+v7)" = (4+V7)"- (1+V7) (2)
nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych dodatnich m, n i k.
W tym celu przeprowadzimy dowod nie wprost i zatozymy, ze rozwiazanie powyzszego
rOwnania istnieje.
Z réwnania (2) wynika

(5=vT)" = (4=vT)" (1= vT)

€O po przemnozeniu stronami przez réwnosé (2) prowadzi do réwnania

" (=6)",
skad
18m =9". 6~ . (3)

W celu rozwiazania rownania (3) poréwnujemy rozktady obu jego stron na czynniki
pierwsze:
om 32m 32n 2k 3k

co sprowadza si¢ do uktadu réwnan

m = k
{2m = 2n+k (4)

Uklad (4) ma rozwiazania m =k = 2n, co po wstawieniu do réwnania (2) i wyciggnieciu
pierwiastka n-tego stopnia daje

(5+v7) = (4+v7)- (14V7)". (5)
Jednak réwnosé (5) nie jest prawdziwa, gdyz
(5+v7) < (5+0) =8>=

oraz

(44v7)- (14V7) = (44 V7)- (8+2V7) > (44 V) (8+v25) =6-13=78 > 64.
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573. Wiadomo, ze 36 kulek mozna ulozyé na stole w kwadrat lub w tréjkat réwnoboczny, mamy
bowiem

36=62=1+24+3+4+5+6+7+8.

Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele takich par liczb naturalnych m, n, ze
m?=14+2+3+...+n.

Podaj kilka przykladéw takich liczb m i n (opréez m=n=1 i powyzszego m =6, n=8).

Dane w zadaniu réwnanie sprowadza sie do

o_n-(n+1)
= 5 ’
czyli
2m?=n-(n+1).

[loczyn dwoch kolejnych liczb jest podwojonym kwadratem, gdy jedna z tych liczb jest
kwadratem, a druga podwojonym kwadratem.
Niech dla liczby naturalnej & liczby ay 1 by beda takimi liczbami naturalnymi, ze

k
<1+\/§) = ap+bpV2.
wowcezas

(1-v2) =a—biv2.
Przemnozenie stronami tych réwnosci prowadzi kolejno do
(V)" (1) = e 800) (o)
((14+v2)- (1—\/5))k:a§—2bi,
(—1)" =a? —2b7 .
Wobec tego mozna przyjac
m=agb,  oraz  n—=min (az, Qbi) :

co daje nieskonczenie wiele par liczb m, n spelniajacych warunki zadania (bo liczby
k
<1+\/§) sa rézne).

Najmniejsze uzyskane ta metoda przyktady, poza dwoma podanymi w tresci zadania
(odpowiadajacymi k=11 k=2), otrzymujemy na podstawie nastepujacych obliczen:

3
(14V2) =745V2, a3=5,bs=7, m=35 n=49,
4
(14V2) =17+12v2, ay=17, by=12, m =204, n=288,
(14v2) = 41420V2, a5 =41, b;=29, m=1189, n=1681,

(1+\/§)6:99+7O\/§, ag =99, bs =70, m=06930, n=29800.
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