ANALIZA MATEMATYCZNA A dla II roku, 2005/06
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Kolokwium nr 3: 3.11.2005, zad. 26-84
Kolokwium nr 4: 10.11.2005, zad. 1-97
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0. Funkcje trzech (i wiecej) zmiennych.

Opisa¢ obszar bedacy dziedzina funkcji trzech zmiennych
1. f((lf,y,Z):%—F%—F% 2. f(I,y,Z):VI2—y2—Z2
3. f(z,y,2) =z+In(2?+y*—9)

— 222 1
4. f(x,y,z)—\/25 z Y < /224924224

Zbadaé istnienie nastepujacych granic, obliczy¢ wartos¢, jesli granica
istnieje

5. lim £ 6. lim 4 7. lim £ 8. lim %

z—0+ ¥ z—0+ ¥ z—0+ a0+ o7
y—0 y—0 y—0 y—0
z—0 z—0 z—0 z—0
y2+22<x y2+22<$
: Yz . my+z2 ) TYz
9. xli%lJr 7 10. }CIL% ey 11. glclirtl) T AT
y—0 y—0 y—0
z—0 z—0 z—0
y24+22<a
: xyzt : TYz : TYZ
12. glcli% o Y S 13. 91511)% Zryit 8 14. }}Lr(l) Z+yit 8
y—0 y—0 y—0
z—0 z—0 z—0

t—0
Obliczy¢ wszystkie pochodne czastkowe rzedu 1 nastepujacych funk-
cji
15. f(z,y,2) =27y +ze® 16. f(x,y,2) =29

2,,3,,4

17. f(z,y,2,t,u,0,w) = zy? 25t v vw
18. f((l},y,Z):L f<07070):O

x2+y2+22 )
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19. Obliczy¢ pochodna funkeji f(x,y,2,t) =xy+ 2*" w punkcie
(1,2,3,4) w kierunku wektora (1,1,1,1)
Obliczy¢ pochodng w kierunku podanego wektora
20. f(z,y,z) =sinz+y?z, (1,1,4)
21. f(z,y,2,t) =2zy +22y*2%2, (1,—-1,1,—-1)
22. f(z,y,2z,t,u,v) =x+xy+ryz+yzt + ztu+tuv +uv+o,
(2,1,—1,—-1,—1,1)
Obliczy¢ gradient funkcji
23. f(z,y,2)=22+3siny  24. f(z,y,2) = Va2 +y%+22
25. f(x,y,z,t)=x+2y+3z+4t+5

1. Hesjan, punkty ekstremalne funkcji wielu zmiennych.

Obliczy¢ hesjan funkcji w podanych punktach i zbadaé czy jest do-
datnio lub ujemnie okreslony
26. f(z,y)=2*+Toy+y* w (me) 27. f(z,y)=e" w (1,1)
28. f(z,y,2) =2 +y*2 w (4,2,1)

Zmalez¢ punkty krytyczne nastepujacych funkcji i zbadaé¢, ktore z
nich sg punktami ekstremalnymi. Nie musisz zajmowaé¢ sie badaniem
przypadkéw, w ktérych hesjan nie daje rozstrzygniecia.

29. f(z,y)=e"—x 30. f(x,y)=2>+y>+ay

31. f(z,y)=2*—y*+uxy

32. f(v,y,2)=ayz—z—y—2z 33. f(z,y)=x+sin(z+y)

34. f(z,y)=x+y—42*y* 35. f(z,y) =2 +y* +4xy

36. f(r,y)=2° —I—\/_—i—xy 37. f(x,y) =sinz+siny + 2z — 2y
38. f(z,y)=(z+y)*—2*—3y* 39. f(z,y)=In(z*+1)+zy+y*
40. f(x,y) =22+ 2mysinz+y?> 41, f(z,y) =20+ zy+y’

42. f(x,y)=2%+32%+ 32— 3y’zr +¢>
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43. f(x,y) = arctgr — xy +y>

44. f(xy,2)=zy+a?+22+2*

45. f(x,y,2) =2+ y*+ 22+ 1y +2yz+ 32z

46. f(z,y,2,t) =22 +2y* + 322+ 4t + ay+yz+ 2t +y+2
47. f(x,y) =xy(x+2y+3).

48. f(x,y,2,t) =2? +y* + 22+ 12 — 2y — 3zt +x +y.

49. f(x,y) =sinz+§ +cosy.

50. f(z,y,2,t) =2 +2y? + 3t> + 2xy + yt + 2* +52.

51. Rozwiaza¢ Maly atlas poziomic.
2. Ekstrema warunkowe.

Znalez¢ najmniejsza i najwicksza warto$¢ funkceji na zbiorze zdefinio-
wanym podanymi warunkami

OBSZAR W R”
52. f(z,y)=2>—4y*+ay , x,y €[-1,1]
53. f(z,y)=2>+x+y, x,y€|[—1,1]
54. f(z,y)=2*+zy+y , v,y €[—2,3]
55. f(z,y)=2x—y|—v*, z,ye(0,1] , v+y<1
KRZYWA W R?
56. f(z,y)=3x+4y+5, 2> +y>=1
57. f(zy) =y, 22 +y* =1
58. f(z,y)=x+y , 92%+4y*> =36
POWIERZCHNIA W R?
59. f(z,y,2)=x—y+z, 2 +y*+22=1
60. f(r,y,2)=20—y+z, 2?2 +y*+22=4
61. f(z,y,2) =2 +yt+2*, 22 +9y>+22=1
62. f(r,y,2)=x+2y+3z, ' +yt+2'=1
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KRZYWA W R?
63.
64.
65.

ROZNE
66.
67.
68.
69.
70.
71.
72.
73.
74.
75.
76.
77.
78.
79.
80.
81.
82.

flay,z) = +y?+ay+22 , 2?4y’ +22=1liz+y+z=1
flxy,2)=yz, 2 +yP=1lix==z
f(x,y,z):Z s $2+y2+22:1 i LL’—i—y:O

flzy) =22 4+y|+zy , z,y € [-10,10]

(,

(
flay)=a+1°+ay, xyel-11]
f(z,y) =2 +y?*+4darctg(zy) , x,y €[0,10]
flry)=2t+y* , 2,y €[0,10] , z+8y>9
f(z,y,2)=xy+yz+z2x , x,y,2 €[—1,1]
flay)=lal+(z+y)*+3y , ey e[-11]
flay) =5 +5, vye[-L1]
flz,y)=9(x—-1)*+16(y—2)* ,2z€(0,2] , 0<y < 2?
flzy)=y , 2* +doy+y* =2
floy,2)= (2 =12 +y2+2* | 22 +9° + 22 =4
flzy)=2z+y , 2*+y*=3
flzy)=ay", 2®+4y* =5
fley)=2*y—2%v , 2> +xy+y* <9
flry)=y, 2*+ay+y? <31
flz,y,2)=2yz , z,y,2€[0,+00) , z+2y+32<9

83. Wiadomo, ze xyz=2, 22 +y*+22=61i 2,y,2 sa dodatnie. Jaka

najmniejsza i najwicksza wartos¢ moze osiagaé x +y+ z 7 Poda¢ wartosé

doktadng oraz przyblizenie z 5 cyframi po przecinku.

Wskazéwka: 22y +1y%2 + 222 — 222 — y?x — 2%y dzieli sie przez z —vy .

4
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84. Jaka jest najmniejsza i najwieksza warto$¢ sumy
T+2y+32+4t+5
przy warunku a2 +y?+ 22 +t2=17

3. Rachunek rézniczkowy wielu zmiennych - powtérzenie

85. Zbadac¢ istnienie granicy

x3yz"
m ————=
7—0 x10+y12+260
y—0
z—0

w zaleznosci od liczby caltkowitej dodatniej n.

86. Zbadac istnienie granicy
3,24
x
m_—Y
0 :L-IO_'_an

—0
w zaleznosci od liczby calkowyitej dodatniej n.
87. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartosé¢ funkeji
flz,y,z,t) =x+2y+32+4t
na zbiorze zdefiniowanym warunkiem
4yt AR =1
i okredli¢, w ktorych punktach te wartosci sg osiggane.
88. Wyznaczy¢ najmniejszg i najwieksza wartosé funkcji
flxyy,z,t) =x+2y+3z+4t
na zbiorze zdefiniowanym warunkami
P42 42 =1, z4+y=0

i okresli¢, w ktorych punktach te wartosci sg osiggane.
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89. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartosé funkcji
flz,y,z,t) =x+2y+32z+4t
na zbiorze zdefiniowanym warunkami
Pyt =1, x+y=0, z+t=0

i okresli¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

90. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartosé¢ funkcji

flz,y,2)=2>+y*+2
na zbiorze zdefiniowanym warunkami
P4y =2, At 4yP 422 =1

i okredli¢, w ktorych punktach te wartosci sg osiggane.

91. Niech a bedzie liczba rzeczywista. W zaleznosci od a wyznaczy¢
najmniejsza i najwiekszg wartos¢ funkcji

flxy,z,t)=x+ay+az+t
na zbiorze zdefiniowanym warunkami
4yt + 22+t =1, z+y+2z=0, y+z+t=0

i okresli¢, w ktorych punktach te wartosci sa osiggane.

92. Niech a bedzie liczba rzeczywista. W zaleznosci od a wyznaczy¢
najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkcji

f(z,y,2) =az*+yz
na okregu zdefiniowanym warunkami
P4+ =1, x+y+z=0

i okresli¢, w ktorych punktach te wartosci sg osiagane.

93. Niech a bedzie liczba rzeczywista. W zaleznosci od a wyznaczy¢
i sklasyfikowa¢ punkty krytyczne funkcji

flzy,2) =2 +y* + 2 +axy+ayz.
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94. Zbadac istnienie granicy

x2y8

1
m—%)x6{—y2”

y—0

w zaleznosci od liczby catkowitej dodatniej n.

95. Dana jest liczba rzeczywista dodatnia a. W zaleznosci od a zna-
lez¢ najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkcji
f(z,y,2) =102* +3?
na okregu zdefiniowanym réwnaniami
P24+ +22=1, z=azx
i okredli¢, w ktorych punktach te wartosci sg osiggane.

96. Zbadac istnienie granicy

$8y8

mi
z—0 112 2n
a0 +y

w zaleznosci od liczby catkowitej dodatniej n.

97. Dana jest liczba rzeczywista dodatnia a. W zaleznosci od a zna-
lez¢ najmniejsza i najwicksza warto$¢ funkcji
f(z,y,2) =5z*+y?
na okregu zdefiniowanym rownaniami
2?4+ +22=1, z=azx

i okredli¢, w ktorych punktach te wartosci sg osiggane.
4. Calki krzywoliniowe.

Obliczy¢ calki krzywoliniowe pierwszego rodzaju (nieskierowane)
98. £|x\ +yds, A={(x,y);2* +y*=1}
99. [2?yds, B={(x,y) € A;y>0}
100.ngzds, C={(z,y);x* —2x+y*— 4y =0}
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101. fa:ds,D={(w,y)eA;:c>%} 102. f|yyds 103. [ Lds
D

104. f ds, E={(x,2?);—1<2<2} 105. [23ds
E

Nerezs:
106. f:p(arctgy)7ds F={(x,2?);-1<x <1}
107. fxyzds, G - odcinek taczacy punkty (1,2,3) 1 (6,5,4)
ng;znaczyé srodki ciezkosci krzywych (catki wymagajace zmudnych
rachunkow wziaé z tablic)
108. £ 109. F 110. H=BU{(2,0);—-1<z<1}
111. I - obwdd trdjkata o wierzchotkach (0,0), (1,2) i (3,0)
112. J - obwdéd trapezu o wierzchotkach (0,0), (1,1), (2,1) i (3,0)
Wyznaczy¢ srednig odlegto$é punktu od krzywej
113. (0,0), H 114. (0,7), F 115. (0,0,0), G
Obliczy¢ catki krzywoliniowe drugiego rodzaju (skierowane)
116. f —udetrdy 7 odcinek od (0,—1) do (2,2)

2492

117. f —udrttdy 7 - tamana o wierzchotkach (0,—1), (2,—1), (2,2)

x2+y?
U
118. f Zdﬁ?dy V' - tamana o wierzchotkach (0,—1), (1,0), (2,2)
119. ycégf:;xdy W - tamana o wierzchotkach (0,—1), (1,2), (2,2)

r2+4y?

120. f —wdrttdy X _ tamana o wierzchotkach (0,—1), (—1,2), (2,2)
121. )f(yd:anmdy 122. [ydx+axzdy 123. [ydx+xdy

124. Tfydw—i—xdy 125.Ufydx+xdy '

126. ?’/yzdx—i—xzdy 127.Xfy2dx—|—x2dy

128. zdex+x2dy 129. ZCdex—i—ﬁdy 130. ){dex—i—xzdy



