Jarostaw Wroblewsk: Matematyka Elementarna, lato 2010/11

81. Uprosci¢ wyrazenia
a) 42+10g27
b) log, ;52 -logs9
c) logg2+1ogss9

82. Dla ilu tréjek liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ r6znych od 1 spetniona jest
podana réwnosé? Dla wszystkich? Dla zadnej? Dla niektérych (podaé 3 przyktady, a jesli
przyktadéw jest mniej niz 3, podaé¢ wszystkie)?

a) log, (bc) = (log,b) +log,c
b) log,(bc) = (log,b) -log,¢

c) log,(b+c) = (log,b)-log,c
d) log,(b+c) = (log,b) +log,c
e) (log,b)-log,c=log,c

f) log, (b°) =c-log,b

g) log, (b) = (log,b)"

83. Bez uzycia kalkulatora rozstrzygnaé, ktéra liczba jest wigksza:
a) log,7 czy logs7
b) log, 47 czy log, 37
c) log,7 czy log, 37
d) log,7 czy logy7
e) log,0,7 czy log;0,7
f) log, 50,7 czy log, ;0,7
g) log,0,7 czy log, 30,7
h) log,,0,7 czy logs0,7
i) logy27 czy log,8
j) logs8 czy log,b
k) log;127 czy log;,999
1) log5100 czy log,10
m) (log,3)-logs7 czy (log,7)-logs3
n) (log,3)-log;5 czy (log;9)-log,425
o) log,3 czy logsh
p) log,7 czy log;19
q) log,3 czy log;13
r) log;5 czy log,556
Wiskazéwka do kilku ostatnich pytan:
Wiadomo, ze wartos¢ utamka nie zmieni sie, jezeli licznik i mianownik pomnozymy przez
te samg liczbe rézna od zera.
Podobnie, wartos¢ logarytmu nie zmieni sig, jezeli podstawe i liczbe logarytmowana .....
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84. Czy jest prawda, ze logy(a+b) =log,a—+log,b, jezeli
a)a=2,b=2
b) a=3/2, b=3
c)a=2,b=3
d) a=3/2, b=2
e)a=5b=5/4
85. Czy jest prawda, ze a-log,b=b-log-a, jezeli
a)a=2,b=3
b) a=2,b=4
c)a=2,b=5
d)a=3,b=4
e) a=64/27, b=256/81
86. Czy jest prawda, ze
a) 2-logyb=1logs10
b) 2-logs5 =1log;25
c) 2+logs5 =1log;10
d) 2+logsb =logs4b
e) \/(2—logs7)* =2 —1log,7

£) \/(2—log,7)* =2 —log,7
g) V(2—log;23)° =2 —1log;23
h

(2—1og,17)> =2 —log,17

87. Czy liczba 0,9999999999999999999999999999... jest wymierna, czy niewymierna?
88. Dowies¢, ze podane liczby sa niewymierne

a) V2

b) V2

c) V5+7

d) log;10

e) log;,6
89. Rozstrzygnac, czy liczba log,3+1log,b jest wymierna czy niewymierna.

90. Dla ktorych liczb naturalnych m i n wigkszych od 1 liczba
log,,,(mn)-log, (mn)
log,,,(mn)+log, (mn)
jest wymierna, a dla ktérych niewymierna?

91. Czy liczba log \/571)(\/5 +1) jest wymierna czy niewymierna?

92. Czy liczba
ologsb _ slogs2

jest wymierna czy niewymierna?
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Oszustwo  93.

ZADANIE: Dowiesé, ze liczba /3 —v/8— /2 jest niewymierna.

Rozwigzanie I:

Liczba —/2 jest niewymierna. Takze liczba /3 — /8 jest niewymierna, bo gdyby byta
wymierna, to jej kwadrat 3—+/8 tez bylby liczba wymierna, a nie jest. Zatem liczba

3—v/8—1/2 jest niewymierna jako suma liczb niewymiernych.
Rozwigzanie I1:
Przeprowadzimy dow6d nie wprost. Zatézmy, ze liczba /3 —v/8 — /2 jest wymierna

i oznaczmy ja przez w. Wtedy
w=1/3-vV8—V2
w+vV2=13-V8

w?+2v2w+2=3-2V2
2v2(w+ 1)+ (w—1)(w+1) =0
Dzielac ostatnia rownosé przez w+ 1 otrzymujemy
2V2+w—1=0,

co stanowi sprzecznos¢ z zalozeniem wymiernodci liczby w, gdyz lewa strona réwnosci
jest liczbg niewymierng i nie moze by¢ réwna 0.
Czy powyzsze rozwigzania sg poprawne?

94. Liczby a i b s dodatnie i niewymierne. Czy mozemy stad wnioskowad, ze liczba
a+b jest niewymierna?

95. Liczby a+0b, b+c i c+a sa wymierne. Czy mozemy stad wnioskowaé, ze liczby
a, b, c s wymierne?

96. Liczby a+b, b+c i c+a sg niewymierne. Czy mozemy stad wnioskowaé, ze liczba
a+b+c jest niewymierna?

97. Liczby a+b, b+c, c+d i d+a sa wymierne. Czy mozemy stad wnioskowac, ze
liczby a, b, ¢, d sa wymierne?

98. Niech n bedzie liczbg naturalnag. Majac do dyspozycji nawiasy, n, liczby catkowite
oraz znaki +,—,-,: i v zapisac¢ liczbe niewymierng dodatnia mniejszg od %

99. Suma wyrazow rosnacego postepu arytmetycznego 2007-wyrazowego o wyrazach
dodatnich jest liczbg wymierna. Czy stad wynika, ze co najmniej jeden wyraz postepu
jest liczba wymierng?

100. To samo pytanie dla postepu 2008-wyrazowego.

101. Liczby a i b sa réznymi liczbami niewymiernymi dodatnimi. Czy stad
wynika, ze
a) liczba a+b jest niewymierna
b) liczba a —b jest niewymierna
c¢) co najmniej jedna z liczb a+b oraz a—b jest liczba niewymierna
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d) liczba ab jest niewymierna
e) liczba a/b jest niewymierna

f) co najmniej jedna z liczb ab oraz a/b jest liczba niewymierna

TEST: 20 przyktadéw.

Odpowiedzi, ktérych poprawnosci nie da sie uzasadni¢ elementarnie, nie moga by¢

zaliczone. Wszystkie przyktady mozna podaé¢ bez uzywania operacji bardziej skompliko-

wanych niz logarytmy i pierwiastki.

102. Da¢ przyktad takiej liczby rzeczywistej x, ze
a) 0 <z <1 oraz z jest niewymierna,
b) V5 <z < /6 oraz r jest wymierna,
c) 2% i 2% sa niewymierne, ale x° jest wymierna,
d) z* i 25 s wymierne, ale 2° jest niewymierna,
e) (z+1)? jest niewymierna,
f) 2 jest niewymierna, ale z+ © jest wymierna,
g) z jest niewymierna i 2% jest niewymierna,
h) 27 +37 jest liczba niewymierna,
i) 27+ 3% jest liczba wymierna,
j) logy,x +1logsx jest liczba niewymierna,
k) log,z +logyx jest liczba wymierna,
1) logyx-logsx jest liczba niewymierna,
m) log,x -logsx jest liczba wymierna,
n) 2% +log,x jest liczba catkowita dodatnia,
0) 27 +log,x jest liczba niewymierna,
p) x+log,x jest liczba wymierna niecatkowita,
q) V2 jest liczbg wymierng niecatkowita,
r) zV? jest liczba niewymierna,
s) log,(1+x) jest liczba wymierna,
t) log,(1+x) jest liczba niewymierna.

103. Wyznaczy¢ zbior wszystkich liczb rzeczywistych x, dla ktérych prawdziwa jest

podana implikacja
a)r>0=2+1>0
b) z>0=2x—-1>0
c)r=3=2x>0
d)z=-3=2>0
e) tt=4=21=2

f) 2’=—4=2=-2

Lista 3 - 20 -

Strony 17-30



Jarostaw Wroblewsk: Matematyka Elementarna, lato 2010/11

Oznaczenia: Przypominam, ze [z] oraz {x} oznaczaja odpowiednio czesé¢ catkowita
i czes¢ utamkowa liczby rzeczywistej x.
104. Poda¢ przyktad takiej liczby rzeczywistej x, ze
a) [z]=—4, {z}<1/10
b) [z]=—-4, {z}>9/10
c) 2-{z}# {2z}, =<0
d) 2-{z}={bz}, =>10
105. Poda¢ przyktad takich liczb rzeczywistych z, vy, ze
a) [z+y] # [x]+[y]
b) [2z+y] =2[x] +[y] +2
c) [ztyl={z}+{y}, 2y>0
d) [zy] = [z]-[y]+10
106. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby rzeczywiste a, ze dla dowolnej liczby rzeczy-
wistej x zachodzi réwnosé [x+a] = [z]+a.
107. Rozwiazac¢ nieréwnosci
a) logy, (z° +1) <logy,(z° +312)
b) (z?+z+1)% > (22 +z+1)*"!
c) 2t =512 +4<0
d) log,x +log,4 <3

108. Wyznaczy¢ wszystkie takie pary liczb p, q, ze p i ¢ sa pierwiastkami réwnania
v* +pr+q=0.
Sposob 1

Liczby p i ¢ sa pierwiastkami podanego rownania wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
tozsamosé

2 +pr+q=(z—p)(r—q).

pP=...... S = oraz p=...... NE I
Sposob 11
Liczby p i q sa pierwiastkami podanego réwnania wtedy i tylko wtedy, gdy
P’ +p’+q=0
oraz
¢ +pg+q=0

Dlaczego oba sposoby rozwigzania prowadza do réznych odpowiedzi?
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Powtorka

Uwaga: Ponizsze zadania sa zadaniami do samodzielnej powtorki - na zajeciach roz-
wigzemy tylko czes¢ zadan z tej listy.
Prosze umie¢ wskaza¢ zadania, ktére wymagaja omdwienia.
Kolokwium nr 2 (5 maja 2011) bedzie zaktadalo umiejetnosé rozwiazania zadan 1-154
oraz umiejetnos¢ samodzielnego myslenia.
109. Obliczy¢ podajac wynik w postaci utamka zwyktego
a),/0,(4) + {/3,374(9)
b)(0,2(9)+1,(09))-12,(2)
c) (0,(037))*®
110. Wskaza¢ odpowiednia liczbe catkowita k i udowodnié nieréwnoéci 10F < L < 10%*
lub 10%* < L < 10".
a) L =3972%7
b) L=2573%7
c) L =4444444
d) L="700!
¢) (7_ A \/§> 500
£) (log,23)"""
g) (10g232)500
h) 21000
i) 1*+24+3*+4*+ ... +1000*
j) log,(1024!)
111. Dane sa liczby rzeczywiste z i y spelniajace warunki |z —4| <1 oraz |y —4| < 2.

Czy stad wynika, ze
a) |z —y| <2
b) |z +y|>6
c) |[x+y| <10
d) |zy|>10
e) |zy| <40
112. Kilogram ziemniakéw kosztuje 50 groszy. Jaka bedzie cena ziemniakow, jezeli
ich cena wzro$nie
a) o 2000%
b) o 1000%
c) o 400%
d) o0 200%
e) o 100%
f) 0 20%
113. Za 17 ztotych i 37 groszy mozna kupi¢ 30 kg ziemniakéw. Ile ziemniakow mozna
bedzie kupi¢ za 34 zlote i 74 grosze, jezeli ich cena
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a) wzrosnie o 20%
b) zmaleje o 20%
c¢) wzrosnie o 50%
d) zmaleje o 50%
e) wzroénie o 100%
f) zmaleje 0 90%

114. W rosnacym postepie arytmetycznym o wyrazach dodatnich ésmy wyraz jest
wiekszy od pigtego o 20%. Podaé przyktad takich m i n, ze n-ty wyraz jest od m-tego
a) wiekszy o 100%

b) mniejszy o 10%
c¢) wigkszy o 10%
d) mniejszy o 1%
e) wiekszy o 1000%
f) mniejszy o 99%

115. Czy istniejg takie liczby pierwsze p i g, ze liczba ¢ jest od liczby p
a) wieksza o 100%

b) wigksza o 50%
c¢) wieksza o 40%
d) wieksza o 20%
e) wieksza o 5%
f) mniejsza o 5%

116. Dla funkcji f zdefiniowanej podanym wzorem oraz dla podanego zbioru Z roz-
strzygnad, czy funkcja f jest réznowartosciowa na zbiorze Z oraz podaé zbioér wartosci
funkcji f na zbiorze Z.

a) f(z) =% Z= [-3,-1)

b) f(x)=22 Z=(-3,4]
(z)=2?% Z=[-3,-2]U[3,5]
d) f(z)=2% Z=(-3,-2]U[3,4)

e) f(x)=2% Z=(0,3)
f) f(z)=2>-22+1, Z=(0,3)
g) flx)=2>+2z+1, Z=(0,3)

117. Czy prawdziwa jest roOwnosé
a) loga3=2-logy3;
) logy16=2-log39;
c) log,9=2-log43;
d) logs6=1+1logs37

o
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118. Czy réwnosé (va)' =aV? jest prawdziwa dla

119. Czy podana liczba jest liczbg catkowita podzielng przez 10
29!

a) 26!
36!

@;
c) 30t
28!
s
31!
120. Czy prawdziwa jest nieréwnosc¢
a) V3+Vv8<5;
b) V10+v17<7;
¢) Vb+V17<6;
d) V8+V15<77?

121. Czy podana liczba jest catkowita

122. Wiadomo, ze

") Zo0r, (M) =2002, (M) =3008
4) 7 \s) T \e) T

Czy prawda jest, ze
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123. Liczby catkowite dodatnie m i n sg dzielnikami liczby catkowitej dodatniej k.
Czy stad wynika, ze liczba k jest podzielna przez
a) mn;
b) m+n;
¢) najmniejsza wspélng wielokrotnosé liczb m i n;
d) najwiekszy wspélny dzielnik liczb m i n?
124. Czy nieréwnoé¢ 3z < x? +2 jest prawdziwa dla

a) x=logs2;
b) z=logs2;
c) r=1logs3;
d) x=logs5?
125. Czy podana liczba jest catkowita

15!

35 )

18!

38 )

16!

36 ;

i,

37
126. Czy réwnanie 23 +y* = 2° jest spetnione przez liczby
a) 1=28 y=25 »=2%;
b) z=2% y=2% »=2%;
c) x=2,y=2,z2=2;
d) 2=212 y=2% 2=2"7

a)
b)
c)

d)

a) a
b) a
c) a
d) a

127. Czy prawdziwa jest nier6wnosc¢
) 11 < 9
a) — < 2.
17 19’
11 11
b - .
USTASTE
) 11 < 13
o) 122,
17 157
11 9
d) —<—=7
UNTANT:
128. Czy réwnanie a®+2ab+b? = ¢? jest spetnione przez liczby
175, b=429, ¢=2006;
449, b=409, c=—-40;
449, =409, ¢ =40
449, b= —409, ¢ =407
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129. Czy nieréwnos¢ \/z+y < /x+,/y jest prawdziwa dla

a) z=9% y=25'3;
b) z=1log9, y=1log1137;
c) x=2006, y=_8024;
) o= () v=(J)?

130. Czy prawdziwa jest nieréwnosc¢
a) 21000 - g100,
b) 51003 < 95600,
c) 31001 < 9300,

d) 41002 < 22006 ?

Q.

131. Czy dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej x zachodzi rownosé

(xa)b =z 'xb )

jezeli

a) a=2,b=2;
b) a=2,b=5/2;
c) a=3,b=3;

d) a=3,b=3/27

|
132. Niech a,, = ?)n? Czy wtedy

a) a0 <ag;

o

) a0 < aso;
) asg <asr;

d) az;<as?

o

133. Dane sy takie liczby catkowite a, b, ¢, d, ze liczby a+b+c oraz b+c+d sg
nieparzyste. Czy stad wynika, ze
a) liczba a+d jest nieparzysta;
b) liczba b+c jest parzysta;
c¢) liczba a+d jest parzysta;
d) liczba b+c jest nieparzysta ?
134. Liczby rzeczywiste dodatnie x i y spelniaja nieréwnos¢ |r—y| <1. Czy stad
wynika, ze
a) |v?—y?|<1;
b) 2’ +y* <(v+y)*;
c) x+y<l;
d) 2?2 —y?|<z+y?
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135. Czy istnieje taka liczba rzeczywista M, ze dla dowolnej liczby catkowitej do-
datniej n zachodzi nieréwnosé

n
2
1
b) n* 4 :
n+1
1
n
n+1
d <M?
) n24+1

136. Dowolna liczba catkowita dodatnia jest podzielna przez mn wtedy i tylko wte-
dy, gdy jest ona jednoczesnie podzielna przez m i przez n. Czy powyzsze zdanie jest
prawdziwe dla

a) m=12, n=15;
b) m=15n=22;
c) m=13, n=18;
d) m=14,n=217

137. Czy dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ réznych od 1 zachodzi
réwnosé
a) log,(bc) = (log,b)+log.c;
b) log,(b°) = (log.b);
c¢) loga(b+c)=(log.b)-log,c;
d) (log,b)-logyc=log.c?

138. Czy prawdziwa jest nieréwnosc¢
a) logsb <logsh;
b) log0727 < 10g37 ;

o

) 108027 <logo37;
d) log,7 <loggs7?

139. Cgzy dla dowolnej liczby caltkowitej dodatniej n zachodzi rownosé
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140. Czy dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y, z speliajacych warunki
|lr—2| <1, |y—3|<1 oraz |z—5|<1 zachodzi nier6wnos¢
a) r+y+z<12;
b) zyz>10;
c) x+y+z>T7;
d) xyz<607
141. Czy liczba log,(n?+7) jest wymierna dla

Q0

Y

)
)
)
)

o

I

o

1
7
3;
57

3 3 3 3

o,

142. Czy jest prawda, ze
logs26 < v/22—3;

log 226 < /14 ;

log326 < V18—1 :

log226 < /267

143. Czy podana liczba jest wymierna
2) \/(5-2v6) +\/(T-2v6)";
b) \/(5+2¢E)2+\/(6—2\/E)2;
¢) \/(5—2\/7)2+\/(6—2\/7)2;
d) \/(4+2¢5)2+\/(5—2¢3)2?

144. Czy prawdziwa jest nieréwnosc¢
a) (501199 < (100!)5°;
b) 5222 < 333
c) 100! <10%%;
d) 100! <100%?

~—

a
b

o
N

d

~—

145. Dane sa takie liczby rzeczywiste a, b, ¢, ze liczby a+0b oraz a+b+c sa wymierne.
Czy stad wynika, ze
a) liczba a jest wymierna;
b) liczba b jest niewymierna;
c¢) liczba ¢ jest wymierna;

d) liczba b+-c jest wymierna ?

Lista 3 - 28 - Strony 17-30



Jarostaw Wroblewsk: Matematyka Elementarna, lato 2010/11

146. Dla dowolnej liczby naturalnej & liczba k? jest podzielna przez m wtedy i tylko
wtedy, gdy liczba k3 jest podzielna przez n. Czy powyzsze zdanie jest prawdziwe dla

a) m=23 n=2%;
b) m=28% n=21;
c) m=2° n=2%;

d) m=2",n=297?

147. Czy podane liczby tworza (w podanej kolejnosci) postep arytmetyczny tréjwy-
razowy

a) logrl, log73, log75;
b) log;25, log710, log74;
c) logr1, log74, log716;
d) logr4, log76, log;97

148. Czy istnieje liczba naturalna, ktorej kwadrat
a) ma sume cyfr réwna 12;
b) jest zakonczony cyframi ...222;
¢) ma sume cyfr rowna 13;

d) ma sume cyfr réwng 147

149. Czy funkcja f okre$lona wzorem f(z)={z} (czes¢ utamkowa) jest réznowarto-
Sciowa na przedziale

150. Obliczy¢ (znak [ | oznacza cze$¢ catkowita)
a)
VO0+1] =i,
b
VB0 +4| =i,
o
VB0 +2| =,
a§
VT04+3] =i,
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151. Poda¢ zbior rozwigzan nieréwnosci
a)
—1<2? <258 T €,
b)
I<2°<32ETE i,
c)
1< <27 T € i,
d)
1<z <16 T €,

152. Uprosci¢ podane wyrazenia podajac wynik w postaci liczby catkowitej
a)
loggl2+43-loggl8+loge24 =i
b)
3-loggl2+45-loggl8+loge2d=......coeeiiiiiiiii.
c)
2-loggl2+44-loggl8+loge2d=.......oeeiiii.
d)
logl2+5-loggl8+42-logg2d =.....ccooeiiiiiiii

153. Wskazaé¢ taka liczbe naturalng £, ze
10F <n < 10%.
a)
n=3000!, k=......
b)
n=2120.(1000)10 k=

c)
=656 k= ..

154. Dla podanych liczb a, b wskazac¢ taka liczbe ¢, ze liczby
log,37, log,37, log.37

tworza (w tej wlasnie kolejnosci) postep arytmetyczny trojwyrazowy.
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