Jarostaw Wroblewsk: Matematyka Elementarna, lato 2010/11

155. Uporzadkowaé¢ podane liczby w kolejnosci niemalejace;j.
sinb0°, cos80°, sin170°, cos200°, sin250°, cos280°.

156. Naszkicowa¢ wykres funkcji f zdefiniowanej wzorem
a) f(z)=
b) f(x)=cos3z
c) f(x) —Sm(x/ 2)

d) f(z)=sin’x

e) f(z)=cos’x

f) f(xz)=(14cos2x)/2
g) f(x) = (1—cos2z)/2
h) f(z)=3+5cosz

i) f(z) =sinmz
157. Ktora liczba jest wigksza?

=sin2x

a) sinl® czy sinl
b) sin2° czy sin2
c) sin3° czy sin3
d) sin4® czy sin4
e) sinb° czy sinb
f) sin6° czy sin6
158. Uproéci¢ wyrazenie, w ktérym n przebiega liczby naturalne.
a) sinnm
b) sinn?r
c) cosnm
d) cosn’m
e) cos(n’+n)w
f) sin((2n+1)7/2)
g) sin((2n—1)7/2)
Dopuszczalne odpowiedzi: 1, 0, (—1)", (—1)"*,
159. Dla kazdej z liczb n=1,2,3,...,23 rozstrzygnac, czy liczby sinn oraz cosn sg
dodatnie.
160. Rozwiaza¢ rownania i nierownosci.
a) sinz >1/2
b) cosz < 1/2
c) sinx > cosx
d) [4sin2aj} =2
e) {cos’r}=3/4
f) V14 cosz =+/2-cos(z/2)
g) sin®z + costz = cos?x +sin’ x
161. Jaka najmniejsza i najwieksza warto$¢ przyjmuje wyrazenie

Sinz - cosx - cos2x - cosdx - cos8x - cos16x 7
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162. Czy funkcja f zdefiniowana podanym wzorem jest parzysta? Nieparzysta?

a) f(x)=0

b) f(x)=37

c) f(x)=2x

d) f(z)=22*+1

e) f(z)=14z°+623

f) f(zx)=a%+2a®

g) f(z)=sin*"z-cos?x
h) f(z)=sin**z-cos’"x

M gin® gz cos?

)=
j) f(x) =2 sin* 2 -cosx
k) f(:p):x666 sm24x Cos37x

t) f(z)=(23+1)cosz
163. Dla kazdej z liczb i € {1,2,...,13} wskaza¢ taka liczbe
j€{1,2,...,13}, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x

fifi(z))=z.

fi(z)=37+x
fs(z)=a—-37
fa(z) =32 -2
fs(z)=3x—4
frla) =5 +2

r 2
Ar)=3+3
fola) =2+
f10($)_—ix+4‘55’
fule) =22~ "al
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5 3
fuale) = o+ 1o

fiolw) = 22— Jal

164. FunkCJa f spetnia warunki
fB=z)=[f(z),  [f(6—z)=[f(z)

dla dowolnej liczby rzeczywistej x. Dowie$é, ze funkcja f jest okresowa i parzysta.

165. Udowodni¢ podang nierownos¢ dla odpowiednio dobranej liczby naturalnej n > 1.
a) n1000 < on
b) 1000™ < n!

11 1
€) 1o 5+ > 1000

d) 1+f+f+...+\/‘> 1000n

166. Majac narysowany okrag i jego srodek, skonstruowac¢ kat prosty przy uzyciu
samej linijki.

167. Punkt O jest $rodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC. Wiadomo, ze

SAOB =JACB+60°.

Wyznaczy¢ miare kata ACB .

168. To samo pytanie, gdy O jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC.

169. W trojkacie ABC kat przy wierzchotku A ma miare 30°, a boki AC'i BC' maja
dhugosci odpowiednio v/3 oraz 1. Wyznaczyé dtugoéé boku AB.

170. W trapezie o wysokosci 9 ramiona majg dtugosci 15 1 41, a jedna z podstaw ma
dtugosé 60. Jaka jest dlugos¢ drugiej podstawy?

171. Wyznaczy¢ wszystkie trojkaty prostokatne o bokach dtugosci catkowitej, w kto-
rych jedna z przyprostokatnych ma dtugosé
a)7
b) 9
c) 12

172. Niech 0 <a < b < c. Dokonczy¢ i uzasadni¢:
a) Z odcinkéw o dtugosciach a, b, ¢ mozna zbudowaé tréjkat wtedy i tylko wtedy, gdy ...
b) Z odcinkéw o dtugosciach a, b, ¢ mozna zbudowaé tréjkat prostokatny wtedy i tylko
wtedy, gdy ...
¢) Z odcinkéw o dhugosciach a, b, ¢ mozna zbudowaé tréjkat rozwartokatny wtedy i tylko
wtedy, gdy ...
d) Z odcinkéw o dtugosciach a, b, ¢ mozna zbudowaé tréjkat ostrokatny wtedy i tylko
wtedy, gdy ...
e) Z odcinkéw o dhugosciach a, b, ¢ mozna zbudowaé tréjkat o jednym z katéw majacym
miare 120° wtedy i tylko wtedy, gdy ...
f) Z odcinkéw o dlugosciach a, b, ¢ mozna zbudowaé tréjkat o jednym z katoéw majacym
miare 60° wtedy i tylko wtedy, gdy ...
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173. Srodek okregu opisanego na tréjkacie lezy na prostej przechodzacej przez jeden
z jego wierzchotkow i srodek przeciwlegtego boku wtedy i tylko wtedy, gdy trojkat jest ...

174. W trojkacie o bokach podanej dtugosci wskazaé kat, ktorego miara wyrazona w
stopniach jest liczbg catkowita.
a)3,4,5
b) 3,5, 7
c)3,7,8
175. Ponizsze warunki dotycza czworokata wypuktego. Potaczy¢ je w pary warunkow
rownowaznych.
a) w czworokat mozna wpisa¢ okrag
b) na czworokacie mozna opisaé okrag
c) czworokat jest rownolegtobokiem
d) czworokat jest rombem
e) czworokat jest prostokatem
f) sumy miar przeciwleglych katéw sa rowne
g) sumy dlugosci przeciwlegtych bokéw sa réwne
h) sumy kwadratéw dtugosci przeciwleglych bokéw sa réwne
i) przekatne sa réwnej dlugosci i dzielg sie na potowy
j) przekatne sa prostopadtle i dziela si¢ na potowy
k) przekatne sa prostopadite
1) przekatne dziela sie na potowy
176. Pole dowolnego wielokata o obwodzie p opisanego na okregu o promieniu 7 jest
rowne S. Czy powyzsze zdanie jest prawdziwe dla
a)p=12,r=1,5=6
b) p=16,r=2, S=18
c) p=20,r=3,5=30
d) p=24,r=4,5=50
e) p=28,r=>5 5=170
177. Jesdli w poprzednim zadaniu udzielitl(a/e)$ 3 odpowiedzi TAK i 2 odpowiedzi
NIE, rozwiaz je ponownie, tym razem poprawnie.
178. Czy istnieje czworokat, ktérego boki maja dtugosci (w podanej kolejnosci)
a) 1, 3,10, 15
b) 2, 4, 10, 15
c) 3, 27, 10, 15
d) 4, 30, 10, 15
179. Wyznaczy¢ potozenie punktéw stycznosci okregu wpisanego w trojkat o bokach
3, 4, 5 do bokéw tego trojkata.
180. Trzy kolejne boki wielokata opisanego na okregu maja dtugosci a, b, ¢ (z zacho-
waniem kolejnosci). Jaki warunek musza spetiaé a, b, ¢, aby bylo to mozliwe?
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181. Na okregu opisano pieciokat o bokach 3, 4, 5, 6, 7 (w tej kolejnosci). Wyznaczy¢
potozenie punktow stycznosci okregu do bokéw pieciokata.

182. Piec¢ kolejnych bokéow wielokata opisanego na okregu ma dtugosci a, b, ¢, d, e (z
zachowaniem kolejnosci). Wykazaé, ze wowczas

b+d<a+tc+e.

183. Wykazaé, ze dla szesciokata o bokach a, b, ¢, d, e, f (z zachowaniem kolejnosci)

rOwnosé
atcte=b+d+f

jest warunkiem (koniecznym /dostatecznym)! na to, aby w szesciokat mozna byto wpisaé
okrag. Pokaza¢ na przykladzie, ze nie jest to warunek (konieczny/dostateczny)?!.

184. Poda¢ 4 przyktady parami niepodobnych tréjkatow rownoramiennych, z ktorych
kazdy mozna podzieli¢ na dwa trojkaty réwnoramienne.

185. Dany jest dwunastokat foremny A;AsAs...Aj5. Dla podanych dwoch przekat-
nych wskazac¢ trzecia przekatna przechodzaca przez ich punkt przeciecia.
a) A1 Az, AsAg
b) A1 A5, AyAsg
c) A1As, A3A;
d) A Ag, AsAg

186. Dany jest jedenastokat foremny A; A3As...Aj;. Potaczyé podane czworokaty w
pary czworokatow przystajacych
a) A1 Ay A4Ag
b) A1 A3A7 AL
C) A AL A WAL
d) A1 AgAgAig
e) A1 AgAgAny
f) A1 A A3Ag
g) A1AsAsAn
h) Aj A3 A4 As
Ktore czworokaty maja réwne pola?

187. Dla ktorych liczb naturalnych n > 3 ponizsze zdanie jest prawdziwe
a) Dowolny n-kat wpisany w okrag i majacy wszystkie boki réwnej dtugosci jest foremny.
b) Dowolny n-kat wpisany w okrag i majacy wszystkie katy réwnej miary jest foremny.
¢) Dowolny n-kat opisany na okregu i majacy wszystkie boki réwnej dtugosci jest forem-
ny.
d) Dowolny n-kat opisany na okregu i majacy wszystkie katy rownej miary jest foremny.

188. Na ptlaszczyznie dany jest trojkat ABC. Ile co najwyzej moze istnie¢ takich
punktéw D réznych od C, ze proste AB i CD sg prostopadte, a przy tym

JYACB=9YADB ?

Iniepotrzebne skreglié
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Powtorka

Uwaga: Ponizsze zadania sa zadaniami do samodzielnej powtorki - na zajeciach roz-
wigzemy tylko czes¢ zadan z tej listy.

Prosze umie¢ wskaza¢ zadania, ktére wymagaja omdwienia.

Kolokwia nr 3 (9 czerwca 2011) i 4 (16 czerwca 2011) beda zaktada¢ umiejetnosé
rozwigzania zadan 1-216 oraz umiejetnosé¢ samodzielnego my$lenia.

1
Flz) = [az 4 } -
2
Naszkicowaé¢ wykres funkcji f oraz wykresy nastepujacych funkcji

a) fi(x)=f(2x)
(

189. Niech

b) fo(e) = {2/
) fsla)=2/(z)

d) fi() = f (w+5)
) fsla)=1 (+5)
£) fole) =1 (- 5)

8) fi(r) =5~ ()

) fu() = f (o)
y oo
§) fule) =127

1) fro(@)=5f(2)+3z

190. Naszkicowaé¢ wykres funkcji f zdefiniowanej podanym wzorem

1
SRCEr=]
c) f(x):2+9i+3
a) fa)=1--
e)f&ﬂzl—ﬁﬂ

1
D fB=1-

Lista 4 - 36 - Strony 31-41



Jarostaw Wroblewsk: Matematyka Elementarna, lato 2010/11

h) f(@) =1~
i) o) =[1-—

D =1
S

191. Dziewieciokat AjAsAs... Ag jest foremny. Wyznaczy¢ miary katow trojkata
a) A1A3A7 b) A2A3A8 C) A3A4A5

192. Czy liczba (2%)" jest wymierna dla

I
SESH

8 8 8 8

I

=

ee

193. Czy nier6wnosé¢ 12z < 22+ 32 jest prawdziwa dla podanej liczby = (pierwiastek
jest w wyktadniku)

a) z=2Y3,
b) w:2ﬁ1;
¢) z=2V5;
d) z=2V77?

194. Liczby rzeczywiste z, y speliaja nieréwnoséé |z —y| < 1. Czy stad wynika, ze
a) |2z+2y|<10;
b) |22 —2y|<10;
c) |3x—2y|<10;
d) |z+y| <107

195. Deltoidem nazywamy dowolny czworokat wypukly, w ktorym przekatne sa
prostopadle, a jedna z nich dzieli druga na potowy (ale druga pierwszej juz nie musi).
Czy stad wynika, ze
a) w dowolny deltoid mozna wpisaé okrag
b) w dowolnym deltoidzie istnieja dwa sasiednie boki réwnej dtugosci;
¢) na dowolnym deltoidzie mozna opisa¢ okrag ;

d) w dowolnym deltoidzie istnieja dwa przeciwlegte boki réwnej dtugosci ?
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() <)

196. Czy nieréwnosé

jest prawdziwa dla

a) m=2007, n=2008;

b) m=2008, n=2010;
¢) m=2007, n=2009;

d) m=2008, n=20097

197. Funkcja f jest okreslona wzorem

Fl) =i}~

gdzie {x} oznacza cze$é utamkowsq liczby z. Czy stad wynika, ze

Y

a) funkcja f jest parzysta;
b) funkcja f jest réznowartosciowa ;
c¢) funkcja f jest nieparzysta;

d) funkcja f jest okresowa ?

198. Czy istnieje taka liczba naturalna n, ze liczba n®
a) jest podzielna przez 2, ale nie jest podzielna przez 2°;
b) jest podzielna przez 87, ale nie jest podzielna przez 8°;
c) jest podzielna przez 25, ale nie jest podzielna przez 2°;

d) jest podzielna przez 47, ale nie jest podzielna przez 4% ?

199. Liczby rzeczywiste z, y spelniaja nieréwnoéé¢ z2+y? < 1. Czy stad wynika, ze
a) z+y>0;
) Ty <2;
) rHy<l1;
) v+y>27

o o

o,

200. Czy liczba log, (n—24) jest wymierna dla
a) n=25;
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201. Dla dowolnej liczby naturalnej k liczba k? jest podzielna przez m wtedy i tylko
wtedy, gdy liczba k? jest podzielna przez n. Czy powyzsze zdanie jest prawdziwe dla

a) m=4,n=3§;
b) m=9, n=27;
c) m=3,n=9;
d) m=8n=167

202. Czy réwnosé cosa =sin(4a) jest prawdziwa dla
a) a=18°;

203. Dla dowolnej liczby naturalnej k liczba k jest podzielna przez (n+1)! wtedy i
tylko wtedy, gdy liczba k jest podzielna przez n! i przez n+1. Czy powyzsze zdanie jest
prawdziwe dla

a) n=10;
b) n=16;
c) n=11;
d) n=147

204. Czy podana liczba jest podzielna przez 200

a) 1234567890987654321160% ;
b) 1234567890987654321036° ;
c) 1234567890987654321222% ;
d) 1234567890987654321100% ?

205. Czy prawdziwa jest nierownosé
a) V10-3<1/6;
b) V37T—6<1/11;
c) V1T—4<1/6;
d) v26-5<1/117

206. Czy prawdziwa jest nierownosc
1111124222222 < 4-111112;
11111°4+22222% < 27-111115;
1111134222223 <9-111113;
111114422222 <25-1111147

~—

a
b
¢
d

_ —
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207. Czy nierownos¢ log,2 < log,3 jest prawdziwa dla

208. Czy réwnosé 2™ - 4™ = 8T jest prawdziwa dla
a) m=1,n=2;
b) m=4,n=-2;
c) m=2,n=—4;
d) m=3,n=37

209. Obliczy¢ wartosci podanych wyrazen. [z] oznacza cze$é catkowita liczby .

loga (145 +5+7+3++ 52| =
0g2 9 3 4 5 64 )| T

[1og3 \/_+x/_+f+f+\/_)] .........................

( 1 1
log2(1+ RS R )} .........................
(

o =
~— ~—

o
~

237475 128
d) [logz (VB4 VE+VE+VT+VI0) =i

210. Poda¢ wartosé logarytmu log,b w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskra-
calnego, jezeli b=+/2 oraz

a) a= V4, 1ogeb=..ccccccoiiiiii..
b) a= Y32, logab=..coviiiiiiiiiiinan,
c) a=+/8, 10gab=.ccicvieioeicii..
d) a= V16, logsb=....cccccececoiii..

211. Dany jest 13-kat foremny A; A5 As... Ay3. Dla podanych ¢, j wskazaé taka liczbe
k, ze trojkat A;A;Ax jest trojkatem réwnoramiennym ostrokatnym
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212. Podaé zbidr rozwiazan nieréwnosci w liczbach rzeczywistych x € [0, 7]

213. Poda¢ przyktad takich liczb naturalnych m, n, ze
NWD(m,n) <m <n<NWW(m,n),

a ponadto

a) NWD(m,n)=1, NWW(m,n) =15, m=....ccccceeeverirrnr.. T =it
b) NWD(m,n)=1, NWW(m,n) =30, m=....cccccceeeurrrenr.... T =it
¢) NWD(m,n) =2, NWW(m,n)=24, m=......cccecoeeeen. M=ttt
d) NWD(m,n) =3, NWW(m,n) =36, m=......cccceecverrern.. T =i

214. Poda¢ miare 3 kata wewnetrznego n-kata wypuktego, jezeli wiadomo, ze kazdy
z pozostatych n—1 katow ma miare a.

a)n=3, a=45° [=. i
b) n=6, a=140° B=.iiiiierrrrn.
Q) n=4, a=100°, B=rccoorcirmrrrcrrrrro...
A n=5 a=100° B=rorceorrcrrrrcrrn
215. Podaé zbidér rozwigzan nierownosci
) T2 Tttt
D) 3 CBATZ oo
C) @3 Lot
) T CLBT2 i

216. W dowolnym n-kacie wypuktym liczba przekatnych jest k razy wicksza od liczby
bokéw. Powyzsze zdanie jest prawdziwe dla

a) k=20raz n=.....ccccceerrennirrn.
b) k=10 oraz n=......ccccecueererrennn.
c) k=3 oraz n=.....ccccoeerirrn..
d) k=boraz n=......cceeeeernircn.
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