Matematyka Elementarna, 2007/08
Logarytmy

46. Uprosci¢ wyrazenia
a) 42+10g27
b) log ;52 -logs9
c) logs2+1logss9

47. Dla ilu tréjek liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ réznych od 1
spetniona jest podana réwnos$é¢? Dla wszystkich? Dla zadnej? Dla nie-
ktorych (podaé 3 przyktady, a jesli przyktadéw jest mniej niz 3, podaé
wszystkie)?

a) log, (bc) = (log,b) +log,c
b) log, (be) = (log,b) -log,c

c) log,(b+c) = (log,b) -log,c
d) log,(b+c) = (log,b) +1log,c
e) (log,b)-log,c=log,c

f) log, (b°) =c-log,b

g) log, (b°) = (log,b)"

48. Bez uzycia kalkulatora rozstrzygnaé, ktora liczba jest wicksza:
a) log,7 czy logs7
b) log,,7 czy log, 37
c) log,7 czy log, 37
d) log,,7 czy logy7
e) log,0,7 czy logs0,7
f) log, 50,7 czy log, 30,7
g) log,0,7 czy log, 30,7
h) log,,0,7 czy logs0,7
i) logy27 czy log,8
Jj) logs8 czy logyh
k) log;127 czy log,,999
1) log5100 czy log,10
m) (log,3)-logs7 czy (log,7)-logs3
n) (log,3)-log,5 czy (log,9)-log,425
o) log,3 czy logsb
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p) log,7 czy log;19

q) log,3 czy log;13

r) logsb czy log;;56

Wskazéwka do kilku ostatnich pytan:

Wiadomo, ze warto$¢ utamka nie zmieni sig¢, jezeli licznik i mianownik
pomnozymy przez te sama liczbe rézna od zera.

Podobnie, warto$é¢ logarytmu nie zmieni sig¢, jezeli podstawe i liczbe
logarytmowang .....

Liczby wymierne i niewymierne

49. Czy liczba 0,9999999999999999999999999999... jest wymierna,
czy niewymierna?

50. Obliczy¢ podajac wynik w postaci utamka zwyktego
a) /0, (4) + §/3,374(9)
b)(0,2(9)+1,(09))-12,(2)
c) (0,(037))%®)

51. Dowies¢, ze podane liczby sa niewymierne
a) V2
b) V2
c) V5+VT
d) log;10
e) log;,6

52. Rozstrzygnac, czy liczba log,3+log,b jest wymierna czy niewy-
mierna.

OszusTwo  53.

ZADANIE: Dowies¢, ze liczba /3 — V8—1+/2 jest niewymierna.

Rozwigzanie I:

Liczba —4/2 jest niewymierna. Takze liczba \/3 — /8 jest niewymier-
na, bo gdyby byla wymierna, to jej kwadrat 3 —+/8 tez bylby liczba
wymierng, a nie jest. Zatem liczba \/3 — v/8 — v/2 jest niewymierna jako
suma liczb niewymiernych.
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Rozwigzanie I1:

Przeprowadzimy dowéd nie wprost. Zatézmy, ze liczba /3 — /8 — /2
jest wymierna i oznaczmy ja przez w. Wtedy

w=1\3— V8—V2
w+v2=13-V8
w? +2V2w+2=3-2v2
2vV2(w+1) + (w—1)(w+1) =0
Dzielac ostatnia rownosé przez w+ 1 otrzymujemy
2V2+w—1=0,

co stanowi sprzecznos¢ z zalozeniem wymiernosci liczby w, gdyz lewa
strona rownosci jest liczba niewymierna i nie moze by¢ réwna 0.
Czy powyzsze rozwigzania sg poprawne?

54. Liczby a i b sa dodatnie i niewymierne. Czy mozemy stad wnio-
skowad, ze liczba a+b jest niewymierna?
55. Dla ktoérych liczb naturalnych m i n wigkszych od 1 liczba
log,,,(mn)-log, (mn)
log,,,(mn)+log, (mn)
jest wymierna, a dla ktérych niewymierna?

56. Czy liczba log \/571)(\/5—1— 1) jest wymierna czy niewymierna?
57. Czy liczba
ologsd _ slogs?2
jest wymierna czy niewymierna?

58. Liczby a+b, b+c i c+a sa wymierne. Czy mozemy stad wnio-
skowacé, ze liczby a, b, ¢ s wymierne?

59. Liczby a+b, b+c i c+a sa niewymierne. Czy mozemy stad wnio-
skowa¢, ze liczba a+0b—+c jest niewymierna?

60. Liczby a+b, b+c, c+d i d4+a sa wymierne. Czy mozemy stad
wnioskowad, ze liczby a, b, ¢, d s wymierne?
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61. Niech n bedzie liczba naturalna. Majac do dyspozycji nawiasy,
n, liczby catkowite oraz znaki +,—,-,: 1 Nan zapisacé liczbe niewymierng
dodatnia mniejsza od %

62. Suma wyrazow rosnacego postepu arytmetycznego 2007-wyrazo-
wego o wyrazach dodatnich jest liczba wymierna. Czy stad wynika, ze
co najmniej jeden wyraz postepu jest liczbg wymierng?

63. To samo pytanie dla postepu 2008-wyrazowego.

TEST: 20 przyktadow.

Odpowiedzi, ktorych poprawnosci nie da si¢ uzasadni¢ elementarnie,
nie moga by¢ zaliczone. Wszystkie przyktady mozna podaé bez uzywa-
nia operacji bardziej skomplikowanych niz logarytmy i pierwiastki.

64. Dac przyktad takiej liczby rzeczywistej z, ze
a) 0 <z <1 oraz z jest niewymierna,
b) V5 <2 < /6 oraz x jest wymierna,
c) i 2% sq niewymierne, ale ¥’ jest wymierna,
d) z* i 25 sa wymierne, ale 2% jest niewymierna,
e) (r+1)? jest niewymierna,
f) z jest niewymierna, ale a:+i jest wymierna,
g) x jest niewymierna i 2% jest niewymierna,
h) 27 +37 jest liczba niewymierna,
i) 27 43" jest liczba wymierna,
j) logy,x +1logsx jest liczba niewymierna,
k) log,x+logyx jest liczba wymierna,
1) log,z-logyx jest liczba niewymierna,
m) log,x-logsx jest liczba wymierna,
n) 2% +log,x jest liczba catkowita dodatnia,
0) 2% +log,x jest liczba niewymierna,
p) x+log,x jest liczba wymierna niecatkowita,
q) zV? jest liczba wymierng niecatkowita,
r) 22 jest liczbg niewymierna,
s) log,(1+x) jest liczba wymierna,
t) log,(1+x) jest liczba niewymierna.
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