Jarostaw Wroblewsk: Matematyka Elementarna B, 2008/09

1. Elementy szkolnej teorii liczb: liczby naturalne, podziel-
nos$¢, silnie, reszty z dzielenia kwadratéow i szeScianow przez
mate liczby, liczby pierwsze, jednoznaczno$¢ rozkladu na czyn-
niki pierwsze (bez dowodu), najwiekszy wspoélny dzielnik, naj-
mniejsza wspolna wielokrotnosé¢, algorytm Euklidesa, cechy po-
dzielnosci przez 2, 4, 8, 5, 25, 125, 3, 9.

Uwaga: Przyjmujemy, ze 0 nie jest liczbg naturalng, tzn. liczby naturalne sa to
liczby catkowite dodatnie. Zaznaczy¢ jednak nalezy, ze nie ma w tej kwestii uzgodnionego
nazewnictwa i w wielu podrecznikach liczba 0 jest uwazana za liczbe naturalna.

1. Uzupetnié ceche podzielnosci przez 9:
Dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba k jest podzielna przez 9 wtedy i tylko wtedy,
AV e jest podzielna przez 9.

2. Uzupetnic¢ uogoélniong ceche podzielnosci przez 9:
Dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba k przy dzieleniu przez 9 daje taka sama reszte,
jaka przy dzieleniu przez 9 daje .........ccooii

3. Skrytykowa¢ i poprawi¢ podane sformutowanie cechy podzielnosci przez 4.
Liczba jest podzielna przez 4 wtedy i tylko wtedy, gdy jej dwie ostatnie cyfry sa podzielne
przez 4.

4. Uzupethié¢ ceche podzielnodci przez 12:
Dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba k jest podzielna przez 12 wtedy i tylko wtedy,
gdy suma cyfr Hezby Kk .oovveniiiiiiiiiiei , a liczba utworzona przez
dwie ostatnie cyfry liczby & ...

5. Wyjasni¢ i poprawi¢ btad w nastepujacym wyprowadzeniu cechy podzielnosci
przez 24:
Dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba k jest podzielna przez 24 wtedy i tylko wtedy,
gdy jest podzielna przez 4 i 6. Liczba jest podzielna przez 4 wtedy i tylko wtedy, gdy
liczba utworzona przez jej dwie ostatnie cyfry jest podzielna przez 4. Liczba jest podziel-
na przez 6 wtedy i tylko wtedy, gdy jej cyfra jednosci jest parzysta, a suma jej cyfr jest
podzielna przez 3. Laczac powyzsze otrzymujemy:
Dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba k jest podzielna przez 24 wtedy i tylko wtedy,
gdy spetnione sg nastepujace trzy warunki:
(7) liczba utworzona przez dwie ostatnie cyfry liczby k jest podzielna przez 4,
(71) suma cyfr liczby k jest podzielna przez 3,
(7i1) cyfra jednosci liczby k jest parzysta.

6. Czy podana cecha podzielnosci przez 4 jest poprawna? Jesli nie, to na czym polega
btad i jak go naprawic?
Dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba k jest podzielna przez 4 wtedy i tylko wtedy,
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gdy liczba utworzona przez trzy ostatnie cyfry liczby k jest podzielna przez 4.

7. W liczbie 372000000175 wpisa¢ w miejsce obu znakéw zapytania taks samag cyfre
tak, aby otrzymac liczbe podzielng przez 75. Poda¢ wszystkie rozwiazania.

8. W liczbie 312000000177 wpisa¢ w miejsce znakéw zapytania takie cyfry (moga by¢
rézne), aby otrzymaé liczbe dajaca przy dzieleniu przez 72 reszte 5. Podaé wszystkie
rozwigzania.

9. Poda¢, bez wykonywania bezposrednich obliczen, trzy ostatnie cyfry liczby 23!

10. Ktoéra z liczb jest wicksza
a) 10! czy 100 ?
b) 20! czy 1010 ?
c) 20! czy (101)2 7
d) 100! czy (10110 ?
e) 10! czy 6!-7! 7

11. Niech n bedzie liczbg naturalna. Jaka reszte daje
a) liczba Tn+8 przy dzieleniu przez 7 7
b) liczba 6n+11 przy dzieleniu przez 3 ?
c) liczba 10n—3 przy dzieleniu przez 10 ?
d) liczba 10n—23 przy dzieleniu przez 10 7
e) liczba 10n—23 przy dzieleniu przez 10, jezeli n=1 ?

12. Dowies¢, ze w ciggu 3, 6, 12, 15, 21, 24, 30, 33, 39, ..., w ktorym kazdy kolejny
wyraz powstaje z poprzedniego przez dodanie sumy cyfr, nie wystepuje liczba 2008.

13. Jakie reszty moze dawa¢ kwadrat liczby catkowitej przy dzieleniu przez 37 Przez 47
Przez 87 Przez 57

14. Jakie reszty moze dawaé szedcian liczby catkowitej przy dzieleniu przez 77 Przez 97

15. Dowies¢, ze liczba naturalna o sumie cyfr rownej 47 nie moze by¢ ani kwadratem,
ani sze$cianem liczby catkowite;j.

16. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne d, dla ktorych prawdziwa jest nastepujaca
cecha podzielnosci przez d:
Dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba k jest podzielna przez d wtedy i tylko wtedy,
gdy liczba utworzona przez dwie ostatnie cyfry liczby k jest podzielna przez d.

17. Uzupetnié¢ ceche podzielnosci przez 1125:
Dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba k jest podzielna przez 1125 wtedy i tylko wtedy,
gdy suma cyfr liczby & ...oooovviiiiii , a liczba utworzona przez
....... ostatnie cyfry liczby K ...
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18. Dowiesé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba n? —n jest parzysta, liczba

n® —n jest podzielna przez 6, a liczba n® —n jest podzielna przez 30.

Wskazéwka: n® —n=(n—2)(n—1)n(n+1)(n+2)-+cos.

19. Wyznaczy¢ wszytskie liczby naturalne n > 1, dla ktérych liczba n? —1 jest pierw-
sza.

20. Wyznaczy¢ wszytskie liczby pierwsze p, dla ktorych liczba 3p+1 jest pierwsza.
21. Wyznaczy¢ wszytskie liczby pierwsze p, dla ktoérych liczba p? +2 jest pierwsza.
22. Czy istniejg liczby naturalne m, n spetniajace rownanie

6" =12"7

23. Czy istniejg liczby naturalne m, n, k spelniajace réwnanie
612" =18%7?

24. Cgzy istnieja liczby naturalne m, n, k spetniajace réwnanie
18™-24" =127

25. Wskazaé takie liczby naturalne m, n, ze
m3n4 — 211 . 37 . 513 )
26. Ktora liczba jest wieksza, 281810 czy 619 ?

27. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne d o nastepujacej wtasnosci: Dla dowolnych
liczb naturalnych m, n, jezeli iloczyn mn jest podzielny przez 7, to co najmniej jedna
z liczb m, n jest podzielna przez d.

28. To samo z liczba 24 zamiast 7.
29. Obliczy¢ NWD(24!, 242%).

30. Obliczy¢ NWW(12!2,1818).

31. Ile zer koncowych ma liczba 33! 7

32. Niech a=2*-37-5% p=26.311.55 ¢=210.33.72,
Obliczy¢ NWD(a,b,c) oraz NWW(a,b,c).

33. Niech a=2%-3"7-6% b=26.311.45 ¢=210.33.10%
Obliczy¢ NWD(a,b,c) oraz NWW(a,b,c).

34. Na wyspach Bergamutach podobno jest kot w butach i podobno uzywaja tam
tylko liczb naturalnych dajacych przy dzieleniu przez 3 reszte 1. To ograniczenie nie
pozwala na wykonywanie dodawania, ale mnozenie nie sprawia ktopotu. Mozna tez bez
problemu mowic o podzielnosci liczb. Liczba 4 jest uwazana za liczbe pierwsza, bo oprocz
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11 4 nie ma zadnego innego dzielnika sposrod liczb uzywanych na Bergamutach. Ktore
sposrod liczb mniejszych od 30 sa na Bergamutach uwazane za pierwsze, a ktore za
ztozone? Czy na Bergamutach prawdziwe jest twierdzenie o jednoznacznosci rozktadu
na czynniki pierwsze?

35. Potlaczy¢ podane warunki w grupy warunkow réwnowaznych dla dowolnej liczby
naturalnej n.
a) liczba n jest nieparzysta
b) liczba n jest wzglednie pierwsza z 6
c) jedna z liczb n—1, n+1 jest podzielna przez 4
d) jedna z liczb n—1, n+1 jest podzielna przez 6
e) jedna z liczb n—1, n+1 jest podzielna przez 8
f) liczba n?—1 jest podzielna przez 4
g) liczba n?—1 jest podzielna przez 8
h) liczba n?—1 jest podzielna przez 12
i) liczba n?—1 jest podzielna przez 16
j) liczba n?—1 jest podzielna przez 24

36. Niech n!l!=n(n—2)(n—4)... bedzie iloczynem liczb naturalnych nie wigkszych
od n i bedacych tej samej parzystosci, co n. Ile zer koncowych maja liczby 34!! oraz
35117

37. Dowies¢, ze iloczyn dowolnych czterech kolejnych liczb naturalnych powigkszony
o jeden jest kwadratem liczby catkowite;j.

38. Obliczy¢
a) NWD(254678914%7, 10%%)
b) NWD(472851364%3, 250)
c) NWD(100000008%°, 1216)
d) NWD(100000011%, 3003%)
e) NWD(2000000043!, 24%4)
f) NWD(18465210275, 1017)
g) NWD(7771428426328%, 1437)
h) NWD (1122334455666, 4437)
i) NWD(12468945716272%, 1417, 330%3)
j) NWD(1352263965789126%, 2619, 3922)
k) NWD(1028, 1040)
1) NWD(1038, 1050)
m) NWD(2-10'%° +1,5-10'° +7)

39. Wskaza¢ najmniejsza (o ile taka w ogdle istnieje) liczbe naturalng k, dla ktorej
podane wynikanie jest prawdziwe dla dowolnych liczb naturalnych m, n i (ewentualnie) r.
a) 3*lmn = (33|mv33n)

b) 5%|mn = (5%mV57|n)
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c) ™ mnr = (7°|lmV nV 7%|r)
d) 4*|mnr = (45|m Vv 43|n Vv 4'2|r)
e) 6% |lmnr = (65\mV63|nV6'3|r)

40. Uporzadkowa¢ podane liczby w kolejnosci rosnacej

a=90-60"
b=15%-1207
c=27.30"
d =601

e =400-45°
f=725.51

g= 5500002

41. Pani napisata na tablicy pewna liczbe¢ naturalng. Troje uczniow spostrzegto i wy-
powiedziato pewne wlasnosci napisanej liczby. Niestety, tylko dwoje uczniow podato wta-
snosci poprawne, a trzeci uczen sie pomylit. Ktéry uczen popetnit btad?

Wersja I
Przemek: Napisana liczba jest kwadratem liczby catkowitej.

Edgar: Suma cyfr napisanej liczby jest réwna 38.
Gosia: Napisana liczba przy dzieleniu przez 9 daje reszte 2.

Wersja 11
Przemek: Napisana liczba jest kwadratem liczby catkowite;j.

Edgar: Suma cyfr napisanej liczby jest rowna 32.
Gosia: Napisana liczba przy dzieleniu przez 9 daje reszte 7.

Wersja 111
Przemek: Napisana liczba jest kwadratem liczby catkowite;j.

Edgar: Suma cyfr napisanej liczby jest rowna 19.
Gosia: Napisana liczba przy dzieleniu przez 9 daje reszte 3.

Wersja IV
Przemek: Napisana liczba jest kwadratem liczby catkowite;j.

Edgar: Suma cyfr napisanej liczby jest rowna 2004.
Gosia: Napisana liczba konczy sie cyframi 2005.

Wersja V
Przemek: Napisana liczba jest szeScianem liczby catkowitej.

Edgar: Napisana liczba konczy sie cyframi 444.
Gosia: Napisana liczba jest nieparzysta.

Wersja VI
Przemek: Napisana liczba jest sze$cianem liczby catkowitej.

Edgar: Napisana liczba konczy sie cyframi 2222.
Gosia: Suma cyfr napisanej liczby jest rowna 43.



