Jarostaw Wroblewsk: Matematyka Elementarna B, 2008/09

13. Liczby wymierne i niewymierne, dowody niewymiernosci
liczb wyrazonych przez pierwiastki i logarytmy.

160. Dowies¢, ze liczba log,3 jest niewymierna.
161. Dowies¢, ze liczba log,;,18 jest niewymierna.
162. Czy liczba 0,(9) =0,999999... jest wymierna czy niewymierna?

163. Niech
r=14244+84+16+32+...

Woéowezas
r=14+2-142-242-442-842-16+2-324+...=

=142-(14+2+4+8+16+32+...)=1+2z,
skad = —

Jak to mozliwe, ze suma liczb dodatnich jest ujemna?

164. Obliczy¢ podajac wynik w postaci utamka zwyktego
a) 1/0,(4)+ {/3,374(9)
b) (0,2(9)+1,(09))-12,(2)
¢) (0,(037))")

165. Dowies¢, ze podane liczby sa niewymierne
a) V2
b) %/n, jezeli n jest liczba naturalng niebedaca m-ta potega liczby naturalnej
c) V54+V7
d) V3+V5+T7
e) V243

f) log,,n, jezeli liczby naturalne m,n > 1 nie sa potegami tej samej liczby naturalne;

166. Rozstrzygnaé, czy liczba log,3+log,b jest wymierna czy niewymierna.

OszustTwo  167.

ZADANIE: Dowieéé, ze liczba /3 — v/8 — /2 jest niewymierna.

RozwiAZANIE I:

Liczba —v/2 jest niewymierna. Takze liczba /3 —v/8 jest niewymierna, bo gdyby byta
wymierna, to jej kwadrat 3— /8 tez bytby liczba wymierna, a nie jest. Zatem liczba

3—v/8— /2 jest niewymierna jako suma liczb niewymiernych.
RozwiazANIE 11:

Przeprowadzimy dowéd nie wprost. Zatézmy, ze liczba /3 —v/8—+/2 jest wymierna

1 oznaczmy ja przez w. Wtedy
=V/3-V8-v2

w
w+\/§=\/3—\/§
w24+ 2v/2w4+2=3—-2V2
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0

2V2(w+1)+ (w—1)(w+1)
Dzielac ostatnig rownosé przez w+ 1 otrzymujemy
2v2+w—1=0,

co stanowi sprzecznos¢ z zalozeniem wymiernosci liczby w, gdyz lewa strona réwnosci
jest liczba niewymierng i nie moze by¢ réwna 0.
Czy powyzsze rozwigzania sg poprawne?

Oszustwo  168.
ZADANIE: Dowieéé, ze liczba /3 — v/84 v/2 jest niewymierna.
ROZWIAZANIE:

Przeprowadzimy dowéd nie wprost. Zalézmy, ze liczba \/3 —/8++/2 jest wymierna

i oznaczmy ja przez w. Wtedy
wz\/3—\/§+\/§
w—v2=1/3-V8

w? —2v2w+2=3-2V2
2V2(—w+1)+(w—1)(w+1)=0
Dzielac ostatnig rownosé przez w— 1 otrzymujemy

—2V2+w+1=0,

co stanowi sprzecznos¢ z zatozeniem wymiernosci liczby w, gdyz lewa strona réwnosci
jest liczba niewymierna i nie moze by¢ réwna 0.

W powyzszym rozwiazaniu wykonujemy dzielenie przez w—1, co jest dozwolone pod
warunkiem, ze w — 1 jest rézne od zera. Tak wiec poprawnie jest udowodniony nastepu-
jacy fakt:

Liczba \/3 —v/8++/2 jest niewymierna lub réwna 1.

Pozostaje sprawdzi¢, czy w istocie zachodzi réwnosé

V3—V8+v2=1.

Przeksztatcajac otrzymujemy kolejno

V3—vB=—v2+1

3—VB=(-v2+1)

3—V8=2-2V2+1
3—V8=3-V8,

a wiec w istocie dana w zadaniu liczba jest rowna 1, czyli jest liczba wymierna.

Jak to jednak mozliwe, ze
V3—v84+v2=1,

skoro po lewej stronie wystepuje liczba wieksza od v/2, a wiec tym bardziej wieksza od 17
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169. Liczby a i b sg dodatnie i niewymierne. Czy mozemy stad wnioskowad, ze liczba
a+b jest niewymierna?

170. Czy liczba log( \/5_1)(\/5 +1) jest wymierna czy niewymierna?
171. Dowies¢, ze suma liczby wymiernej i liczby niewymiernej jest liczbg niewymierna.

172. Czy iloczyn liczby wymiernej i liczby niewymiernej jest zawsze liczba niewy-
mierng?

173. Liczby a+b, b+c i c+a sa wymierne. Czy mozemy stad wnioskowaé, ze liczby
a, b, c s wymierne?

174. Liczby a+b, b+ ci ¢+ a sa niewymierne. Czy mozemy stad wnioskowac, ze liczba
a—+b—+c jest niewymierna?

175. Liczby a+0b, b+c, c+d i d+a sa wymierne. Czy mozemy stad wnioskowaé, ze
liczby a, b, ¢, d sa wymierne?

176. Liczby a+b, b+c, c+did+e, e+a sa wymierne. Czy mozemy stad wnioskowac,
ze liczby a, b, ¢, d, e s3 wymierne?

177. Niech n bedzie liczbg naturalng. Majac do dyspozycji nawiasy, n, liczby catkowite
oraz znaki +,—,-,: i v zapisa¢ liczbe niewymierng dodatnia mniejsza od %

178. Suma wyrazoéw rosnacego postepu arytmetycznego 2007-wyrazowego o wyrazach
dodatnich jest liczba wymierng. Czy stad wynika, ze co najmniej jeden wyraz postepu
jest liczba wymierng?

179. To samo pytanie dla postepu 2008-wyrazowego.

180. Wszystkie ponizsze przyktady mozna podaé¢ bez uzywania operacji bardziej
skomplikowanych niz logarytmy i pierwiastki, korzystajac tylko z faktu niewymierno-
Sci liczb o postaci rozwazanej we wezesniejszych zadaniach.

Podac¢ przyktad takiej liczby rzeczywistej x, ze
a) 0 <z <1 oraz liczba z jest niewymierna,

b) V5 < x <+/6 oraz liczba z jest wymierna,

c) liczby 2% i 23 sa niewymierne, ale liczba z° jest wymierna,
d) liczby z* i 2% s3 wymierne, ale liczba 2° jest niewymierna,
e) liczba (x+1)? jest niewymierna,

1
f) liczba x jest niewymierna, ale liczba x4+ — jest wymierna,
x

g) liczba x jest niewymierna i liczba 2% jest niewymierna,
h) 27 +37 jest liczba niewymierna,

i) 27+ 3% jest liczba wymierna,

j) logy,x +logyx jest liczba niewymierna,

k) log,x+logyx jest liczba wymierna,

1) log,x-logsx jest liczba niewymierna,

m) log,x -logsx jest liczba wymierna,

n) 2% +log,x jest liczba catkowita dodatnia,
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0) 2% +log,x jest liczba niewymierna,

p) x+log,x jest liczba wymierna niecatkowita,
q) V2 jest liczbg wymierng niecatkowita,

r) 2V2 jest liczbg niewymierna,

s) log,(1+x) jest liczba wymierna,

t) log,(1+x) jest liczba niewymierna.

181. TEST: Prawda czy falsz? - 20 pytan.

Czy natepujace zdania sa prawdziwe czy fatszywe?
a) Suma dwoch liczb niewymiernych jest zawsze niewymierna.
b) Iloczyn dwéch liczb niewymiernych jest zawsze niewymierny.
c) Miedzy liczbami V2 i v/3 nie ma zadnej liczby niewymiernej.
d) Miedzy dowolnymi dwoma réznymi liczbami niewymiernymi znajduje si¢ co najmniej
jedna liczba wymierna.
e) Miedzy dowolnymi dwoma réznymi liczbami niewymiernymi znajduje sie nieskon-
czenie wiele liczb wymiernych.
f) Suma liczby wymiernej i niewymiernej jest zawsze niewymierna.
g) lloczyn liczby wymiernej i niewymiernej jest zawsze niewymierny.
h) Miedzy liczbami 0,4(9) i 0,5 znajduje sie co najmniej jedna liczba niewymierna.
i) Kazda liczba rzeczywista moze by¢ zapisana w postaci utamka dziesietnego w doktad-
nie jeden sposob. (Utamek dziesietny moze by¢ skonczony lub nie. Utamek dziesietny
skonczony utozsamiamy z odpowiednim utamkiem dziesigtnym nieskoniczonym majacym
na koncu nieskonczenie wiele zer.)
j) Jezeli x <y <z , x jest liczba wymierng i z jest liczba niewymierna, to y musi by¢
liczbg niewymierna.
k) Kwadrat dowolnej liczby niewymiernej jest liczba wymierna.
1) Jesli z jest liczba niewymierng dodatnia, to liczba y/x tez musi byé niewymierna.
m) Jesli \/z+1 jest liczba wymierna, to liczba 2 tez musi by¢ wymierna.
n) Jezeli pewne 2 wyrazy postepu arytmetycznego 1000-wyrazowego sa wymierne, to
wszystkie pozostate wyrazy tego postepu tez musza by¢ wymierne.
0) Jezeli pewne 2 wyrazy postepu arytmetycznego 1000-wyrazowego sg niewymierne, to
wszystkie pozostate wyrazy tego postepu tez musza by¢ niewymierne.
p) Jezeli pewne 2 wyrazy postepu geometycznego 1000-wyrazowego sa wymierne, to
wszystkie pozostate wyrazy tego postepu tez musza by¢ wymierne.
q) Jezeli pewne 2 wyrazy postepu geometycznego 1000-wyrazowego sa niewymierne, to
wszystkie pozostate wyrazy tego postepu tez musza by¢ niewymierne.
r) Jezeli suma postepu arytmetycznego 4-wyrazowego jest niewymierna, to wszystkie
jego wyrazy sg niewymierne.
s) Jezeli suma postepu arytmetycznego 4-wyrazowego jest wymierna, to wszystkie jego
wyrazy sa wymierne.
t) Jezeli x jest liczba niewymierna dodatnia, to logy,x tez musi by¢ liczba niewymierna.
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