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21. Male twierdzenie Fermata i jego zastosowanie w krypto-
grafii.

Mate twierdzenie Fermata (wersja 1): Dla dowolnej liczby pierwszej p i liczby
catkowitej a

pla’—a .

Mate twierdzenie Fermata (wersja 2): Dla dowolnej liczby pierwszej p i liczby

catkowitej a wzglednie pierwszej z p
plaP™t—1.

Idea dowodu.
p

Poniewaz dla 1 <i<p—1 liczba (Z) jest podzielna przez p, wiec dla dowolnych liczb

catkowitych b, ¢ mamy
p—1
(b+c)P =P+ +> (f)b"cpi =b"+c” (modp) .

i=1
Przez indukcje otrzymujemy

a?=14+1+1+...+14+1)’=1P+1P 417+ ...+ 17+ 17 =a (mod p)

a a

dla a dodatnich oraz
(—a)? =—a” =—a (mod p)
dla a ujemnych.

Uwaga.

Nie kazda liczba spetniajaca tez¢ matego twierdzenia Fermata jest pierwsza. Liczby
ztozone spelniajace male twierdzenie Fermata sa zwane liczbami Carmichaela (czyt.
karmajkla) i jest ich nieskonczenie wiele.

Twierdzenie Eulera (wersja powszechnie uzywana): Dla dowolnej liczby naturalnej
n i liczby catkowitej a wzglednie pierwszej z n

n| a?™ —1 |
gdzie
p(P")=(p—1)p*"
dla liczby pierwszej p oraz
p(st) = p(s)e(t)

dla liczb wzglednie pierwszych s i ¢.
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Twierdzenie Eulera (wersja wzmocniona): Dla dowolnej liczby naturalnej n i liczby
catkowitej a wzglednie pierwszej z n
n| a?™ _1 |
gdzie
Y(p) = (p-1)p""
dla liczby pierwszej nieparzystej p,
Y(2)=1, YA)=v(8)=2, ¢¥(2F) =22 dla k>4
oraz

b(st) =NWW(3(s),0(t))

dla liczb wzglednie pierwszych s i t.
Twierdzenie Eulera dla poteg liczb pierwszych dowodzimy indukcyjnie. Krok induk-

cyjny przebiega nastepujaco. Jesli liczba a jest wzglednie pierwsza z p oraz
aP VP =1 (mod pb) |

to a® DP"" jest postaci cpf + 1, skad

P = (et 1P =14 ot @ +ctp*t @ +

+ inne wyrazy podzielne przez p*+!

=1 (mod p**') .

Whiosek: Dla n> 3 i a wzglednie pierwszego z n
a?™/2=+1 (modn) .
Jesli n jest potega liczby pierwszej nieparzystej lub podwojona potega liczby pierwszej
nieparzystej, to
a?™ 1= (a“’(”)/Q + 1) (a“"(")/2 — 1) =0 (modn) ,

skad wynika, ze jeden z czynnikow iloczynu (aw(”)/ 2y 1) (a‘p(")/ 2 1) jest podzielny
przez n.

Dla n =4 teza wniosku jest oczywista.

Gdy n jest potega dwdjki wieksza od 4, to

a?™ =a?M/2 =1 (modn) .

Gdy n nie jest potega liczby pierwszej, ani podwojong potega liczby pierwszej, teze

wniosku otrzymujemy z podzielnosci ¥ (n)| @; woéwcezas a?™/2=1 (modn).

Uwaga
7'=1 (mod 15), ale to nie znaczy, ze 7> =+1 (mod 15).
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561. Dla podanej liczby n obliczy¢ ¢(n) oraz 1(n)

a)n=24
b) n=27
c) n=32
d) n=63
e) n=91
£) n=105
g) n=2520

1105. Wskaza¢ najwieksza liczbe naturalng d, ktora dla dowolnej liczby naturalnej n

jest dzielnikiem liczby n—n?.

1729. Wskaza¢ najwigksza liczbe naturalng d, ktora dla dowolnej liczby naturalnej n

jest dzielnikiem liczby n'6—n?.

2465. Ktore liczby naturalne n speliaja podzielnosé

n|a?™MH —q
dla dowolnej liczby catkowitej a 7

2821. Czy dla dowolnej liczby catkowitej a zachodzi podzielno$é¢

nla® —a,
jezeli
a)yn="7 k=13
b) n=15, k=5
c)n=15 k=9
d)n=21,k=7
e)n=28 k=7

f) n=105, k=25

6601. Dla podanej liczby naturalnej n wskazac¢ taka liczbe naturalna k£ > 1, aby po-
dzielnosé¢

nla® —a

byta prawdziwa dla dowolnej liczby catkowitej a.

a) n=235
b) n =55
c)n="77
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d) n=91
e) n=23899
f) n=1155
8911. Dla podanych liczb naturalnych n oraz s wskazaé¢ taka liczbe naturalng d, ze
dla dowolnej liczby a € {0, 1, 2, ..., n—1} zachodzi
b! = a(modn) ,

gdzie

b=a’(modn).

a)n=>55s=3,d=...

b) n=85,s=3,d=...

c)n=91,s=5d=...

d) n=667=23-29, s=3, d=...

e) n=667=23-29, s=5,d=...

f) n=10403, s=13, d=......... (wymaga co najmniej kalkulatora)
10585. Wskazaé takg liczbe naturalng r < 55, ze

3 =2(mod 55) .

15841. Wskazac taka liczbe naturalna r <115, ze
r° =2(mod 115)..

29341. Wskazac¢ taka liczbe naturalng r <133, ze
r!' =2(mod 133).

41041. Wskazac taka liczbe naturalng r < 133, ze
r'!' =3(mod 133) .

46657. Wskazaé taka liczbe naturalng r < 5461 =43-127, ze
r? = 2(mod 5461) .
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