Lamigltéwki i zadania na weekend
W tamigtowkach 16, 17 i 20 oprdcz tworzenia
liczb z podanych cyfr wolno uzy¢ w dowolnej ilosci
pieciu dziatan (dodawanie, odejmowanie, mnozenie,
dzielenie, potegowanie), silni, pierwiastka kwadrato-
wego oraz nawiasOw dla oznaczenia kolejnosci dzia-
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fan. JAROSLAWA WROBLEWSKIEGO
16. Zapisz liczbe 15 uzywajac cyfr 51 8 (kazdej

tylko raz).
17. Zapisz liczbe 103 uzywajac cyfr 1, 31 7 (kaz- Nr 3 (3/2015)

dej tylko raz) L Piatek, 17 kwietnia 2015 r.
18. Zapewne wiesz, ze 2*=4°. A czy potrafisz po-
da¢ inne przyktady takich réznych liczb wymiernych dodatnich a, b, ze a® =b*?
19. Jak podzieli¢ trapez réwnoramienny o bokach 1, 1, 11 2 na cztery trapezy przy-

stajace nieréGwnoramienne?
Facebookowy konkurs Trapezu — Zadanie Tygodnia
20. Zapisz jak najmniejsza liczbe catkowita wigeksza od 500 uzywajac cyfr 2, 2 i 4.
Przez jak najmniejszq rozumiemy najmniejszq sposrod liczb zapisanych przez uczestnikow
konkursu. Tym razem osoby biorace udziat w konkursie moga odpowiadac¢ wielokrotnie.

Rozwigzania zadan 11-15
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13. Liczba 5 wchodzi do rozktadu na czynniki pierwsze liczby n! z wyktadnikiem

) sl 5]

gdzie k = [logsn], a [z] oznacza cze$¢ catkowita liczby x.

11. 19= +1 12. 64= 44

Dla n = 5215 powyzszy wzér daje
B L 52013 52012 45

52015 -1
€O Na MOCy Wzoru na sume postepu geometrycznego jest rowne 1
) L, . : . . 5201
Pozostaje zauwazy¢, ze w iloczynie tworzacym liczbe (52°1%)! wystepuje ———— czyn-

52015)

nikéw parzystych, zatem w rozkladzie na czynniki pierwsze liczby ( I wystepuje

wiecej dwdjek niz piatek. o051
Odpowieds: Liczba (52°1%)! jest zakoriczona T_ zerami.

14. OdpowiedzZ: Jest to mozliwe dla kazdej liczby naturalnej n > 3.

Aby sie o tym przekonaé, popatrzmy na rysunki pokazujace, jak z trapezu réwno-
ramiennego o bokach n, n, n i 2n oraz odpowiedniej liczby trapezéw rownoramiennych
o bokach 1, 1, 11 2 mozna ztozy¢ trapez réwnoramienny o bokach n+1, n+1, n+1 1 2n+2.

Na rys. 1 i rys. 2 przedstawione sg odpowiednio przypadki n =2 i n=>5. Podobnie
wyglada sytuacja dla dowolnej liczby n dajacej przy dzieleniu przez 3 reszte 2
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rys. 1 rys. 2 rys. 3 rys. 4
Dla liczb n podzielnych przez 3 obudowanie trapezu jest przedstawione na rys. 3
irys. 4 na przyktadzie n=31in=6.
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Natomiast dla liczb n dajacych przy dzieleniu przez 3 reszte 1 wystarczy spojrzec
na rys. 5 i rys. 6, gdzie widzimy odpowiednie konfiguracje w przypadkach n=41in="7.

rys. 5 rys. 6 rys. 7
Na rys. 7 przedstawiony jest podziat trapezu o bokach 8, 8, 8 i 16 wykorzystujacy
powyzsze spostrzezenia.

15. Poniewaz wszystkie dwunastosciany foremne sg podobne, dwunastoscian D jest
podobny do dwunastoscianu FE. Jezeli s jest skala podobienstwa przeksztalcajacego
E na D, to pole powierzchni dwunastoécianu D jest s?-krotnie wicksze od pola dwu-
nasto$cianu E. Z tresci zadania wynika, ze pole to jest wieksze o 800%, czyli 9-krotnie,
skad s =3. Zatem objeto$¢ D dwunastodcianu jest wicksza s® =27 razy od objetosci
dwunastoscianu F. Wieksza 27 razy to znaczy wieksza o 2600%.

Odpowiedz: Objetosé dwunastoscianu foremnego D jest wieksza od objetosci dwuna-
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O zadaniu 6, czyli wyjasnienie tajemnicy ciggu 10, 3519, ...

sto$cianu foremnego E o 2600%, a przy tym 2600 =4-

Przypomnijmy, ze ciag (a,) jest okreslony wzorami

a? 1
a1 =10,  ay=3519, an+2:l "+1+] :
Qy, 2
Wyktadnik dwéjki w rozktadzie a,, na czynniki pierwsze jest rzedu n/3 dla n < 20016,
a dla n > 20017 jest dos¢ przypadkowsq maltg liczba.
Dlaczego wyrazy ciagu (a,) do pewnego miejsca sa podzielne przez wysokie potegi
dwojki, z wyktadnikami idgcymi w tysiace, po czym nagle ta wlasnos¢ sie urywa?
Ale to nie jedyna regularnosé ciagu (a,), ktéra przestaje obowiazywaé wkrétce po
przekroczeniu dwudziestotysiecznego wyrazu. To, ze z ciggiem dzieje sie cos dziwnego,
An—1

Gn—2

peliamy obliczajac n-ty wyraz ciagu. Na wykresie (rys. 8) wida¢, ze bledy te tworza
dos¢ regularny obraz, ktory jednak sie zatamuje (rys. 9).

mozna zobaczy¢ na rysunku. Oznaczmy przez r, = —a, btad zaokraglenia, jaki po-
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Ten efekt jest jeszcze lepiej widoczny, gdy spojrzymy na wykres przedstawiajacy 7,
dla n podzielnych przez 7 (rys. 10), podzielnych przez 32 (rys. 11) lub dajacych przy
dzieleniu przez 39 reszte 10 (rys. 12).
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Aby zrozumie¢ dziwne zachowanie ciagu (a,,), przyjrzyjmy sie ciagowi (b, ) okreslone-
mu wzorami

by =10, by = 3519, bs = 1238336, by = 435770403,
bpia=352-b,13—36-b,10+282-0,,1—176-b, dla n=1,2,3,... (1)
Z rekurencja liniowa (1) zwiazany jest wielomian charakterystyczny
a* —352-2° 436 2% — 2822+ 176 (2)
majacy pierwiastki
21~ 351,8999714122, x93~ —0,2000470335£0,9798061636-7, x4~0,5001226548 .

Kluczowa wtasnoscia powyzszych pierwiastkow jest to, ze para pierwiastkow zespolonych
sprzezonych ma modut nieznacznie wiekszy od 1, a mianowicie

|29.3] = 1,0000194667 .
Z ogolnej teorii rekurencji liniowych wynika, ze ciag (b,) jako ciag speliajacy reku-
rencje (1) jest dany wzorem
by=c1 -2y +co-xy+cg-x5+cqa- Ty
dla odpowiednio dobranych ¢y, ¢, ¢3, ¢4. W naszym przypadku
c; ~0,028417168598,  cp3~ —5,4944488846-10" " F1,25186301194-107° -4,
¢y~ —6,97879915130-107° .

Poniewaz ay = by oraz as = by, ciagi (a,) i (b,) pokrywaja sie, o ile

b? 1
bn+2 — l n+1 +‘|

b, 2

lub réwnowaznie 2

1 1
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Oznaczmy
2
_ bn+1
Cn+2 = b
n

- bn+2

i zastanéwmy sie, czy liczby e,, sa bezwzglednie mniejsze od 1/2. Jest to kluczowe pytanie,
dopdki bowiem |e,| < 1/2, ciagi (a,) i (b,) pokrywaja sie. Jednak pierwsze wystapienie
nier6wnosci |e,| > 1/2 oznacza, ze a, # by,.

Okazuje si¢, ze za rozmiar liczb e,, odpowiadaja pierwiastki o 3 wielomianu (2), mamy
bowiem przyblizony wzoér (przyblizenie poprawia sie ze wzrostem n i do$¢ szybko staje
wystarczajaco doktadne dla naszych celéw):

en = dy-y+ds-ay

gdzie
dy 3~ —0,12414353143F0,11538310417 -7 .

Przy tym
|dy.5] = 0,16948415007 .

Stad otrzymujemy oszacowanie
len| <|do-xf|+|ds- 25| =2+ |dag| - |x23|" = 2-0,16948415007 - 1,0000194667" =
=0,33896830014 -1,0000194667" = E(n) .

Widaé wyraznie, ze jezeli n nie jest zbyt duze, oszacowanie E(n) jest mniejsze od 1/2,
ale dla odpowiednio duzych n osiagnie wartosé¢ wieksza. Mozna sprawdzié, ze E(n)<1/2
dla n < 19967 oraz E(n)>1/2 dla n > 19968.

Poniewaz jednak na ogdt modut liczby e, jest istotnie mniejszy od E(n), nieréwnosé
E(n)>1/2 nie oznacza natychmiastowej katastrofy. Przy ejg97s &~ —0,499965588 mozna
juz poczu¢ dreszyk emocji. Tykajaca bomba wybucha dopiero przy

eo0017 = —0,500353242 |

kiedy to ciagi (a,) i (b,) sie rozchodza po 20016 wyrazach zgodnosci. Bezposrednie
obliczenia pokazuja, ze

20016 = b20016 = 380995271430010615716769105 . ..004587993474478899200 (50968 cyfr)
as0017 = 134072225124419274474077226. ..461422976123271118847 (50971 cyfr)

baoo17 = 134072225124419274474077226 . ..461422976123271118848 (50971 cyfr)

Podsumowujac: Dla n < 20016 zachodzi réwnosé¢ a,, =b,,, a poczawszy od n=20017
kazdy z ciagbéw idzie swoja droga. Rekurencja (1) ma parzyste wspétezynniki, co powo-
duje, ze wyrazy ciagu (b,) sa podzielne przez coraz to wyzsze potegi dwdjki. Dopdki
ciagi (a,) i (b,) sa zgodne, réwniez ciag (a,) ma wyrazy podzielne przez wysokie potegi
dwojki.

Niestety, bez uzycia komputera trudno bytoby doktadnie zbadaé¢ wtasnosci ciagu (ay,,).
Takze wyznacznie wartosci funkcji D(n) okreslonej w tresci zadania 6 wymaga wykonania
bezposrednich obliczen, gdyz ciag (a,) po rozwodzie z ciagiem (b,,) zachowuje sie bardzo
kaprysnie, co byto wyraznie wida¢ na obrazkach.

http://www.math.uni.wroc.pl/~jwr/trapez
Pochwal sie swoimi rozwigzaniami na Facebooku: facebook. com/IMUWr




