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277. Zapisz liczbe 175 uzywajac cyfr 4, 51 7 (kaz-
dej tylko raz). I R PE 2 ’

278. Zapisz liczbe 245 uzywajac cyfr 3, 51 5.
279. Zapisz liczbe 336 uzywajac cyfr 3, 51 5. ) Nr 31 (31/2015)
280. Zapisz liczbe 82 uzywajac cyfr 3, 3, 51 7. Piatek, 30 pazdziernika 2015 r.

Facebookowy konkurs Trapezu — Zadanie Tygodnia

tworzenia liczb z podanych cyfr wolno uzy¢ w dowol-
nej ilodci pieciu dziatan (dodawanie, odejmowanie,
mnozenie, dzielenie, potegowanie), silni, pierwiastka
kwadratowego oraz nawiaséw dla oznaczenia kolej-

281. Zapisz liczbe 175 uzywajac cyfr 1, 4, 6 i 8 (kazdej tylko raz).
Nieré6wnos¢ miedzy Srednig arytmetyczng i geometryczng
282. Wyznacz najwicksza taka liczbe rzeczywista dodatnia D, ze dla dowolnych liczb
rzeczywistych dodatnich a, b zachodzi nieréwnos¢

D-a*h<a®+b*.
283. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 zachodzi nieréwnos¢
n">(n+1)""1.
284. Udowodnij, ze /108 < 1,25.
Rozwigzania zadan 269-276
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269. 250=1\/\V V5% V4 270. 17=+/5+1+3! 271. 145:(5)+1
272. 2160="T7!—4!.5

273. Z nierownosci miedzy Srednig geometryczng i arytmetyczng zastosowang do liczb

3 8 :
a’, 5 1 5 otrzymujemy
abe _a*+8+< 3 s b7
< ——=——=  czyi —=-abc<a’+—+—. (1)
V4 3 V4 2 2
Analogicznie uzyskujemy nieréwnosé
3 v .

Dodajac stronami nieréwnosci (1) i (2) otrzymujemy podana w tresci zadania nieréwnosé
ze stalg D=3//4.

Poniewaz w obu nieréwnoéciach (1) i (2) zachodzi réwnosé przy a3 =% =< =
statej D nie mozna zwiekszy¢.

274. Przyjmijmy na chwile, ze liczby x, y moga przyjmowaé¢ dowolne wartosci rzeczy-

wiste dodatnie. Nieréwnoéé miedzy érednig geometryczng i arytmetyczng liczb 22 i 2y?
2 2

x
ma postaé /2 -2y? < Ty, co po prostych przeksztatceniach prowadzi do nieréwnosci

ry V2

— < —. 3

224292 4 )
Przy tym réwnoéé¢ zachodzi w przypadku, gdy z/y= /2, czyli w tym wtasnie przypadku
interesujace nas wyrazenie W (z,y) = ﬁ osigga wartos¢ najwieksza.

Jesli teraz, tak jak jest to okreslone w warunkach zadania, ograniczymy sie do roz-
wazania liczb catkowitych dodatnich x, y nie wiekszych od 100, wydaje si¢ intuicyjnie



-2- A=A Pigtek, 30 paZdziernika 2015 1. A=A Trapez 31 (31/2015)

uzasadnione oczekiwaé, ze wyrazenie W (x,y) osiaga najwieksze wartosci wtedy, gdy ilo-
raz x /iy jest mozliwie dobrym przyblizeniem liczby v/2, czyli gdy liczby 22 i 2y* mozliwie
mato sie r6éznia.

Swietnym kandydatem na pare liczb (z, y) maksymalizujaca interesujace nas wyraze-
nie W (z,y) jest wiec para liczb =99, y="70, gdzie nie do$¢, ze x> =9801 i 2y? =9800 rdz-
nig sie tylko o 1, to na dodatek z ma niemalze najwicksza dopuszczalng warunkami zada-
nia wartosé¢. Mozna sprawdzi¢, ze dostajemy tu catkiem niezle przyblizenie liczby v/2 licz-
ba wymierna o dwucyfrowym liczniku i mianowniku, mamy bowiem 99/70~1,41428571
oraz /2 ~1,41421356. Oczekujemy wiec, ze najwieksza warto$é danego w zadaniu wy-

- 9970 __ 6930
razenia to W (99,70) = 55712707 = 16601 -

Jednak podane wyzej rozumowanie nie jest w petni precyzyjne i mozna mie¢ obawy,
czy aby czegos nie przeoczylisSmy lub moze intuicja nam co$ zle podpowiedziata. Moze
jednak istnieja liczby catkowite dodatnie z, y nie wieksze od 100, dla ktorych zachodzi
nieréwnos¢ W (z,y) > W (99,70) 7

Przypuséémy, ze takie liczby istnieja. Wowcezas liczba W (z,y)= ﬁ jest liczbg o mia-
nowniku nie wigkszym od 30000. Poniewaz réznica dwéch réznych liczb wymiernych
jest nie mniejsza niz odwrotnosé¢ iloczynu ich mianownikéw, otrzymujemy nieréwnosé
W (z,y)—W(99,70) > 1/(19601 -30000). Z drugiej zas strony wobec nieréwnosci (3) do-
stajemy

2 6930 1 2 6930
Wz,y) = W(99,70) < \4[ “1o601° " 1960130000 S [ TR
Szacowanie prawej strony nieréwnosci (4) prowadzi do
V2 6930 i e 196012 — 8- 69302 _ 196012 — 8- 69302 _
4 19601 %4_% 19601 - (2-19601-\/§+8-6930) 19601 - (2-19601 +8-6930)
19601% —8-6930% (992 +2-70%)* —8-992-70> _ (99%—2.-70%)* 1
19601 - 30000 19601 - 30000 19601-30000 19601 - 30000

Zatem nieréwnosé (4) jest falszywa, a wiec btedne bylo przypuszczenie o istnieniu liczb
catkowitych dodatnich z, y nie wigkszych od 100, dla ktérych W (z,y) > W (99,70).

275. Teza zadania wynika z nieréwnosci mi¢dzy $rednig geometryczng i arytmetyczna
zastosowang do n+1 liczb, z ktérych n jest réwnych n, a jedna jest réwna 2n+1.
Mamy bowiem

. 2n+1 2yon+1
”+1/7n"«(2n+1)<n n+(2n+1) n’+2n+ e,
n+1 n+1

co po podniesieniu pierwszego i ostatniego wyrazenia do potegi n+1 prowadzi do nie-
rownosci podanej w tresci zadania.

276. Przeksztalcamy dana w zadaniu nieré6wnos¢:

5 5 13 13
Vis<,  18< (4) C < g, 2320 27gt ot

W celu dowodu ostatniej nieréwnosci rozwazmy 8 liczb, z ktérych 5 jest réwnych 72,

a 3 sa réwne 80. Na mocy nierownosci migdzy $rednia geometryczng i arytmetyczna tych

liczb otrzymujemy kolejno:
V725803 < 75, 725.80% < 758, 215.310.912. 53 ~38.516 227.32 < 513

http://www.math.uni.wroc.pl/~jwr/trapez
Pochwal sie swoimi rozwigzaniami na Facebooku: facebook. com/IMUWr




