Lamigléwki i zadania na weekend
W tamigtowkach 320, 321 i 322 oprécz tworze-
nia liczb z podanych cyfr wolno uzy¢ w dowolnej ilo-
Sci pieciu dziatan (dodawanie, odejmowanie, mnoze-
nie, dzielenie, potegowanie), silni, pierwiastka kwa-
dratowego oraz nawiaséw dla oznaczenia kolejnosci
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320. Zapisz liczbe 140 uzywajac cyfr 5, 61 7 (kaz-
dej tylko raz).

321. Zapisz liczbe 151 uzywajac cyfr 5, 61 7 (kaz- Nr 37 (37/2015)

dej tylko raz). Pigtek, 11 grudnia 2015 r.
322. Zapisz liczbe 168 uzywajac cyfr 5, 61 7 (kaz-

dej tylko raz).

Nieré6wnos¢ miedzy Srednig arytmetyczng i geometryczng

7 7/2
323. Udowodnij, ze <2) <81, czyli 3,535 < 3%,
324. Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢, d, e, f zachodzi
nieréwnosé
27 (abc+bed+cde+def +efa+ fab) < (a+b+c+d+e+f)>.
Facebookowy konkurs Trapezu — Zadanie Tygodnia

325. Wskaz liczby catkowite dodatnie a, b, ¢, d, e, f, dla ktérych zachodzi nieréwnosé
28 - (abc+bed+cde+-def +efa+ fab) > (a+b+c+d+e+ f)>.

Rozwigzania zadan 313-319

71
313. 78=5!—-6-7 314. 90=. 315. 132=+/5647

316. Z nier6wnosci f(9)> f(8) =27 wynika f(3)> 14, a nieréwnos¢ f(27) < f(32) =45
daje f(3)<15. Gdyby f(3)=15, mielibysmy f(n)=45 dla 27<n<32, skad f(7)=27 oraz
f(5) =21, co prowadzi do f(49) =54 >51= f(50). Zatem f(3) =14, co po spojrzeniu na
f(25) 1 f(49) daje f(5)=211 f(7)=25. Dalsze wypelnienie tabeli zgodnie z warunkami
zadania nie nastrecza problemu.

n | f) || n | f) || n|fn)|| n|fm)]| n|f)|| n|fn)]|] n|fn
2| 9 |[14] 34 |[26] 42 |[38] 47 |[50| 51 |[62] 53 |[74| 55
3 14 |[15] 35 |[27| 42 |[39] 47 |[51| 51 |[63] 53 |[ 75| 56
4| 18 |[16] 36 |[ 28] 43 |[40| 48 |[52] 51 |[64| 54 |[76] 56
5 21 |[17] 37 |[29] 43 |[41] 48 |[53] 51 |[65] 54 |[ 77| 56
6 | 23 |[18] 37 |[30] 44 |[42] 48 |[54| 51 |[66] 54 |[ 78| 56
7| 25 |[19] 38 |[31] 44 |[43] 48 |[55| 52 |[67| 54 |[ 79| 56
8 | 27 |[20] 39 |[32] 45 |[44| 49 |[56| 52 |[68] 55 |[80| 57
9 | 28 |[21] 39 |[33] 45 |[45| 49 |[57| 52 |[69| 55
10| 30 |[22] 40 |[34] 46 |[46| 50 |[58| 52 |[70| 55
11| 31 |[23] 41 |[35] 46 |[47| 50 |[59] 52 |[71] 55
12| 32 |[24] 41 |[36] 46 |[48] 50 |[60] 53 |[72] 55
13| 33 |[25] 42 |[37] 46 |[49] 50 |[61] 53 |[73] 55

Uwaga: Z nieréwnosci f(27) < f(28) 1 f(63) < f(64) wynika 5- f(3) <8 f(2) =72, skad
w inny sposéb otrzymujemy f(3) < 14.
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317. Po przeksztatceniu lewej strony dana w zadaniu nieréwnos¢ przyjmuje postac
4-(a+c)-(b+d)<(a+b+c+d)?, (1)
czyli
(a+c)+(b+d)
5 )
a to jest nier6wnos¢ miedzy srednig geometryczng i arytmetyczng liczb a+ ¢ oraz b-+d.
Réwnosc zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a+c=b+d.

(a+c) (b+d) <

Uwaga: Zaktadanie dodatnio$ci liczb a, b, ¢, d nie jest konieczne. Nietrudno bowiem
zauwazy¢, ze nierownosé (1) ma postaé
dzy < (z+y)’ (2)
przy x=a+c oraz y =b-+d, a nieréwnos¢ (2) mozna tatwo udowodni¢ dla dowolnych
liczb rzeczywistych z, y.

318. W przypadku, gdy 1+aw <0, dowodzona nieré6wnosc jest oczywista, ograniczy-
my sie wiec do przypadku 14+aw > 0. Zapiszmy w=p/q w postaci utamka o naturalnym
liczniku i mianowniku. Poniewaz w > 1, mamy przy tym p > q. Rozwazmy p liczb dodat-
nich, z ktérych ¢ jest réwnych 14 aw, a pozostatych p—q jest rownych 1. Nieréwnoscé
miedzy srednig geometryczng i arytmetyczng zastosowana do tych liczb daje
q-(1+aw)+(p—q)-1 _gtawg+p—q_p+ap

p p p

=1+4a.

{/(1+aw)‘1~lp—q: f/(l+aw)‘1<

Po obustronnym podniesieniu otrzymanej powyzej nieréwnosci {/ (14 aw)?<1+4a do po-
tegi w = p/q uzyskujemy nieréwnosé¢ podana w tresci zadania.

319. Dang w zadaniu nieréwnos¢ przeksztalcamy nastepujaco:

4 256/81 4N 256 96-256 9128
(S7> <16, (;) <16, 33256 <2t 361 <277, 2101 364 (3)

Rozwazmy 8 liczb, z ktérych 5 jest réwnych 27 —3 =24, a 3 sg réwne 27+ 5 = 32.
Na mocy nieréwnosci miedzy $rednig geometryczng i arytmetyczng tych liczb otrzymu-
jemy kolejno:

(27 — (2
Yog5 305 < 0 (27 3);‘3 ( 7+5), V/245.323 < 27,

24°.32° <278 21°.37.210 <32 230 319 990 357 (4)
Mnozac nieréwnos¢ (4) stronami przez nieréwnosé
2048= 2! <37 =2187
otrzymujemy nieréwnosé (3).

Uwaga: Umiejetne wykorzystanie nierownosci miedzy $rednimi pozwala udowodnié¢
nieréwnosé 2! <37 bez wykonywania bezposrednich obliczen na liczbach wickszych od 12.

W tym celu rozwazamy nastepujace cztery liczby: 8, 8, 8, 12. Poniewaz liczby te moz-
na zapisac jako 9—1,9—1, 9—11i 9+3, ich érednia arytmetyczna jest rowna 9. Na mocy
nieréwno$ci miedzy srednig geometryczng i arytmetyczng tych liczb otrzymujemy kolej-
no:

V83 12<9,  8.12<9*, 22.92.3<38 ol 37

http://www.math.uni.wroc.pl/~jwr/trapez
Pochwal sie swoimi rozwigzaniami na Facebooku: facebook. com/IMUWr




