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. ) . . . Autorski Tygodnik Matematyczny
403. Zapisz liczbe 45 uzywajac cyfr 1,214 (kaz-  JAROSLAWA WROBLEWSKIEGO

dej tylko raz).
404. Zapisz liczbe 46 uzywajac cyfr 1, 21 4 (kaz-

dej tylko raz). o . Nr 50 (10/2016)
405. Zapisz liczbe 49 uzywajac cyfr 1, 21 4 (kaz- Piatek, 11 marca 2016 r
dej tylko raz). , .

406. Zapisz liczbe 65 uzywajac cyfr 1, 2 i 4 (kazdej tylko raz).

z podanych cyfr wolno uzy¢ w dowolnej ilosci pieciu
dziatan (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dziele-
nie, potegowanie), silni, pierwiastka kwadratowego
oraz nawiasow dla oznaczenia kolejnosci dziatan.

Facebookowy konkurs Trapezu — Zadanie Tygodnia

407. Zapisz jak najmniejszg liczbe catkowita wieksza od 200 uzywajac cyfr 2, 2, 211 8.
Przez jak najmniejszqg rozumiemy najmniejszq sposrod liczb zapisanych przez uczestnikow
konkursu. Tym razem osoby biorace udziat w konkursie mogg odpowiadaé¢ wielokrotnie.

Zadania wokoét chinskiego twierdzenia o resztach

408. Udowodnij istnienie takich liczb catkowitych dodatnich a, b, ¢, d, e, f, g, h,
ze liczby a2, b3, ¢, d7, e't, e13, el e!? (w tej wlasnie kolejnodci) tworza rosnacy postep
arytmetyczny oSmiowyrazowy.

409. Ile istnieje takich liczb catkowitych dodatnich n < 1001, ze liczba n® —n jest
podzielna przez 10017

410. Ile istnieje takich liczb calkowitych dodatnich n < 91, ze liczba n®—1 jest
podzielna przez 917

Rozwigzania zadan 396—402

(1 +!3)! 397. 150= (\/5)!-(4!+1)
13!

398. 37=41+13=/(3)1+1 399. 12012:(67|>'2

400. Przeskalujmy postep geometryczny 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128 mnozac jego wyrazy
przez liczbe 2P. W ten sposob otrzymamy szukany postep geometryczny, jezeli bedziemy
mogli przyjac

396. 210=

a2 — 9P 7 b3 — 2p+1 ’ c5 — 2p+2 ’ d7 — 2p+3 7

611 — 2p+4 ’ f13 — 2p+5 7 g17 — 2p+6 7 h19 — 2p+7 )

Zatem liczba p powinna spetniaé¢ nastepujacy uktad kongruencji:

P = 0 (mod 2)
p+1 = 0 (mod 3)
p+2 = 0 (mod 5)
p+3 = 0 (mod7)
p+4 = 0 (mod 11)
p+5 = 0 (mod 13)
p+6 = 0 (mod 17)
p+7 = 0 (mod 19)

Powyzszy uktad kongruencji ma rozwigzanie na mocy chinskiego twierdzenia o resztach.



-2- A=A Pigtek, 11 marca 2016 r. A=A Trapez 50 (10/2016)

rownowazna uktadowi pieciu kongruencji

jest
0 (mod 2)
0

401. Kongruencja n?—n=0(mod 2310
1)

~—

n

n-(n—1) =
n-(n—1) = (mod 3)
n-(n—1) = 0 (mod 5) (1)
n-(n—1) = 0 (mod 7)
n-(n—1) = 0 (mod 11)
Dla kazdej piatki reszt r, 13, 5, 7, 711 € {0, 1} uklad kongruencji
n = ry (mod 2)
n = rzy (mod 3)
n = ry (mod5) (2)
n = r; (mod?7)
n = ry; (mod 11)

ma jedyne rozwiazanie nieujemne n < 2310, a przy tym rozwiazaniami uktadu (1) sa te
i tylko te liczby, ktére spetniaja uktad (2) dla pewnej piatki reszt 1o, r3, 75, 7, 711 €{0, 1}.

Poniewaz takich piatek reszt jest 32, liczb catkowitych nieujemnych n <2310 spelnia-
jacych uktad (1) jest wtasnie 32. Skoro jedna z tych liczb jest liczba 0, a pytanie w tresci
zadania dotyczy liczb dodatnich, warunki zadania sa spetnione przez 31 liczb.

OdpowiedZ: Tstnieje 31 liczb catkowitych dodatnich n < 2310, dla ktérych liczba n? —n
jest podzielna przez 2310.

Uwaga: Czytelnik zapewne widzi juz, ze sposob rozwigzania zadania i koncowa od-
powiedz nie zmienig sie, jezeli zamiast liczby 2310 wezmiemy dowolna liczbe bedaca
iloczynem pieciu réznych liczb pierwszych.

Z kolei zastapienie liczby 2310 przez iloczyn k roznych liczb pierwszych wymusi jedynie
drobna modyfikacje redakcji rozwiazania (zamiast piatek reszt trzeba bedzie rozwazy¢
uktady ztozone z k reszt) i da odpowiedZ na postawione w zadaniu pytanie 2% —1.

Idac dalej, mozna zauwazy¢, ze kongruencja

n-(n—1)=0(mod m)
jest réwnowazna warunkowi
n=r(mod m) dla pewnego r€{0,1}
takze w przypadku, gdy m jest potega liczby pierwszej. Stad wynika, ze zastapienie liczby
2310 przez liczbe majaca k dzielnikéw pierwszych réwniez prowadzi do odpowiedzi 2% —1.

402. Warunki zadania spetniajg kolejne liczby od n do n+9, gdzie liczba catkowita
dodatnia n jest rozwigzaniem nastepujacego uktadu kongruencji:

n = 0 (mod 2')
n+l1 = 0 (mod 3')
n+2 = 0 (mod 5'Y)
n+9 = 0 (mod 29')

Taka liczba n istnieje na mocy chinskiego twierdzenia o resztach.

Uwaga: Uwazny Czytelnik od razu dostrzeze, ze wystepujaca dwukrotnie w tresci
zadania liczbe 10 mozna zamieni¢ na dowolnie duza liczbe naturalna.

http://www.math.uni.wroc.pl/~jwr/trapez
Pochwal sie swoimi rozwigzaniami na Facebooku: facebook. com/IMUWr




