Lamigléwki i zadania na weekend
W tamigtéwkach 439, 440, 441 i 442 oprbcz two- ’5“:”7 ‘
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rzenia liczb z podanych cyfr wolno uzyé¢ w dowol-
nej ilodci pieciu dziatan (dodawanie, odejmowanie,
mnozenie, dzielenie, potegowanie), silni, pierwiastka
kwadratowego oraz nawiaséw dla oznaczenia kolej-
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nosci dziatan. JAROSLAWA WROBLEWSKIEGO

439. Zapisz liczbe 71 uzywajac cyfr 2, 41 7 (kaz-
dej tylko raz). Podaj dwa istotnie rézne rozwiaza- I R PE 2 ,
nia.
440. Zapisz liczbe 152 uzywajac cyfr 2, 417 (kaz- Nr 56 (16/2016)
dej tylko raz). Piatek, 22 kwietnia 2016 r.

441. Zapisz liczbe 154 uzywajac cyfr 2, 41 7 (kaz-
dej tylko raz).
Facebookowy konkurs Trapezu — Zadanie Tygodnia
442. Zapisz jak najmniejszg liczbe calkowityg wickszg od 107 uzywajac cyfr 6, 8 i 9
(kazdej tylko raz). Przez jak najmniejszq rozumiemy najmniejszq sposrod liczb zapisa-
nych przez uczestnikow konkursu. Tym razem osoby biorace udzial w konkursie moga
odpowiada¢ wielokrotnie.

Zadanie wokot chinskiego twierdzenia o resztach
443. Znajdz liczby catkowite dodatnie a, b, ¢ spelniajace rownanie

A+ =c8.

Rozwigzania zadan 432-438

5!
432. 41=(3"%*+5 433. 42=3!-(5+2)= 3 +2 434. 56=>5!—2"
(2%)!
435. 245=3"+2 436. 3905= | ———+1
(y/@3D!-5)!

437. Za punkt wyjscia do skonstruowania rozwigzania réwnania

a®+b° =" (1)
przyjmijmy réwnos¢ 1+7=28. Mnozac te rownos¢ przez 2P -7 otrzymujemy

2P 794 2P. 7t = P 3. 71 (2)

Dla uzyskania rozwiazania réwnania (1) postaramy sie dobra¢ takie p i ¢, aby dopasowaé
odpowiednie elementy réwnosci (2) do réwnania (1). W tym celu poszukamy liczb p i g
spetiajacych nastepujace uktady kongruencji:

P = 0 (mod 3) q = 0 (mod 3)
P = 0 (mod 5) g+1 = 0 (modb)
p+3 = 0 (mod 6) q = 0 (mod 6)

Nietrudno zauwazy¢, ze powyzsze uktady kongruencji sa spetnione przez p =15 oraz
q =24, co prowadzi do nastepujacego rozwiazania réwnania (1):

a=2°-7%, b=23.7°, c=23.7".

438. Sposéb I: Zauwazmy, ze liczba calkowita dodatnia jest postaci a?b?®, gdzie a, b
sg liczbami catkowitymi, wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jej dzielnik pierwszy wystepuje
w jej rozkladzie na czynniki pierwsze w potedze wiekszej od 1. Réwnowaznie: liczba nie
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jest postaci a?b® wtedy i tylko wtedy, gdy posiada taki dzielnik pierwszy p, ze nie jest
ona podzielna przez p?.

Warunki zadania spetniaja wiec kolejne liczby od n do n+2015, gdzie liczba catkowita
dodatnia n jest rozwigzaniem nastepujacego uktadu kongruencji:

n = 2 (mod 4)

n+1 = 3 (mod 9)

n+2 = 5 (mod 25)

......... (3)
n+k—1 = p (mod p3)

n+2015 = pone (mod p3ye)

Taka liczba n istnieje na mocy chinskiego twierdzenia o resztach.

Sposob 1I: Niech N bedzie liczbg catkowita dodatnia, ktéra sprecyzujemy poédzniej.
Rozwazmy zbiér wszystkich liczb postaci a?b® < N®, gdzie a, b sa liczbami catkowitymi
dodatnimi. Poniewaz nieréwnosé a?b® < N° pociaga za sobg nieréwnoéci

a<N® oraz b<N?, (4)

takich liczb jest nie wiecej niz par (a, b) speliajacych nieréwnosci (4). A faktycznie
jest ich znacznie mniej, gdyz wiele par liczb (a, b) speliajacych warunki (4) prowadzi
do iloczynéw a?b® wickszych od N, a ponadto wiele par (a, b) moze prowadzi¢ do tej
samej wartodci a’b3. Zauwazmy, ze par spelniajacych nieréwnodci (4) jest N°. Zatem
wsréd liczb catkowitych dodatnich nie wickszych od N jest mmiej niz N® liczb postaci
zadanej w zadaniu. Podzielmy zbior {1, 2,3, ..., N} na N® zbioréw, z ktérych kazdy
zawiera N kolejnych liczb. Wéwcezas w co najmniej jednym takim zbiorze nie ma zadnej
liczby postaci a?b®. To dowodzi istnienia N kolejnych liczb, z ktérych zadna nie jest tej
postaci. Dla zakonczenia rozwigzania zadania wystarczy przyja¢ N = 2016.

Uwagi: Pierwszy sposob dowodzi istnienia liczb spetniajacych warunki zadania mniej-
szych od (paois#)” =22 -32-52 ... plye = 1,98997 - 101519 podcezas gdy drugi sposob
wykazuje istnienie takich liczb ponizej 2016° ~6,7134-10%.

Istnieja jednak metody, wykraczajace poza prezentowanie w Trapezie zagadnienia,
ktore pozwalaja na efektywne rozwigzywanie ukladéw kongruencji pojawiajacych sie
w chinskim twierdzeniu o resztach. Pomimo koniecznosci uzycia liczb majacych kilka-
nascie tysiecy cyfr, znalezienie rozwiazania uktadu kongruencji (3) nie stanowi zadnego
problemu dla wspoétczesnych komputerow i dostepnych algorytmoéw. Zatem rozwiagzanie
prezentowane w sposobie pierwszym mozna wykorzysta¢ do efektywnego znalezienia liczb
spetiajacych warunki zadania.

Gdyby juz ktos zabieral si¢ za obliczenia komputerowe, mégtby nieco ,zaoszczedzic”
modyfikujac uktad kongruencji (3). Na przyklad z pierwszej kogruencji uktadu wynika,
ze liczby postaci n+ 4k sa podzielne przez 2, a nie sg podzielne przez 4. Mozna wiec
na podstawie tej obserwacji usuna¢ z uktadu (3) prawie co czwarta kongruencje.

Tymczasem sposob drugi zawiera dowod czysto egzystencjalny, czyli dowod istnie-
nia nie dajacy absolutnie zadnych wskazowek, jak znalezé przyktad liczb spetniajacych
warunki zadania.

http://www.math.uni.wroc.pl/~jwr/trapez
Pochwal sie swoimi rozwigzaniami na Facebooku: facebook. com/IMUWr




