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493. Zapisz liczbe 2193 uzywajac cyfr 1, 3, 31 3.
494. Zapisz liczbe 2199 uzywajac cyfr 1, 3, 31 3. I I % P I ' ' 2 ,
495. Zapisz liczbe 2200 uzywajac cyfr 1, 3, 31 3.
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rzenia liczb z podanych cyfr wolno uzyé¢ w dowol-
nej ilodci pieciu dziatan (dodawanie, odejmowanie,
mnozenie, dzielenie, potegowanie), silni, pierwiastka
kwadratowego oraz nawiaséw dla oznaczenia kolej-

Facebookowy konkurs Trapezu
Zadanie Tygodnia
496. Zapisz jak najmniejsza liczbe catkowita wicksza od 750 uzywajac cyfr 0, 1,
1, 11 4. Przez jak naymniejszq rozumiemy najmniejszqg sposrod liczb zapisanych przez
uczestnikow konkursu. Tym razem osoby biorace udziat w konkursie moga odpowiadac
wielokrotnie.

Zadania wokét chinskiego twierdzenia o resztach

497. Liczba naturalna ma taka samg koncowke czterocyfrowa jak jej pigta potega.
Jaka to moze by¢ koncowka?
498. Udowodnij, ze istnieja liczby catkowite dodatnie a, b, ¢, d spelniajace réwnanie
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Rozwigzania zadan 487—-492

5! 8

487. 17= §+2 488. 200=25-8 489. 600=(8—2)!—5! 490. 400 = (2\/5)
491. Na mocy chinskiego twierdzenia o resztach uktad kongruencji

n+1 0 (mod 101!)

n+2 0 (mod 103)
ma nieskonczenie wiele rozwigzan tworzacych postep arytmetyczny o réznicy 101!-103,
ktora jest wzglednie pierwsza z wyrazami tego postepu. Na mocy twierdzenia Dirichleta
o liczbach pierwszych w postepach arytmetycznych, istnieje rozwigzanie n bedace liczba,
pierwsza. Liczba ta spelnia warunki zadania, gdyz ztozone sg liczby:
en—Fkdlak=1,23,...,100 jako podzielne przez k-+1,
e n+kdlak=3,4,5,...,100 jako podzielne przez k—1,
e n+1 jako podzielna przez 101!,
e n+ 2 jako podzielna przez 103.

492. Konstrukcje rozwiazania réwnania
a2 4+ 522 4 (222 2222 (1)
oprzemy na réwnosci
m? 422 4 n? = y?

dla odpowiednio dobranych liczb catkowitych dodatnich m, x, n i y. W celu znalezienia
rozwigzania powyzszego réwnania, szukamy takich z, y, aby liczba %2 — 2?2 byta sumg
dwoch kwadratow.

W tym miejscu wypada wyjasni¢, iz liczb bedacych sumami dwéch kwadratéw jest
na tyle duzo, ze sprawdzajac po kolei liczby postaci y*2 — 2?? mozemy mieé¢ nadzieje
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na znalezienie wsrod nich sumy dwoch kwadratow. I to pomimo przeciwnosci losu, ktory
nie jest dla nas specjalnie taskawy. Istniejag bowiem powody, dla ktérych liczby posta-
ci y*? — 2% niechetnie bywajg sumami dwéch kwadratéw. Otéz z maltego twierdzenia
Fermata wynika, ze najczesciej v*2 =y* =1 (mod 23), a wigc liczba y*2 — 2 jest po-
dzielna przez 23, a liczba podzielna przez 23 najczesciej nie jest suma dwoch kwadratow.
Na szczeécie od obu tych najczesciej s mozliwe odstepstwa: liczba 3?2 — 2?2 nie jest po-
dzielna przez 23, jezeli x albo y jest podzielne przez 23, a liczba podzielna przez 23 moze
by¢ sumg dwdch kwadratow, jezeli jest podzielna przez 232.
Z pomoca komputera znajdujemy odpowiednie liczby x =40 i y =41, dla ktérych
417 — 407 = 3*- 23599281 - 37765289 - 130898631716248441 ,
a przy tym
599281 = 500" +591%, 37765289 = 1133+ 6040°

oraz
130898631716248441 = 441245252 + 3590983967 .

Po wykorzystaniu tozsamosci uzywajacej liczb zespolonych
(32 +t2) : (u2 +v2) = |(s+ti)(u+vi)|[> = |(su—tv) + (sv+tu)i]* = (su—tv)> 4 (sv +tu)?
dochodzimy do
41%? — 40?* = 1369343460247503842 4 328921217899298055 =
= 189533500870022055% + 301690627553354616% =

=2124915041378193842 4+ 285985215308118105% =
= 2468306073858356162% + 2569335205128421052 ,
mozemy zatem przyja¢ m = 136934346024750384 i n = 328921217899298055.

Otrzymujemy wiec rownosé
m®+40% +n*=41%.
Mnozac te réwnosé przez 417 -nf otrzymujemy
m? 417 -+ 402417 - n? 4417 .72 = 417122 pa (2)
Aby udowodnié istnienie rozwiazania réwnania (1) wykazemy istnienie takich p i ¢, aby
odpowiednie elementy réwnosci (2) odpowiadaly odpowiednim elementom réwnania (1).
Takie liczby p i ¢ powinny spetnia¢ nastepujace uktady kongruencji:

P = 0 (mod 2) q = 0 (mod 2)

P = 0 (mod 22) q = 0 (mod 22)

P = 0 (mod 222) qg+2 = 0 (mod 222)
p+22 = 0 (mod 2222) q = 0 (mod 2222)

Na mocy chinskiego twierdzenia o resztach istniejg liczby catkowite dodatnie p i ¢ spel-
niajace powyzszy uktad kongruencji. Wéwczas liczby
a:m'41p/2'nq/27 b:40-41p/22-nq/22, 0241:117/222.n(q-‘rQ)/QQQ7 d:41(p+22)/2222'TLQ/2222

spetniaja réwnanie (1).

Uwaga: Mozna wyliczy¢, ze liczbami spelniajacymi uktad kongruencji sa p = 24420
i q=244420.

http://www.math.uni.wroc.pl/~jwr/trapez
Pochwal sie swoimi rozwigzaniami na Facebooku: facebook. com/IMUWr




