Lamigléwki i zadania na weekend
W tamigtowkach 499, 500 i 501 oprocz tworze- ’5“:”7 ‘
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nia liczb z podanych cyfr wolno uzy¢ w dowolnej ilo-
Sci pieciu dziatan (dodawanie, odejmowanie, mnoze-
nie, dzielenie, potegowanie), silni, pierwiastka kwa-
dratowego oraz nawiaséw dla oznaczenia kolejnosci . .
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dziatan. JAROSLAWA WROBLEWSKIECO

499. Zapisz liczbe 33 uzywajac cyfr 0, 1, 31 6
(kazdej tylko raz). Podaj dwa istotnie rézne rozwia- I I % P I ‘ ' 2 ,

zania.
500. Zapisz liczbe 73 uzywajac cyfr 0, 3, 51 8 Nr 65 (25/2016)
(kazdej tylko raz). Piatek, 24 czerwca 2016 r.

501. Zapisz liczbe 142 uzywajac cyfr 2, 4 i 8 (kaz-
dej tylko raz).

Wielokaty foremne
502. Ktory wielokat foremny ma dwa razy wiecej przekatnych niz bokéw?
503. Ktory wielokat foremny ma dziesieé¢ razy wiecej przekatnych niz bokow?
504. Niech P(n) bedzie polem n-kata foremnego o boku 1. Udowodnij, ze
P(12)=12-P(3)+6-P(4) .

Rozwigzania zadan 493-498

493. 2193 =31 13 494. 2199=((3!)!+13)-3 495. 2200=13%+3
496. 752=+/411-10!

497. Warunki zadania spelniajg nieujemne liczby k < 104, dla ktérych
k® =k (mod 10%),
a to jest rownowazne uktadowi kongruencji

{ (k=1)-k-(k+1)-(K*+1) 0 (mod 16) )
(k=1)-k-(k+1)-(k*+1) 0 (mod 625).
Pierwsza kongruencja uktadu (1) jest réwnowazna temu, ze k jest podzielne przez 16 lub
nieparzyste. Aby sie o tym przekonaé, wystarczy zauwazy¢, ze w przypadku nieparzy-
stego k czynniki k—1, k+1, k?+1 sg parzyste, a ponadto jeden z czynnikéw k—1, k+1
jest podzielny przez 4.

Z kolei druga kongruencja uktadu (1) ma pieé rozwiazan (z doktadnoscia do przysta-
wania modulo 625): sa to liczby 0, £1 oraz dwa rozwiazania kongruencji

k*=—1 (mod 625). (2)

W celu rozwiazania kongruencji (2) zauwazmy najpierw, ze rozwiazaniami kongruencji
k*=—1(mod 25) sa liczby 7. Wobec tego rozwigzania kongruencji (2) sa postaci 25a+7,
skad otrzymujemy

(25a+7)% =625a% +350a +49 =25 (+£14a+2) — 1 (mod 625) .

Nietrudno zauwazy¢, ze dla a = +£7 zachodzi +14a+2 =0 (mod 25), skad dostajemy
rozwigzanie kongruencji (2): k= +182.

Podsumowujac: Uktad kongruencji (1) spehiaja liczby k, dla ktérych

{ k ro  (mod 16),
k

rs (mod 625),
gdzie 1o € {—7, =5, =3, —1,0,1,3,5, 7} i rs € {—182, —1, 0, 1, 182},



-2- LA Pigtek, 24 czerwca 2016 . LA Trapez 65 (25/2016)

W konsekwencji istnieje 45 koncéwek czterocyfrowych spetniajacych warunki zadania:
0000, 0001, 0443, 0624, 0625, 0807, 1249, 1251, 1693, 1875, 2057, 2499, 2501, 2943, 3125,
3307, 3568, 3749, 3751, 4193, 4375, 4557, 4999, 5001, 5443, 5625, 5807, 6249, 6251, 6432,
6693, 6875, 7057, 7499, 7501, 7943, 8125, 8307, 8749, 8751, 9193, 9375, 9376, 9557, 9999.

498. Konstrukcje rozwiazania réwnania
a3 4 BB 1 B33 333 (3)
oprzemy na rozwigzaniu réwnania
234y g o3 =13 (4)
w liczbach catkowitych dodatnich z, y, z, t. Z kolei rozwiazanie réwnania (4) uzyskamy
korzystajac z tozsamosci

(9m® —1)" +1+ (9m* ~3m)” = (9m")", (5)
w ktorej przyjmiemy m = 3°. Otrzymujemy réwnosé
(37 1) 41+ (32 -3°) =3, (6)
ktéra stanowi rozwiazanie réwnania (4) z
=371, y=1, 2=23%2_36 t=9.
Mnozac réwnosé (6) przez 3F-nd, gdzie n =3 —1, dostajemy
(37 1) 37t 37t 3415 0t = 3PS o (7)

Aby udowodni¢ istnienie rozwiazania réwnania (3) wykazemy istnienie takich p i ¢, ze
odpowiednie elementy réwnosci (7) odpowiadaja odpowiednim elementom réwnania (3).
Takie liczby p i ¢ powinny spetnia¢ nastepujace uktady kongruencji:

P = 0 (mod 3) q = 0 (mod 3)

p = 0 (mod 33) q = 0 (mod 33)
p+18 = 0 (mod 333) qg+3 = 0 (mod 333)
p+66 = 0 (mod 3333) q = 0 (mod 3333)

Na mocy chinskiego twierdzenia o resztach istniejg liczby catkowite dodatnie p i ¢ spel-
niajace powyzszy uktad kongruencji. Wéwczas liczby

a=(37—1)-37% (31~ 1)"/3 : b=3v/3. (310 1)q/33 :

¢ — 3(P+18)/333 (316 — 1) (a+3)/383 d — 3(P+66)/3333 (316 _ 1)Q/3333

spelniaja réwnanie (3).

Uwagi: Mozna wyliczy¢, ze liczbami spetlniajacymi podane wyzej uktady kongruencji
sa p=>53262 i g =366630.

Tozsamosé (5) po podstawieniu m = 3¥ prowadzi do réwnosci

(33k+2 . 1>3 14 (34k+2 _ 3k+1)3 _ 312k+6
czyli uzyskujemy rozwigzanie rownan

23 414 23 = 312k+6 oraz 3 L1268 41246

http://www.math.uni.wroc.pl/~jwr/trapez
Pochwal sie swoimi rozwigzaniami na Facebooku: facebook. com/IMUWr




