Yamigléwki i zadania na dlugi weekend "“x""

W tamigtéwkach 1127, 1128 i 1129 oprocz two-
rzenia liczb z podanych cyfr wolno uzy¢ w dowol- “‘"""
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nej ilosci pieciu dziatan (dodawanie, odejmowanie,
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mnozenie, dzielenie, potegowanie), silni, pierwiastka
kwadratowego oraz nawiaséw dla oznaczenia kolej-
nosci dziatan. JAROSLAWA WROBLEWSKIEGO
1127. Zapisz liczbe 361 uzywajac cyfr 2, 2 i 3.
1128. Zapisz liczbe 363 uzywajac cyfr 3, 51 5.
1129. Zapisz liczbe 365 uzywajac cyfr 3, 51 5.
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Wielomiany Sroda, 30 maja 2018 r.
1130. Wielomian siédmego stopnia o wspotezynnikach rzeczywistych W (z) przyjmuje

wartosci catkowite dla argumentéw catkowitych. Rozstrzygnij, czy stad wynika, ze dla
kazdej liczby catkowitej n zachodzi kongruencja

W(n)=W(n+4) (mod 2) .

1131. Wielomian siédmego stopnia o wspoétczynnikach rzeczywistych W (zx) spetnia
warunek

W(n)=2" dla n=0,1,2,...,7.

Udowodnij istnienie takiej liczby naturalnej n > 7, ze W(n) jest potega dwéjki.

1132. Na potrzeby £ Trapezu liczbe calkowitg dodatnig N bedziemy nazywaé
superzlozong, jezeli kazdy jej dzielnik pierwszy jest mniejszy od v/N.

Chcac udowodnié, ze istnieje nieskonczenie wiele trojek kolejnych liczb superztozo-
nych, rozwazamy liczby n—1=(n—1)-(n+1) oraz n?, ktére sa prawie superzlozone.
Wprawdzie prawie robi duza réznice, ale w tym wypadku nietrudno sobie z tym pora-
dzi¢. Do zakonczenia dowodu wystarczy wykazaé, ze liczby postaci n? —2 sg superztozone
dla nieskonczenie wielu n. Jak to zrobic¢?

1133. Liczby n?—49, n?>—25 oraz n*—1 sg prawie superztozone i tworza postep aryt-
metyczny. Na ich podstawie udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele tréjek kolejnych
liczb superztozonych.

Rozwigzania zadan 1120-1126

1120. 207=23-9 1121. 208 = (3!)! —2° 1122. 214:(3!)‘@—2

1123. Wynika. Dla kazdego wielomianu W (z) co najwyzej ésmego stopnia prawdziwa
jest tozsamosé

8
9
W(z+9)=>_ (k> (=) W(z+k),
k=0
skad wobec (Z) =0 (mod 3) dla k=1,2,...,8 otrzymujemy
W(n+9)=W(n) (mod 3) .

1124. Wynika. Dla kazdego wielomianu W (x) co najwyzej sibdmego stopnia praw-
dziwa jest tozsamosc

7

W) =3 (1) O W),

k=0

skad wobec (2) =0 (mod 2) dla k=1,2,...,7 otrzymujemy
W(n+8)=W(n) (mod 2) ,
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co jest warunkiem mocniejszym niz podana w tresci zadania kongruencja

W(n)=W(n+16) (mod 2) .

1125. Przyjmujac n=2m? otrzymujemy
n?+1=4m'+1=(2m>—2m+1)- (2m*+2m+1) ,

wiec w tym wypadku liczba n?+1 jest prawie superztozona. Do zakoficzenia rozwigzania
wystarczy tak dobraé¢ m, aby liczby n+1=2m?+1 oraz 2m?+2m+ 1 byly zlozone.
W tym celu wystarczy przyjaé, ze liczba 2m2+1 jest podzielna przez 3 (co ma miejsce,
gdy m nie jest podzielne przez 3), a liczba 2m?+2m+1 jest podzielna przez 5 (co ma
miejsce, gdy m daje przy dzieleniu przez 5 reszte 1 lub 3).

Przyjmujac m = 15k + 1, czyli w konsekwencji n = 450k? + 60k + 2, otrzymujemy:

n?—1=202500k"+54000k> + 5400k2 + 240k +3 = 3- (1501:2 20k + 1) : (450k2 160k + 1) :
n? = 202500k* + 54000k> + 5400k% 4+ 240k +4 =4 - (15k +1)*
n2+1=202500k* + 54000k3 + 5400k% 4+ 240k +5=5- (901<:2 18k + 1) : (45Ok:2 130k + 1) .

1126. Przyjmujac n =m? otrzymujemy
2 o4 2 g (2 2
n“+n+l=m"+m —|—1—(m —m~|—1)-(m —I—m+1),

wiec w tym wypadku liczba n?4-n+1 jest prawie superztozona. Do zakonczenia rozwigza-
nia wystarczy tak dobra¢ m, aby liczba m?+m+1 byta zlozona. W tym celu wystarczy
przyjaé, ze liczba m? +m+1 jest podzielna przez 3, co ma miejsce, gdy m daje przy
dzieleniu przez 3 reszte 1.

Uwaga: Zasadnicz czeScia rozwigzania jest rozktad wielomianu szoéstego stopnia 2°—1
na iloczyn wielomianéw stopnia co najwyzej drugiego:

P —1=(x—1)-(z+1)- (a:2—x+1> : (x2+x+1> :
Wychodzac od rozktadu
x30—1:(:c—1)-(a:+1)-(mQ—x—i—l) . (1:2+x+1) . ($4—x3+x2—x+1)~
-(x4+x3+x2+x+1) . (mS—x7+x5—m4+x3—x+1> . (x8+x7—m5—x4—a:3+x+l)

mozemy udowodnié istnienie nieskoficzenie wielu par kolejnych liczb n3° —1 i n3° o dziel-
nikach pierwszych ponizej n8.

Z kolei wielomian 22'°—1 rozktada sie na iloczyn wielomianéw stopnia co najwyzej 48,
co prowadzi do par kolejnych liczb o dzielnikach pierwszych ponizej pierwiastka 4-go
stopnia z rozktadanej liczby.

Wiadomo, ze wielomian z* —1 rozktada sie na iloczyn wielomianéw stopnia co najwy-
zej p(k) (funkcja Eulera). Sa to tzw. wielomiany cyklotomiczne. Wiadomo tez, ze iloraz
©(k)/k moze byé¢ dowolnie mala liczbg dodatnia. Wynika stad, ze zastepujac w definicji
superztozonosci pierwiastek kwadratowy pierwiastkiem dowolnego stopnia, otrzymamy
pary kolejnych liczb o tak wzmocnionej wtasnosci superztozonosci — a nawet tréjki ko-
lejnych liczb, jesli rozwazy¢ liczby n* —1, n*, n* 4+ 1. Wiadomo bowiem, ze wielomian
2% 41 rozktada sie na iloczyn wielomianéw stopnia co najwyzej ¢(2k).

http://www.math.uni.wroc.pl/~jwr/trapez
Pochwal sie swoimi rozwigzaniami na Facebooku: facebook. com/IMUWr




