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1517. Zapisz liczbe 204 uzywajac cyfr 4, 5,51 6. I \RAP I |: : Z

1518. Zapisz liczbe 205 uzywajac cyfr 4, 5, 51 6.

1519. Zapisz liczbe 206 uzywajac cyfr 4, 5,516, INr 206 (10/2019)
Piatek, 8 marca 2019 r.

Niezmienniki

1520. Na tablicy napisano 100 jedynek. W pojedynczym ruchu mozemy wybraé¢ dwie
liczby aktualnie napisane na tablicy, powiedzmy «a i b, zmazac je, a zamiast nich napisac
liczbe va?+b2. Wykonujemy dozwolone ruchy tak dtugo, az na tablicy pozostanie jedna
liczba. Jaka to moze by¢ liczba?

1521. Na tablicy napisano 2019 jedynek. W pojedynczym ruchu mozemy wybraé¢ dwie

liczby aktualnie napisane na tablicy, powiedzmy «a i b, zmazac je, a zamiast nich napisac
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liczby na tablicy sa rowne. Jakie to moga by¢ liczby?

liczby . Wykonujemy dozwolone ruchy, po czym okazuje sie, ze wszystkie

1522. Czy zbiér {1,2,3,...,2019} mozna podzieli¢ na trzy zbiory o réwnych sumach
elementow?

Rozwigzania zadan 1498-1516
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1512. W kazdym polu kwadratowej tablicy o wymiarach 9x 9 znajduje sie zaréwka. Na kazdej wewnetrznej
krawedzi (tzn. wspdlnym boku dwdéch pdl) znajduje si¢ przetacznik, ktéry zmienia stan (zgaszona/zapalona)
zaréwek na obu polach sasiadujacych z ta krawedzig. Poczatkowo jedna zaréwka jest zapalona, a pozostale
zgaszone. Udowodnij, ze korzystajac z dostepnych przetacznikéw, nie mozna doprowadzi¢ do stanu, w ktérym
wszystkie zaréwki sa zgaszone.

Poczatkowo zapalona jest jedna zarowka, czyli liczba zapalonych zaréwek jest niepa-
rzysta. Uzycie ktoregokolwiek przetacznika zmienia stan dwéch zaréwek, czyli nie zmienia
parzystosci liczby zapalonych zarowek. Zatem bez wzgledu na to, jak bedziemy mani-
pulowaé przetacznikami, liczba zapalonych zaréwek pozostanie nieparzysta, a wiec nie
moze by¢ réwna zeru.
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1513. Dany jest 13-kat foremny. Czy mozna w taki spos6b narysowaé niektére przekatne tego 13-kata,
aby z kazdego jego wierzchotka wychodzity doktadnie trzy narysowane przekatne?

Odpowiedz: Nie mozna.

Policzmy narysowane przekatne poprzez zliczenie liczby przekatnych wychodzacych
z kazdego wierzchotka. Otrzymamy 13-3 =39 przekatnych, przy czym kazda przekatna
byta liczona dwukrotnie. Zatem wypetnienie warunkow zadania wymaga narysowania
39/2=19,5 przekatnych, co nie jest mozliwe, bo liczba przekatnych musi by¢ catkowita.

1514. Na potrzeby tego zadania zbiér skladajacy sie z co najmniej trzech liczb calkowitych dodatnich
nazwiemy idealnym, jezeli najwieksza liczba do niego nalezaca jest suma jego pozostalych elementéow. Na przyktad
zbior {1,2,3} jest idealny, bo 3=142. Wyznacz najmniejsza liczbe naturalng n >3, dla ktérej zbior {1,2,3,...,n}
mozna podzieli¢ na zbiory idealne.

Poniewaz suma liczb nalezacych do zbioru idealnego jest parzysta (jako réwna po-
dwojonemu najwiekszemu elementowi), nie da sie podzieli¢ na zbiory idealne zbioru
ztozonego z liczb o nieparzystej sumie. To oznacza, ze wymagany podzial nie istnieje dla
n=>5,6,9,10, gdzie zbiér {1,2,3,...,n} ma sume liczb odpowiednio réwna 15, 21, 45 i 55.

W pozostatych przypadkach najwigksze elementy zbioréw podziatu musza sie sumo-
waé do polowy sumy elementéw zbioru {1,2,3,...,n}, a przy tym zbioréw podziatu nie
moze by¢ wiecej niz n/3.

I tak dla n =4 musialby by¢ jeden zbiér podziatu, czyli {1,2,3,4}, ale 4#1+2+3.

Dla n=71n=8 mogtyby by¢ co najwyzej dwa zbiory podziatu, o sumie najwiekszych
elementow odpowiednio 14 i 18, co nie jest mozliwe, bo kazde dwa elementy zbioru
{1,2,3,...,n} maja sume nie wieksza od 2n— 1, czyli odpowiednio od 13 i 15.

Dla n =11 mogtyby by¢ co najwyzej trzy zbiory podzialu, o sumie najwiekszych
elementéw réwnej 33. Jednak kazde trzy elementy zbioru {1,2,3,...,11} maja sume nie
wieksza od 30.

Z kolei dla n =12 suma najwiekszych liczb zbioréw podziatu powinna by¢ réwna 39,
czyli moga to by¢ na przyktad cztery liczby: 12, 11, 10, 6. Idealnymi zbiorami spelnia-
jacymi warunki zadania sa na przyktad: {3,9,12}, {4,7,11}, {2,8,10} i {1,5,6}.

Odpowiedz: Liczbg spelniajaca warunki zadania jest n=12.

1515. Na tablicy napisano liczby od 1 do 100. W pojedynczym ruchu mozemy wybraé dwie liczby aktualnie

napisane na tablicy, powiedzmy a i b, zmazaé je, a zamiast nich napisaé liczby a+1 i b—1. Czy wykonujac
dozwolone ruchy mozna doprowadzi¢ do tego, ze wszystkie liczby napisane na tablicy beda réwne?

Odpowiedz: Nie mozna.
Wykonywane ruchy nie zmieniaja sumy liczb napisanych na tablicy. Poniewaz poczat-
kowo suma liczb byta réwna

14+2434...4+100=(1+100)+(2499)+(34+98)+...+(50+51) =50-101 = 5050 ,

przy réwnych 100 liczbach kazda liczba musiataby by¢ rowna 50,5, co jest niemozliwe,
bo w kazdym momencie liczby napisane na tablicy sg catkowite.

1516. Na tablicy napisano liczby od 1 do 50. W pojedynczym ruchu mozemy wybraé¢ dwie liczby aktualnie
napisane na tablicy, powiedzmy a i b, zmazaé je, a zamiast nich napisaé liczbe |a —b|. Wykonujemy dozwolone
ruchy tak dlugo, az na tablicy pozostanie jedna liczba. Czy moze to by¢ liczba 07

Odpowiedz: Nie moze.

Dozwolony ruch nie zmienia parzystosci sumy liczb napisanych na tablicy, a poczat-
kowo suma liczb byta nieparzysta (bo bylto 25 liczb nieparzystych). Gdy na tablicy po-
zostanie jedna liczba, bedzie ona nieparzysta.

http://www.math.uni.wroc.pl/~jwr/trapez
Pochwal sie swoimi rozwigzaniami na Facebooku: facebook. com/IMUWr




