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1 WPROWADZENIE.

Nieprzemienna probabilistyka jest dziedzina, ktora rozwija sie bardzo intensywnie od
poczatku lat 80-tych zeszlego wieku. Wtedy pojawily sie prace D. Avitzoura [Av] i D.
Voiculescu [Voil], w ktérych sformutowano pojecie wolnej niezaleznosci.

Definicja 1.0.1 Dla danej algebry A i funkcjonatu liniowego ¢ mowimy, Ze podalgebry
A1, ..., A, C A sa niezalezne w sposéb wolny (ang. “freely independent”), w skrdcie:
"wolne”, jesli dla dowolnych elementow a1 € Aj,,...,a, € Aj,, takich, Ze j1 # ... # jn,
zachodzi warunek:

olar-...-ap) =0, oile @la)=...=¢(ay)=0 (1.1)

Jesli zalozymy, ze A jest x-algebra z jedynka, a ¢ jest stanem (funkcjonalem dodatnim
spemiajacym (1) = 1), to dla dowolnego elementu hermitowskiego a = a* € A mozemy
okresli¢ jego rozktad (wzgledem ) jako miare probabilistyczna p, dla ktérej
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Taka miara istnieje, jesli A jest C*-algebra. Wynika to z twierdzenia Gelfanda-Najmarka,
gdyz domknieta podalgebra generowana przez element hermitowski a jest przemienna,
C*-algebra, izomorficzna, z algebra funkcji ciagtych na spektrum a (zawartym w przedziale
domknietym na prostej rzeczywistej). Na podstawie twierdzenia Riesza o postaci funkcjon-
alu na takiej algebrze, istnieje miara probabilistczna p na tym spektrum, spetniajaca (1.2).
Role przestrzeni probabilistycznej odgrywa (C*)-algebra A, a miary probabilistyczne;
—stan . W ten sposob wkraczamy do wolnej probabilistyki. Jesli, na przyklad, bedziemy
rozpatrywaé ciag (an )., elementéw wolnych w A, speliajacych warunki: ¢(a,) = 0 oraz

©((an)?) = 1, i utworzymy ich znormalizowane sumy czesciowe
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czyli momentéw miary Wignera (ang. ”semicircle law”)
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Jest to Centralne Twierdzenie Graniczne w wolnej probabilistyce. Role miary gaussowskiej
pelni tutaj miara Wignera.

Tego typu twierdzenie graniczne bylo otrzymane przez E. Wignera dla gaussowskich
macierzy losowych o wymiarach rosnacych do nieskonczonosci. W 1975 roku M. Bozejko
[?] pokazal, Zze dla nieskoniczonego ciagu wolnych generatoréw grupy wolnej Fo, granica,
rozktadu unormowanych sum czesciowych sa liczby Catalana — momenty miary Wign-
era. Grupa wolna jest podstawowym modelem wolnej niezaleznosci (stad tez nazwa):
jako A rozpatrujemy x-algebre funkcji o noénikach skonczonych na F, - grupie wolnej
op € {0,2,3,...} wolnych generatorach, a jako stan ¢ - warto$¢ funkcji na elemencie
neutralnym.

W ogélnej wersji to centralne twierdzenie graniczne jest twierdzeniem Voiculescu,
tworcy wolnej probabilistyki.

Innymi naturalnymi modelami wolnej niezaleznosci sa grupy bedace iloczynami wol-
nymi, ktore stanowily przedmiot moich badan zwiazanych z doktoratem.

R. Speicher [Spl] zauwazyt zwiazek wolnego twierdzenia granicznego z kombinatoryka
zbioréw partycji. Mianowicie, w dowodzie tego twierdzenia, badajac sktadniki sumy, ktéra
pojawia sie po rozwinieciu wyrazenia po lewej stronie (1.4), wystarczy rozpatrywaé tylko
wyrazenia postaci ¢(aj, . .. aj,,, ) ktore sa zwiazane z nieprzecinajacymi sie¢ dwupartycjami.
Ponadto, ilosé takich dwupartycji jest liczba Catalana. Dla poréwnania, w klasycznej
probabilistyce, momenty miary gaussowskiej sa takze iloScia wszystkich dwupartycji (z
przecieciami).

Drugim rodzajem nieprzemiennej niezaleznosci jest niezaleznosé boole’owska. Jej definicja
jest nastepujaca.

Definicja 1.0.2 Rodzina podalgebr A; danej algebry A, jest niezalezna boole’owsko (wzgledem
danego na A funkcjonatu @), jesli spetnia warunek: dla dowolnych aq € A, ..., an € Aj,
Jest

olay ... an) =v(ar) ... - play), (1.6)
oile j1 £ ... % jn.

Dla tego rodzaju niezaleznosci, badanej m. in. przez Speichera i Woroudi [SpW], w
analogicznym Centralnym Twierdzeniu Granicznym otrzymujemy miare Bernoulli’ego:
b= (6_1 +01). Niezalezno$¢ ta jest zwiazana z kombinatoryka partycji, ktére nie
maja blokéw wewnetrznych (sa one zwane boole’owskimi). Takie partycje pojawily sie w
pracach von Waldenfelsa.

Modelem dla tej niezaleznosci jest produkt markowski, podany przez M. Bozejke [Bo2].
Idea tego produktu jest nastepujaca. Zaldézmy, ze mamy dane dwa zbiory (dyskretne)
X1 i Xo, ktére maja dokladnie jeden wspélny element {xg} = X; N X3. Rozpatrujemy
przestrzenie Hilberta H; = [?(X;) (funkcji sumowalnych z kwadratem na X;, i = 1,2),
traktowane jako podprzestrzenie w H = 12(X; U X5), w ktérych bazy ortonormalne sa
dane przez funkcje d,.. Zalézmy ponadto, ze mamy dane dwie algebry operatoréw A; i Ao,
ograniczonych na H, ktére speliaja warunki:

Vaec A; (jesli feHy oraz f1Ldz to af=0), (1.7)

przy czym {i,i'} = {1,2}. Woéwczas te algebry sa niezalezne boole’owsko wzgledem
funkcjonatu ¢ : H 5 f +— f(x¢). Warunek nakladany na algebry A; mozna rozumieé
tez tak, ze A; jest zadana na H;, i rozszerzamy ja (kazdy jej element) na H przez zero na
dopelnieniu ortogonalnym H; w H, i = 1, 2.

Trzecim rodzajem nieprzemiennej niezaleznodci jest niezaleznosé monotoniczna podana
niezaleznie przez N. Muraki [Mul] i Y. G. Lu [Lu].



Definicja 1.0.3 Mdowimy, Ze rodzina podalgebr { A; : i € N} danej algebry A, indeksowana
zbiorem liczb naturalnych N, jest monotonicznie niezalezna wzgledem danego funkcjonatu
@ na A, jesli spetnione sq nastepujace warunki:

M1) a;Qja) = (,O(Gj) c @A,

oilea; € A;, aj € Aj, ap € Ay, orazi1 < j > k.

M2) @(a;, ... ayajag, .. ag,) =[],y p(ai,) - ola;) - TT;—; olar,),
odle i, > ... >0 >j <k <..<ksoraza; € Aj,, 1 <p <1, ap € Ay,
1<t<s, a5 € Aj.

Muraki i Lu podali tez niezaleznie konstrukcje ciagu operatoréw monotonicznie niezaleznych,
ktére dzialaja na skonstruowanej przez niego ” dyskretnej” monotonicznej przestrzeni Focka.
Operatory te sa suma monotonicznej kreacji i anihilacji. Drugi przykald jest podobny,
lecz operatory dzialaja na ”cigglej” monotonicznej przestrzeni Focka. Przestrzen ta jest
rozpieta na wektorach indeksowanych Scisle malejacymi ciagami liczb naturalnych (w przy-
padku dyskretnym) lub rzeczywistych dodatnich (w przypadku ciagltym).

Latwa, konstrukcje operatoréw monotonicznie niezaleznych podat U. Franz [F2]. Jesli
mamy dane dwie przestrzenie Hilberta H; i Ha, i dwa operatory ograniczone A; € B(H;),

i = 1,2, to na iloczynie tensorowym H = H; ® Hs okreslamy operatory

a1 =A@ P, ay=1p, ® As.

Tutaj P> : Hy — CQ jest projektorem ortogonalnym, natomiast 2 jest wyrdznionym
wspllnym wektorem jednostkowym. Jesli teraz rozpatrzymy stan ¢ na B(H) okreslony
wzorem (b) = (b2|Q2), to operatory aj i as sa monotonicznie niezalezne wzgledem .

Moja konstrukcja ”stabo monotonicznej przestrzeni Focka” byta inspirowana pytaniem
R. Lenczewskiego o przyktad ciagu operatoréw (czy algebr) monotonicznie niezaleznych,
dzialajacych na ” dyskretnej” przestrzeni Focka (typu F(I?)) zamiast na ”ciaglej” przestrzeni
Focka (typu F(L?(R™))).

Dla tych trzech rodzajéw nieprzemiennej niezaleznosci definiuje sie takze pojecie splotu
miar. Podobnie jak dla niezaleznosci klasycznej, je$li mamy dane dwa operatory a,b
(elementy x-algebry z danym stanem ¢), niezalezne (w sposéb wolny, booleowski czy
monotoniczny), ktérych rozkladami wzgledem tego stanu sa miary p oraz v, to rozktad
ich sumy jest miara p, ktéra nazywamy splotem (odpowiednio: wolnym, booleowskim czy
monotonicznym) tych miar.

Majac okreslony taki splot bada sie twierdzenia graniczne, tak jak w klasycznej proba-
bilistyce. W rezultacie mamy nastepujace przypadki rozkladéw granicznych w odpowied-
nich centralnych twierdzeniach granicznych (CLT):

1
(1) CLT w wolnej probabilistyce: rozklad Wignera du(z) == 2—\/4 — x2dx
v
1
(2) booleowskie CLT: rozklad Bernoulli’ego =g (6-1 + 01)
1 de

(3) monotoniczne CLT: rozklad arcusa sinusa du(x) :=

t-deformacja zostala wymyslona jako ciagla transformacja taczaca splot wolny (przy-
padek ¢t = 1) ze splotem boole’owskim (przypadek ¢ = 0). Jednak jest ona na tyle
ogoélnym przeksztalceniem, ze mozna ja zastosowaé¢ do dowolnego splotu, otrzymujac jego
deformacje. Dostaje sie wéwczas nowe miary ”gaussowskie” w centralnych twierdzeni-
ach granicznych. 7 tymi deformacjami jest zwiazana kombinatoryka, w ktérej wnika



sie glebiej w strukture partycji (pojawiaja sie w naturalny sposéb bloki lub skladowe
spéjne: wewnetrzne i zewnetrzne). Naturalnym problemem jest takze konstrukcja oper-
atoréw "t-gaussowskich” dla danego zdeformowanego CLT, czyli takich, ktére miatyby
rozktady dane przez miare otrzymana w danym zdeformowanym Centralnym Twierdzeniu
Granicznym. Wowczas mozna badaé wlasnosci algebr generowanych przez takie operatory.
Dla t-deformacji splotu wolnego takie algebry von Neumanna byly badane przeze mnie,
a ich pelmy opis zostal podany pézniej przez E. Ricarda [Ric]. Dla t-deformacji splotu
klasycznego znana jest konstrukcja takich operatorow t-gaussowskich, lecz ich wlasnosci
pozostaja, jako otwarty problem. t-transformacja byta dalej badana w doktoracie L. Wo-
jakowskiego [Woj]. Uogdlnienia t-transformacji rozpatrywali takze A. Krystek i H. Yoshida
[KrY].

Konstrukcje takich operatorow mozna otrzymac réznymi sposobami, deformujac oper-
atory kreacji i anihilacji na wolnej przestrzeni Focka, przez operator dzialajacy nietrywial-
nie tylko pomiedzy CQ2 < H (t-deformacja) czy CQ2 <+ H ® H (d-deformacja). Otwartym
problemem pozostaja zaburzenia ”wyzszych rzedéw”, typu CQ « H® ...® H = H®",
dla ustalonego n > 3, ktore moga, prowadzi¢ do glebszego zrozumienia splotu wolnego.
Badania w tym kierunku, chociaz innymi metodami, prowadzi od lat R. Lenczewski —
miedzy innymi wprowadzajac w tym celu pojecie "hierarchii wolnej” [Lenl].

Niektére modele nieprzemiennej probabilistyki okazuja, sie by¢ zwiazane z grupami
kwantowymi. Pojawilo sie to miedzy innymi w pracach M. Bozejki, B. Kummerera i R.
Speichera [BKS] (klasyczne wersje nieprzemiennych proceséw stochastycznych dziatajacych
na grupie Worono-wicza SUy(2)), a potem Ph. Biane [Bia]. Ponadto, konstrukcja stabo
monotonicznej przestrzeni Focka oraz monotonicznej przestrzeni Focka, jest zwiazana z
modelami drugiej kwantyzacji, podanymi przez W. Pusza [Pu] oraz W. Pusza i S. L.
Woronowicza [PuW], dla klasycznych relacji komutacji (CCR) i dla klasycznych relacji
antykomutacji (CAR). Dlatego jednym z zagadnien, ktére pojawia sie w moich badani-
ach, jest konstruowanie modeli zwiazanych z grupami kwantowymi. Istotnym krokiem
w tym kierunku bylo podanie nowej konstrukcji i opisu grupy kwantowej U,(2). Jed-
nakze otwartym problemem pozostaje nadal zbadanie, jakiego typu nieprzemienne procesy
stochastyczne sa zwiazane z ta grupa,.

Opisy wielu przykladéw modeli nieprzemiennej probabilistyki mozna takze znalezé w
monografii G. Pisiera [P].

Powyzsze konstrukcje doprowadzily tez do pytania, zadanego przez V. P. Belavkina, o
mozliwo$¢ uogdlnienia niezaleznosci monotonicznej na przypadek, gdy zbior indeksujacy
monotonicznie niezalezne algebry nie jest liniowo uporzadkowany (jak zbiér N liczb nat-
uralnych), lecz jest jedynie cze$ciowo uporzadkowany. Jest to sytuacja, ktéra pojawia sie
w klasycznej przestrzeni Minkowskiego, w ktérej porzadek jest dany przez stozek swietlny
Lorentza. W tym przypadku elementy, ktére maja ta sama wspdélrzedna czasowa, sa,
nieporéwnywalne.

Okazalo sie, ze konstrukcja ”stabo monotonicznej przestrzeni Focka” nadaje sie do ta-
kich uogdlnienn. Geometrycznie jest ona zwiazana z ”produktem grzebieniowym graféw”
(ang. "comb product”). Jednak zastosowanie jej w przypadku, gdy zbiér indekséw
jest tylko czesciowo uporzadkowany, wymaga dodatkowo skorzystania z konstrukcji M.
Bozejki, zwanej ” produktem markowskim”, ktory prowadzi do niezaleznosci boole’owskiej.
Polaczenie tych dwdéch konstrukeji prowadzi do ”bm-produktu przestrzeni Hilberta”, na
ktorym okredla sie ”"bm-rozszerzenia operatorow”. Te operatory speilniaja warunki typu
monotonicznej niezaleznosci Muraki’ego, jednakze dodatkowo wystepuja zaleznosci pomiedzy
operatorami indeksowanymi elementami nieporéwnywalnymi. Te warunki otrzymaly nazwe
"bm - niezaleznodci”, gdyz moga, byé¢ sformulowane dla dowolnej rodziny podalgebr danej
algebry ze stanem.



Naturalne przyklady czesciowych porzadkéw pojawiaja sie w przestrzeniach euklides-
owych V: zadane sa przez stozki dodatnie IT C V. Sposréd nich badatem nastepujace (dla
d e N):

1) V=RY II=R%:

(2) V=R, ®R? - przestrzenr Minkowskiego,
O={(z;y1,..-,Ya) : ® > +/(y1)2 + ...+ (ya)?} stozek Lorentza;

(3) V =My(R), rzeczywiste macierze d-wymiarowe,

IT = Hermy(R) macierze rzeczywiste symetryczne dodatnio okreslone.

2 TRESC ROZPRAWY.

2.1 t-deformacja.

Moja rozprawa habilitacyjna jest poswiecona konstrukcjom modeli nieprzemiennej proba-
bilistyki. Konstrukcje te sa réznymi deformacjami, gtéwnie w przestrzeniach Focka, oraz
deformacjami operatorow, ktore na nich dzialaja. Poczatek tych badan bierze sie z defor-
macji miar, ktéra zostala nazwana ”t-transformacja” i byta zdefiniowana w pracy [BWO0]
w nastepujacy sposéb: dla miary probabilistycznej p i liczby nieujemnej ¢ na prostej
rzeczywistej istnieje dokladnie jedna miara probabilistyczna p; dla ktérej

= + (1 —1)z,

gdzie

+o00
Gule)= [ duto)

z—x
jest transformata Cauchy’ego miary p okreslong dla z € C \ supp(u).

Zdefiniowanie takiej transformacji miar pozwala rowniez okresli¢ transformacje dowol-
nych splotéw. Mianowicie, jesli dany jest splot & miar probabilistycznych (na przyktad
splot klasyczny czy splot wolny), to okreslamy nowy splot @ wzorem

p®evi= (e O v

W pracy [BW1] badane byty wlasnosci tej transformacji splotéw. W szczegdlnosci pokazane
zostalo jak zmienia sie miara graniczna w centralnym twierdzeniu granicznym i w twierdze-
niu granicznym typu Poissona (dla splotu klasycznego i wolnego). W przypadku central-
nego twierdzenia granicznego dla t-transformacji splotu wolnego otrzymuje sie tak zwane
miary Kestena: ich cze$¢ absolutnie ciagla wyraza sie wzorem

1 VAt — 22

27 1—(1—t)a?
i maja one atomy w punktach + \/11?, gdy 0 <t < % Momenty tych miar sa zwiazane z
kombinatoryka, na zbiorach nieprzecinajacych sie¢ dwupartycji i sa dane wzorami:

aman 2 oS (11 7)

VENC2(2n) k=0




w ktérym wspdltezynniki D(n, k) := (Zi]f) — (nzk) sa, liczbami Delaney’a. W tym wzorze
fin(V) oznacza ilosé blokéw wewnetrznych w dwupartycji V. Podobna sytuacja pojawita
sie tez dla t-transformacji splotu klasycznego, jednakze tam w analogicznym wzorze trzeba
rozpatrywac ilosé¢ sktadowych spdjnych zewnetrznych.

W tej pracy pojawity sie tez konstrukcje operatoréw, dziatajacych na t-zdeformowanych
przestrzeniach Focka (wolnej i symetrycznej), ktére wzgledem stanu prézniowego maja
momenty dane przez miary graniczne w centralnych twierdzeniach granicznych dla splotu
wolnego i dla splotu klasycznego. Operatory te sa postaci G(f) := A(f) + B(f), czyli sa
sumami operatora anihilacji i operatora kreacji, dla ustalonego wektora jednostkowego f
w danej przestrzeni Hilberta.

Konstrukcja jest nastepujaca. W wolnej przestrzeni Focka F(H) := CQ @ ,,~; H®",
zdefiniowanej na przestrzeni Hilberta H, zaburzamy iloczyn skalarny ktadac: -

n
(wl K- Q& wm‘yl XX yn)t = 5m,ntn71 H (xk’yk)’)—[ .
k=1

Uzupehienie F(H) wzgledem tego iloczynu skalarnego oznaczamy F;(H) i jest to t-
zdeformowana przestrzen Focka. Na tej przestrzeni definiujemy operator kreacji B(f)
przez wektor f € H jako wolna kreacje:

B(f)(:c1®.--®a:n):f®x1®~-~®$n,

natomiast odpowiadajacy mu operator anihilacji A(f) jest sprzezony wzgledem t-zdefor-
mowanego iloczynu skalarnego. Jego dziatanie mozna opisa¢ wzorami:

A(NQ=0, A(f)zr=(f, 2000 Af)(@1®@ - @ap) =t (f,21)n (22® @)

dla n > 2. Wéwcezas dla stanu ¢(X) := (XQ|2); i dla wektora jednostkowego f € H
mamy wzor:

p(G(f)*") = Calt)
W przypadku t-wolnym badane byly wiasnosci algebr von Neumanna

1

I'im = ({G(e) i =1,2,...,n})

generowanych przez n—elementowe ciagi takich operatoréw (zwanych t-gaussowskimi),
gdzie {e; : i = 1,2,...,n} jest baza ortonormalna, n € {4+00,1,2,...}. W pracy [Wys4]
udowodnione zostalo, ze w przypadku n = +o0o nieskonczonego ciagu takich operatoréw
generowana przez nie algebra von Neumanna jest faktorem ztozonym ze wszystkich oper-
atorow ograniczonych na t-zdeformowanej przestrzeni Focka. Dla ciagéw skoriczonych ten
problem zostal rozwiazany przez E. Ricarda [Ric].

Inna realizacje wolnych operatoréw t-gaussowskich otrzymatem w pracy [Wys2] poprzez
deformacje operatoréw kreacji i anihilacji na wolnej przestrzeni Focka. W tym wypadku
definiujemy operator C(f):

C(flz = (flo)n; C(fly=0, dla yeF(H), yLlH,

oraz C*(f) jako sprzezony do C(f) (f € H). Teraz, dla dowolnego ¢ € R definiujemy
operatory

Ge(f) = (A() + A(f)) + e (C(f) + (1))

ktére sa samosprzezone. Nastepnie rozwazamy momenty tych operatoréw wzgledem stanu
wyznaczonego przez §2:

Me(n) := (Ge(f)" Q).



Dowodzi sie, ze (dla wektora jednostkowego f € H) sa to réwniez momenty miary prob-
abilistycznej p. na prostej (zwanej rozkladem operatora G.(f)). Miary te sa opisane w
sposéb nastepujacy:

(1) Dla ¢ = —1 jest u—1 = dp.

(2) Dla |c + 1| < v/2 miara p,. jest absolutnie ciagla i jej gesto$é dana jest wzorem:

() 1 4 — g2
9e\T) = 2 c(c+2)
2r(1+¢)?2 11— e 2
dla z € [-2,2].
(3) Dla |c+1| > v/2 miara . ma gestoé¢ dana powyzszym wzorem oraz atomy w punktach:
e (1+¢)*
©T Tele+2)

(4) Dla |c + 1| = v/2 miara 4,3 Jest absolutnie ciagla i jej gestos¢ ma wzor

() 1 1
)= ———,
g T V4 —a2?

czyli arcus sinus na przedziale [—2, 2].

_1_ [ 2N
=1 IN-1

zwiazane ze spacerami losowymi na grupach wolnych.
W tej samej pracy otrzymaltem réwniez nastepujacy wzoér na momenty mieszane:

(Gelf1)...Celfom)@) = > (A +?)" Y T (ilfin

VeNC2(2n) {j,k}ev

W szczegdlnym przypadku, gdy cn > /2 otrzymujemy miary Kestena,

dla dowolnych wektoréw jednostkowych f1,..., fo, € F(H).

Ta deformacja zaburzajaca wolne operatory kreacji i anihilacji stala sie podstawa, do
innych moich konstrukeji. W szczegélnosci w tej samej pracy zostal skonstruowany ciag
operatoréw monotonicznie niezaleznych na tak zwanej stabo monotonicznej przestrzeni
Focka.

2.2 Monotoniczna niezalezno$¢ na stabo monotonicznej przestrzeni Focka.

Niezalezno$¢ monotoniczna zostata wprowadzona przez N. Muraki i stanowi narzedzie do
wyliczania momentéw mieszanych.

Definicja 2.2.1 Mdéwimy, ze rodzina podalgebr {A; : i € I} danej algebry A, indeksowana
zbiorem liniowo uporzadkowanym 1, jest monotonicznie niezaleina wzgledem danego funkcjonatu
@ na A, jesli spetnione sq nastepujace warunki:
(M1) bibjbk = go(bj) - b;by jes’li 1< g > k,
M2) @(bi, - iy bjbg, - .- bi,) = [Taey @(biy) - (b)) - [Ta—y ¢(bk,)

jesli i, > ... > 11 > < ky <...<ks.

Gl6wna motywacja pracy [Wys2] dotyczacej stabo monotonicznej przestrzeni Focka byla
konstrukcja ciagu operatoréw monotonicznie niezaleznych. Stabo monotoniczna przestrzen
Focka jest konstrukcja, ktéra wzieta sie z ogdlnej deformacji klasycznych relacji komutacji
(u-CCR), podanych przez W. Pusza i S. L. Woronowicza [PuW] (por. takze [Pu]), dla
p = 0. Jest to podprzestrzeni wolnej przestrzeni Focka F(H), rozpieta przez ) oraz tensory
postaci e;, ®@---®e;j,, gdzie {e; : j =1,2,...} jest baza ortonormalng przestrzeni Hilberta
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‘H oraz j; < --- < jr. Na tej przestrzeni definiujemy ciag operatoréow AZM , AZM, bedacych
obcieciami wolnej kreacji i wolnej anihilacji przez dany wektor bazowy e; € H:

AM(H)=0; AM(fe; = 6:j(fles) AM(fej, @ -~ @ ej, = 655, (flej, Vej_, @+ D ej,

natomiast A;rM okreslamy jako sprzezony do AZM . Biorac sume takiej kreacji i anihilacji
M . M M . . 7 . . . . /

G = A" + A" otrzymujemy ciag operatoréw monotonicznie niezaleznych, dla ktérych

pokazalem wprost nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.2.2 Jesli Sy := \/Lﬁ SN GM o

12K\ 1 V2 g%
li (S 2’“):— :/ —dx,
N (Sn) 2k \ 2 T _\/5\/2_;523:
czyli w granicy uzyskuje sie rozklad arcusa sinusa.

W dowodzie uzyskalem tez nastepujaca rekurencje dla wspétczynnikéw dwumianowych:

2\ z’“: 2 (2m — 2\ (2k — 2m
k) m\m—1 k—m
m=1
Nowa realizacja zmiennych t-gaussowskich (¢ := (1 4+ ¢)~2) na wolnej przestrzeni Focka

zostala otrzymana przez wprowadzenie nastepujacej deformacji C'(f) wolnej kreacji i ani-
hilacji.

Definicja 2.2.3 Dia x, f € H operator C(f) niech bedzie okreslony nastepujgco:
Clfla=<flax>Q oraz C(fly=0 dla yLH.

Operator sprzezony C(f)* wyraza sie wzorem C(f)*Q = f oraz C(f)*v =0 jesli v L Q.

Nowe operatory t-gaussowskie sa okreslone wzorem (dla ¢ € R oraz f € H):

Ge(f) = (A(f) + - C(f) + (A(f) + ¢ C(f))"

Maja one momenty
Me(n) = ¢(Ge(f)") = (Ge(f)"QISY),

ktére sa momentami miary p. opisanej w twierdzeniu 4.2 pracy [Wys2]. Dla ¢ = ¢y =

1-— ,/% sa, to miary Kestena dla grupy wolnej o N wolnych generatorach.

Operatory te, obciete do stabo monotonicznej podprzestrzeni Focka, nie sa, monoton-
icznie niezalezne. Dopiero dodatkowa ich modyfikacja pozwala uzyskaé takze ta wlasnosé.

Definicja 2.2.4 Niech {e; : j € N} bedzie bazg ortonormalng w przestrzeni Hilberta
H (eo := Q). Dla liczby naturalnej n okreslamy operator D,, na bazie {efj ® - ® 67]?11 :
ki,....k; > 1,75 > - >ry > 0} stabo monotonicznej przestrzeni Focka Fuym(H):

1

ki_ k C .y
Du(el @efit@---®eft) = { ey @ @6l Jesli ry=mn,kj =1,

& 0 poza tym.
Wowczas
k; kj_1 k Sy
k; ki1 k e, Qe Qe ;- Qe jesls ri <mn
D:(@rj & 67";71 e ® 67‘11) = { On ) Tj-1 1 ‘]poza tym J ’



Jesli teraz A,, 1 A} sa operatorami anihilacji i kreacji (dla wektora bazowego e, ) na stabo
monotonicznej przestrzeni Focka, to dla ¢ € R operatory

K; := (A, +cDy) + (A + ¢Dy)
sa monotonicznie niezalezne i dla ¢ := v/2 — 1 maja rozklady arcusa sinusa (wzgledem
stanu danego przez Q).

W koricowej czesci tej pracy rozpatrywane sa operatory postaci P := (A*+al)(A+al),
analogiczne do takich, ktére w innych przypadkach (np. klasycznym, wolnym, warunkowo
wolnym) daja, w rozktadzie miare typu Poissona (z twierdzenia granicznego Poissona).

W naszym przypadku ich definicja jest nastepujaca.

(A" +c-D” A+c-D
Qo = <\/§ +aI> <\/§ +aI>

dla A := A(f) bedacego anihilacja przez wektor jednostkowy f € H, D := D(f)ic :=
V2 — 1, a € R. Rozkladem takiego operatora wzgledem stanu prézniowego jest miara
Vo, Nazwana miarq typu Poissona o intensywnosci o2. Dla X\ := /2 otrzymujemy miare
typu Poissona w postaci:

vA(dz) = B+ (A) - Ox(zy+1422) + B-(N) - Ox@_t1422) + ha(w)da,

gdzie x4 = /4 + % daje atom dla kazdego A > 0, x_ = — (A + %) daje atom (tylko) dla
0 < A <1, natomiast cze$é¢ absolutnie ciagta ma gestosé hy dana wzorem

h (x):;/\ VIA+1D)2 —z][z — (A -1)7]
A T (22— 2(1+ A2z + A2(\2 —2))

i ma nosnik w przedziale [(A — 1)%, (A + 1)%].

2.3 Algebra von Neumanna generowana przez operatory t-gaussowskie.

W t-zdeformowanej przestrzeni Focka F;(H) rozpatrujemy nieskoniczony ciag operatoréw
t-gaussowskich G; = G(e;), gdzie {e; : ¢ > 1} jest baza ortonormalna w H, i badamy
algebre von Neumanna generowana, przez te operatory, czyli algebre

Lo i={Gi:i>1} CB(F(H)).
Gléwnym wynikiem pracy [Wysd4] jest twierdzenie:
L't oo = B(Fi(H)),

gdzie B(l2) jest algebra wszystkich operatoréw ograniczonych na Fy(H), w szczegdélnosci
jest faktorem typu .

Rezultat ten zostal wzmocniony pozniej przez E. Ricarda [Ric|, ktéry opisal wszys-
tkie przypadki takich algebr von Neumanna I',, generowanych przez m operatoréw t-
gaussowskich. Wéwczas, w zaleznosci od parametru ¢ > 0, mamy dwie mozliwosci:

- +n\/ﬁ <t< #, to I't,, = L(F,,), gdzie F,, jest grupa wolna o n wolnych

generatorach, a L(F,) jest jej algebra von Neumanna;

1. jesli

2. dla pozostatych ¢t > 0 jest I'y,, = L(F,) ® B(l2).



2.4 Grupa kwantowa U,(2).

Kolejny model, ktérego konstrukcja zwigzana jest z badaniem réznych funkcji na party-
cjach, to grupa kwantowa U,(2). Konstrukcja podana przeze mnie w pracy [Wys7] jest
oparta na twierdzeniu Woronowicza [SLW2], z ktérego wynika, ze jesli na zbiorze Sy per-
mutacji zbioru N-elementowego mamy zadana odpowiednig funkcje E;, i), to tworzac
z niej ”skrecony wyznacznik” mozemy otrzymaé (zwarta macierzowa) grupe kwantowa,.
Funkcja, ktora badalem, jest zwiazana z liczeniem ilosci cykli w permutacjach. Mianowicie,
w grupie permutacji Sy rozpatrujemy wszystkie transpozycje t; ; = (i,7) i dla 0 € Sy
okreslamy ”dlugosé permutacji” |o| jako minimalng ilo$¢ takich transpozycji, potrzebna
do zapisania tej permutacji. Inaczej mozna powiedzieé, ze |o| = N—(ilo$é cykli w o).
Dla N = 3 funkcja, ktora rozpatrujemy dla parametru g > 0, jest dana wzorami:

Eqss =1, Eus2 =FE@13 =-¢ Eps1 =Egi12 = (2.8)

oraz

Zatem funkcja F zeruje si¢ poza zbiorem permutacji, a na nim jest postaci E, = (—¢q)
Ta funkcja, oraz dodatkowe zalozenia unitarnosci, pozwalaja, uzyskaé nastepujace relacje
dla generatoréw a, ¢, v rozpatrywanej (x-algebry) grupy kwantowej:

o]

av = va cv = wve
w* =v'v =1 ac = qgca

ac* = qc*a cc* = c*c

aa* + ¢?cc* =1 a*a+cfc=1

W pracy [Wys7| w Twierdzeniu 3.1 opisane sa nieprzywiedlne x-reprezentacje C*-
algebry generowanej przez elementy a,c,v spehiajace relacje (2.9). Sa to, poza przy-
padkiem jednowymiarowym, operatory A,C,V na przestrzeni Hilberta [, dane na bazie
ortonormalnej {d,, : n > 0} wzorami:

Abp = V1= ¢?0p 1, Ado =0, C0y=7¢"6n, Vn=Ady, (2.10)
gdzie A,y € C sa ustalonymi parametrami, |A| = |y| = 1. Ponadto, C*-algebra generowana

przez a,c, v, oznaczana jako C*(Uq(2)), jest izomorficzna z iloczynem tensorowym
C*(Uq(2)) = C*(SU4(2)) ® C(U(1)).

Z podanej konstrukeji otrzymujemy opis struktury grupy kwantowej Uy(2). Okazuje sig,
ze jest ona iloczynem skreconym swoich dwéch podgrup

Uqy(2) = SU4(2) x, U(1), (2.11)
w ktérym operator ” skrecenia” jest x-izomorfizmem C*-algebr
0:C*(SU,(2)) @ C(U(1)) = C(U(1)) @ C*(SUq(2))
i ma posta¢ (na generatorach):
c1®v)=v®1l, ca@v®)=v"®a, o) =0vF"1c (2.12)

Zastosowane w pracy podejscie konstrukcyjne pozwolito takze (czesciowo) opisaé nieprzy-
wiedlne reprezentacje (”grupowe”) tej grupy kwantowej (Twierdzenie 5.1, [Wys7]) jako
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iloczyny tensorowe (D, w sensie Woronowicza), reprezentacji nieprzywiedlnych jej pod-
grup. Mianowicie, jesli mamy reprezentacje nieprzywiedlna d* grupy kwantowej SU,(2),
dla s € {§ :0 < n €N}, to reprezentacja postaci

u,=d> Dby, peZ (2.13)
jest nieprzywiedlna reprezentacja, grupy kwantowej U,(2). Tutaj

by, = diag{v®, Pl P28

jest (2s + 1-wymiarowa, reprezentacja (macierza diagonalna) grupy (kwantowej) okregu
jednowymiarowego U (1), traktowanej jako C*-algebra generowana przez element unitarny
v. W pracy pokazano, ze jesli b° jest jakas (2s + 1)-wymiarowa reprezentacja U (1), ktéra
w iloczynie tensorowym d* @ b® daje reprezentacje nieprzywiedlna grupy U,(2), to musi
ona by¢ postaci b, dla pewnego catkowitego p.

Ostatnim istotnym wynikiem pracy jest opisanie jawnym wzorem operatora (pentag-
onalnego) Kaca-Takesaki dla grupy kwantowej U, (2), zwanego tez multiplikatywnym uni-
tarnym lub fundamentalnym unitarnym. Wzdér jego dziatania uogdlnia wynik Lance’a
[Lan] dla SU,(2), jest dosy¢ skomplikowany i wyglada tak (por. Twierdzenie 6.2, [Wys7]):

W= w1245682(2356)(48)w§345682(48)5§83283848482(2635)' (2.14)
Ten operator dziala na przestrzeni Hilberta
H=(P(NxZxZ)®P*Z) (*NxZxZ)e*Z),
ktora ma 8 ”"wspélrzednych”. Jej baze stanowia, wektory postaci
Eabedefigh = ECaREpRERVEIRE QEF R ey R Ep,

gdzie a,e € N, b,c,d, f,g,h € Z. Na pierwszej i czwartej wspdhrzednej (a 1 e) mamy
elementy standardowej bazy {e; : i € N} w [2(N), natomiast na pozostatych ”osiach”
mamy elementy standardowej bazy {¢; : j € Z} w [*(Z).

Operator wiggs6s jest operatorem pentagonalnym Lance’a, dzialajacym na wektorze
bazowym tylko na wspétrzednych 1 = a,2 = b,4 = d,5 = €,6 = f,8 = h, wisses jest
operatorem sprzezonym do operatora Lance’a, dzialajacym na wspéirzednych 2 = 6,3 =
c,4 = d,5 = e,6 = f,8 = h, Sog jest operatorem Stinespringa dzialajacym tylko na
wspoéirzednych b, h wzorem

Sa8(€apedefgh) =EaQEpth eV EGR Ec VeEF VEg Ve,

i podobnie sg zdefiniowane pozostale operatory S;;. Operatory X, dzialaja na H jako
permutacje indekséw dla ¢ € Sg zbioru 8-elementowego {1,2,...,8} utozsamianego z
{a,b,...h}; na przyklad X (o635) jest zadany przez cykl o := (2635) = (2 6+ 3+ 5) =
(b— frcr—er—b), czyli

E(2635) (5a,b,c,d,e,f,g,h) = €a,f,edb,c.g,h

Operator W, dzialajacy na H = H ® H, gdzie H = I2(N x Z x Z) ® [*(Z) spehia
réwnanie pentagonalne na H® H ® H, czyli réwnanie:

WasWia = WiaWisWhs, (2.15)

w ktérym indeksy oznaczaja na ktorej ”osi” dziata operator W. Na przyktad, Wis = W®1,
Whs = 1 ® W, natomiast W3 dziala na osiach 1i 3w H® H® H.
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2.5 d-deformacja.

Kolejna konstrukcja modelu nieprzemiennej probabilistyki, badana w pracy [Wys3] i nazwana
tam d-deformacja, jest rozszerzeniem deformacji prowadzacej do operatorow t-gaussowskich
na wolnej przestrzeni Focka. W tym wypadku deformujemy wolne operatory kreacji i ani-
hilacji poprzez dodanie do nich wielokrotnoéci operatora D zdefiniowanego w nastepujacy
Sposob.

Definicja 2.5.1 Dla f,x1,22 € H niech D(f) bedzie okreslony wzorem:
D(f)xr1 @ xe =< flxy >< flea > Q, D(fly=0 dla y L HH.
Operator sprzezony D(f)* dziata w sposéb nastepujacy:
DfyYQ=f®f, D(f)'y=0 dla yLQ.

Jak widaé jest to zaburzenie dziatajace nietrywialnie tylko miedzy CQ2 i H®H, podczas gdy
zaburzenie w t-deformacji dzialalo nietrywialnie pomiedzy CS) i H. Teraz dla parametru
rzeczywistego d i wektora f € H definiujemy operator B i sprzezony B*

By(f) == A(f) +d-D(f), Ba(f) :=A*(f) +d-D*(f).

Nastepnie rozpatrujemy operator samosprzezony Gq(f) := By(f) + Bj(f), dzialajacy
na wolnej przestrzeni Focka F(H). Niech ¢ oznacza stan prézniowy na (operatorach
ograni-czonych na) tej przestrzeni. W pracy [Wys3] badane sa rozklady operatoréw Gg(f)
wzgledem ¢, dla ||f|| = 1, czyli miary pg 0 momentach

Ma(n) == ¢ ((Ga(f))") = (Ga(f)" Q).

Udowodnione jest, ze miary te maja czesé absolutnie ciagla, postaci:

1 (1 + dz)?z?V4 — 22

ga(x) = 2 (1+dx) — (22 — 1) (22 — 2)(1 + dz)? + (22 — 1)’

o nosniku w przedziale [—2,2]. Dla d # 1 atomy wystepuja, w zaleznosci od wartosci

parametru d: dla 0 < d < % nie ma atoméw, dla @ <d< @ jest jeden atom w

przedziale [2,+00), a dla d > @ miara ma dwa atomy: jeden ujemny z_ € (—oo, —2]
i drugi dodatni x4 € [2,400). Atomy te sa okreslone jako (jednoznaczne) rozwiazania
réwnan:

d:i. 2(z% —1) -1

T+ 22 —2—wyyJ2r —4

na przedziale [2,+00) i

-1 2(x2 — 1
d=_—. (2= 1) +1

L x2_—2+a:_\/a:2_—4

na przedziale (—oo, —2]. Doktadniej udalo sie zbadaé przypadek d = 1. Wéwcezas miara
W1 jest postaci:

1 1
p1 = 55—1 + ﬁ(;\/g + g1(x)dz,
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a jej czescia absolutnie ciagla jest funkcja;

1 V4—a?
0l@) = or Foam

1
Momenty tej miary wyrazaja, sie wzorami: M;(2n+ 1) = 5(5” — 1) oraz

n+l  (2k+5)! 4\
+Z dntkt2) 2k (5) ]

W pracy tej opisano tez wzér na momenty mieszane dla operatoréw Gy(f) w postaci:

e(Galf). - Galfa)) = > [P <fs>,

VESWNC(n) BEV

4ntl (2n —1)!
104/5 (2n + 2)!

M, (2n) = % (1+5"1v5)+

gdzie sumowanie wykonywane jest po nieprzecinajacych sie partycjach zbioru {1,2,...,n},
o blokach co najwyzej czteroelementowych, w(B) jest waga partycji B, a fi,..., fn sa
wektorami jednostkowymi w H. Funkcja < fp > jest zalezna od wag i rodzaju blokéw
partycji B.

2.6 Monotoniczna niezaleznos¢ zwiazana ze zbiorami
czesciowo uporzadkowanymi.

Warunki niezaleznosci monotonicznej, sformulowane przez Muraki’ego dla liniowo uporzad-
kowanego zbioru indekséw, mozna réwniez zapisa¢ w przypadku, gdy ten zbior indekséw
bedzie jedynie cze$ciowo uporzadkowany. Mianowicie, jesli zbiér indekséw I jest czesciowo
uporzadkowany przez relacje =<, to dla rodziny podalgebr {Bs : ¢ € I} danej algebry
B, warunki monotonicznej niezaleznosci wzgledem danego funkcjonatu liniowego ¢ na B
zapisujemy w nastepujacy sposéb (tutaj: € <n < (0 AE#n)):

M1. Jedli £ < p = n, to dla dowolnych A¢ € Be, A, € B, oraz A, € B, jest

AcA Ay = p(A,)AcAy.

M2. Jedli & = -+ = & = p < m < -+ < Ny, to dla dowolnych A¢,..., Ae € Be,
A, € B, oraz Ay, ..., Ay, € B, jest

O(Ag, .. A ApAy, . Ay ) = o(Ag) . p(Ag ) p(Ap)e(Ay) - p(Ay,,)-

Jednakze w tej sytuacji oba warunki nie wystarczaja do wyliczenia momentéw mieszanych
wzgledem ¢, czyli wyrazen postaci ¢(Ag, ... Ag,), gdyz nie uwzgledniaja sytuacji kiedy
niektére sposréd indeksow &1, ..., &, sa nieporownywalne.

Konstrukcja stabo monotonicznej przestrzeni Focka okazala sie dobra do uogélnienia na
taka sytuacje. W tym uogdlnieniu, ktore wykorzystuje pewne geometryczne konstrukcje
(produkt grzebieniowy i produkt markowski), mamy dana rodzine przestrzeni Hilberta
{H¢ : € € I} tworzymy pewng podprzestrzeni H wolnej przestrzeni Focka, rozpigta na tych
przestrzeniach. Nastepnie, majac dany operator A¢ ograniczony na He, definiujemy jego
rozszerzenie do operatora A¢ ograniczonego na ‘H. Tak rozszerzone operatory z réznymi
indeksami spelniaja warunki M1. i M2.

Konstrukcja ta wyglada nastepujaco. Zalézmy, ze mamy dana rodzine {H¢ : § € I}
przestrzeni Hilberta, indeksowana, zbiorem I, cze$ciowo uporzadkowanym relacja <. Jesli
dwa elementy &, € I sa nieporownywalne, to bedziemy pisaé & = 1. Zalézmy tez, ze
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wektor € jest elementem wspélnym tych przestrzeni. Niech Fp := Fy(He : { € I) bedzie
wolng, przestrzenig Focka, czyli

A=Ccod @ H,o - -oH,

n>1¢1,.En€l

z naturalnym iloczynem skalarnym. Definiujemy H jako podprzestrzen Fi, rozpieta przez
() oraz tensory postaci

he, ® - @ he,, §1 < <&, hg €Hg, heg LQ, k=1,....n

Wybieramy tutaj tylko te tensory, ktére maja monotoniczny (rosnacy wzgledem <) ciag
indekséw. Przestrzen H nazywamy bm-produktem rodziny przestrzeni Hilberta {H¢ :

el

Definicja 2.6.1 Dla danego operatora A¢ ograniczonego na He niech A¢Q := af) + ge.
Wowczas jego bm-rozszerzeniem nazywamy operator A¢ na H okreslony wzorami:

1. dla § <&, oraz dla § ~ &, jest A¢(he, @ --- @ hg) =0,
2. dla & =&, jesli Ache, = B+ ug,,, gdzie ug, L Q, to

Ag(he, @+ @hg)) =B he, | @ @ hg +ug, @he, | @ ® hgy,

3. dla & =&, jest Ag(he, @+ @ he)) =a-he, @+ @ he, + ge @ he, @+ @ hg, .

Definicja ta jest tak sformulowana, aby warunek monotonicznosci indekséw byt za-
chowany przy dzialaniu rozszerzenia A¢. Nazwa bm-rozszerzenie wynika z jego wiasnosci:
mianowicie, w pracy [Wysb] pokazalem nastepujace twierdzenie (Twierdzenie 2.6), dotyczace
niezaleznos$ci monotonicznej i niezaleznosci boole’owskiej wzgledem funkcjonatu p(X) :=

(XQ|Q).

Twierdzenie 2.6.2 Jesli dla £ € 1 algebra B¢ sktada si¢ z bm-rozszerzer operatoréw z
pewnej algebry B¢ operatoréw ograniczonych na He, to

(B). Dia dowolnego calkowicie nieuporzqdkowanego podzbioru indekséw J C 1 (takiego
Ze Zadne dwa elementy w J nie sq pordwnywalne) rodzina algebr {Bg : & € I} jest
boole’owsko niezalezna wzgledem ¢, czyli dla dowolnego m € N i dla dowolnych A¢, € B,

(517"'a£m GJ; ] = 17"'am)j68t
P(Ag - Ag,) = [ [ oA
j=1

(M). Rodzina {B¢ : & € I} spetnia warunki (M1.) i (M2.) monotonicznej niezaleinosci.

W dalszej czesci tej pracy pojawiaja sie warunki BM1-BM3, wystarczajace do wylicza-
nia momentéw mieszanych. Warunki te, sformulowane w Twierdzeniu 2.8. majg nieco
skomplikowang forme, ktéra zostala uproszczona w pracy [Wys6| do postaci zwanej bm-
niezaleznoscia. W tej postaci definicje mozna sformulowaé dla dowolnej rodziny {Bg
¢ € I} podalgebr pewnej algebry B i funkcjonatu ¢ na B).

Dalej badane sa warunki bm-niezaleznosci w przypadku dwéch przyktadowych zbiorow
czesciowo uporzadkowanych:
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1. I;:= N? (krata punktéw o wspétrzednych naturalnych) z porzadkiem: dla (ay, ..., aq) #
(b1,...,bq) €1 jest (a1,...,aq) < (b1,...,bq) < a1 <b,...,aq < by.

2. I;:= N x Z% (krata calkowitoliczbowa w dodatnim stozku Lorentza) z porzadkiem:
dla (k;a1,...,aq) # (n;by, ..., bg) € 14

(ksa1,...,aq) < (n3b1,....ba) & n—k>/(by—a1)?+-- + (bg — aq)?.

Inne przyklady sa zwiazane z klasyfikacja, stozkéw symetrycznych w przestrzeniach euk-
lidesowych, podana, w monografii J. Faraut i A. Koranyi [FK], i stanowia przedmiot moich
dalszych badan.

Wiasnosci bm-niezaleznoéci dotycza tutaj operatoréw bedacych bm-rozszerzeniami.
Dla nieskoniczonej rodziny {A¢ : & € Iy} takich operatoréw, bm-niezaleznych w algebrze
B(H) wzgledem funkcjonatu ¢, formutujemy analogie klasycznego centralnego twierdzenia
granicznego. Wowczas przestrzen probabilistyczna, zastepujemy *-algebra ze stanem ¢, a
niezalezno$¢ klasyczna, zastepujemy bm-niezaleznoscia,

W klasycznym centralnym twierdzeniu granicznym, dla ciagu niezaleznych zmien-
nych losowych X1, Xo,... o jednakowych rozkladach, rozpatrujemy znormalizowane sumy
czesciowe postaci

N
1
Sy = —Y X, 2.16
N ﬁN; (2.16)

Tutaj sumowanie X; + - - -+ Xy odbywa sie po indeksach naturalnych z przedziatu [1, N|;
takie przedzialy zastepujemy odpowiednimi podzbiorami skoniczonymi Jy C I;. W pier-
wszym przypadku, dla N = (Ny,..., Ny) € N¢ = I; bierzemy
Iy = {(al,...,ad) €ly : a1 < Ny,...,aq9 < Nd}
W drugim przypadku (I; = N x Z4), dla N € N okreélamy
Jy = {(k;al,...,ad) el; : 0< kSN}

Znormalizowane klasyczne sumy czesciowe Sy zastepujemy sumami

1
Ry = > A (2.17)

|JN’ €N

a o operatorach A¢ zakladamy, Ze sa samosprzezonymi bm-rozszerzeniami i spelniaja
warunki:

P(Ae) =0, (A7) =1, sup || Ag| < +oo.
EeIN

Trzecie zalozenie mozna ostabié, ale nie jest to istotne dla wyznaczenia granicy w ponizszym
twierdzeniu. W rezultacie otrzymujemy nastepujace twierdzenia graniczne:

Twierdzenie 2.6.3 (bm-CLT). Dla kazdego n € N istniejq granice

1. i Ry)*1) =0
Jm ¢ ((Ra)™™) =0, oraz

2 i 2 (0)") <o
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przy czym ciag (gn)oeg jest ciagiem (parzystych) momentow symetrycznej miary proba-
bilistycznej o nosniku zwartym, spelniajgcym rekurencje:

gn =D _Ya(k) - Gk—1 - Gn—k- (2.18)
k=1

Wspdtczynniki v4(k) sa postaci:
1. yq(k) == k=% w przypadku Iy = N9,

k(d+1

-1
d+1 )> w przypadku Iy = N x Z7.

2. (k) == (
Dowody tych twierdzen sa podobne technicznie, a ich gléwne elementy sa nastepujace.
Fakt, ze ciag graniczny (g,) jest ciagiem momentéw pewnej miary probabilistycznej,
wynika z tego, ze ¢ jest stanem (funkcjonalem dodatnim unormowanym (1) = 1), a
operatory Ry sa samosprzezone, wiec ciag go(RJz\?) jest dodatnio okreslony. Zatem w
granicy otrzymujemy takze ciag dodatnio okreslony, ktory jest ciagiem momentéw mi-
ary probabilistycznej. Nieparzyste momenty sa zero, wiec jest to miara symetryczna.
Ponadto rekurencja pozwala tatwo (indukcyjnie) ograniczyé z géry ciag (g,) przez ciag
geometryczny; np. w przypadku 1. mamy

o0

—d

gn < cf5 c1 = 5 k™1,
k=1

a w przypadku 2. mamy

. X (k(d+ 1)\ 7!
gn§027 CQ:Z((CZ+1)> )

k=1

wiec miara ta ma nos$nik zwarty.

W uzasadnieniu istnienia ciagu granicznego korzystamy z pewnych wiasnosci kombi-
natorycznych i geometrycznych, ktére pozwalaja dokonaé redukcji obliczen.

Po pierwsze, przy przejéciu granicznym N — +o0o0 wyrazenie

1
© ((RN)Qn) — ‘J” ’ Z (@) (A& . A&n) (2.19)
Nlgr, . an€dn

daje to samo, co wyrazenie

1
R > v (Ae - Ag,) - (2.20)
N (&La&?n)emeCg(JN)

W ostatnim wzorze sumowanie jest wykonywane tylko po pewnych specjalnych ciagach
2n-elementwych o wyrazach z Jy, oznaczanych bmNC3(Jn). Sa to ciagi, dla ktérych
stowarzyszona z nimi ”naturalna” partycja jest dwupartycja bez przecieé¢, spelniajaca,
dodatkowo warunek monotonicznego uporzadkowania blokéw. ”Naturalna” partycja to
taka, ktéra ma bloki utworzone przez potaczenie takich samych elementéw: dwa elementy
&,& € In ciagu (&1,...,&n) sa w tym samym bloku (czyli sg polaczone ze soba) wtedy
i tylko wtedy gdy sa réowne (& = ;). Dwupartycja ma wszystkie bloki dwuelementowe.
Potaczenia nie moga si¢ przecinac¢, czyli nie dopuszczamy sytuacji takiej, ze § = &, § = &
i jednoczesnie ¢ < j < k < l. Monotoniczne uporzadkowanie blokéw jest dane przez
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warunek: jeslii < j < k <loraz § = ¢, § = &, to & < . Inaczej méwiac, blok, ktéry
jest wewnatrz innego, jest utworzony przez ”wiekszy” element. Jest to warunek zwiazany
z niezaleznoscia, monotoniczna. Drugim warunkiem, ktéry z tego wynika, jest taki, ze jesli
dwa elementy nieporéwnywalne (& ~ ) tworza dwa bloki & = &;,i < j, & = &,k < [,
to musi byé¢ albo j < k albo I < . Innymi stowy, albo jest max{i, j} < min{k,[}, albo
max{k,l} < min{i,j}. Jest to warunek, ktéry pojawia sie w zwiazku z niezaleznoscia
boole’owska,.

Po drugie, dla takich specjalnych ciagéw prawdziwa jest wlasno$é¢ zwana niezmien-
niczo$ciq na podstawienia zachowugjgce porzadek (”order preserving substitution”) z Lematu
4.6 [Wysb].

Lemat 2.6.4 Jesli o : 1 — 1 jest odwzorowaniem zachowujgcym czesciowy porzgdek <,
i dla danych dwdch ciagow (&1, ..., 8m), (M, .., M2n) € bMNCE(X) jest o(&5) =n; (J =
1,...,2n), to przy zalozeniu cp(Agj) = <p(A727j) dla j =1,...,2n zachodzi réwnodé

0 (Ag, .. Aey) =0 (An, ... Apy). (2.21)

Ta wlasnosé wykorzystujemy w nastepujacy sposéb. W sumowaniu (2.20) patrzymy na
ktérym miejscu wystepuje &1. Poniewaz wystepuje on doktadnie dwa razy, wiec drugi raz
(poza miejscem 1) pojawia sie na miejscu o numerze 2k, dla pewnego 1 < k < n. Ten nu-
mer musi by¢ parzysty, bo rozpatrujemy dwupartycje bez przecie¢. Elementy o, ..., &op_1
musza by¢ wieksze od &1, ze wzgledu na monotonicznos¢ dwupartycji. Wybrane zbiory
Jn maja taka wlasnosé, ze

{edn t &= =a+Invk (2.22)

dla pewnego K. Dokladniej, K = & = (ki,...,kq) w przypadku 1, oraz & = (K ay,...,aq)
w przypadku 2.

Ta wlasno$é pozwala zastosowaé Lemat o niezmienniczo$ci na podstawienia i sprowadzié¢
badana sume do postaci, z ktorej, po przejéciu granicznym, otrzymujemy rekurencje na
momenty miary granicznej.

Ta, sama rekurencje mozna tez otrzymaé¢ w sposéb czysto kombinatoryczny. Mi-
anowicie, dla skoriczonego podzbioru J C I rozpatrujemy zbiér BMNC™(J) ztozony z
ciagéw (&1, .., &) 0 wlasnosciach takich jak bnNC¥ (J), z ta réznica, ze naturalna par-
tycja nie jest dwupartycja, tylko zadamy, aby kazdy element £ wystepowal w ciagu parzysta
ilog¢ razy. Wéwcezas, dla ciagu liczb SY := |[BMNC™(Jy)|, oznaczajacych moc zbioru,
mamy (Twierdzenie 5.4, [Wysb]):

SY =3 (k)]s SN . (2.23)
k=1

W powyzszej rekurencji I(k) jest podzbiorem w Jy zdefiniowanym, w przypadku 2,
nastepujaco:
I(k) := {(k;a1,...,aq) €In : a1,...,aq € 2} (2.24)

(jest to podzbiér kuli d-wymiarowej o promieniu k).

Po podzieleniu obu stron réwnosci (2.23) przez |J%| i przejsciu granicznym N — +o00
dostajemy rekurencje dla ciagu momentéw (gy )n>0-

W kombinatoryce zwiazanej z niezaleznoscia monotoniczna, czy bm-niezaleznoécia poja-
wiaja, sie rézne zbiory partycji, definiowane przy pomocy pewnych specjalnych funkcji. Na
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przyklad, dla ¢ > —1 oraz £ € I rozpatrujemy bm-rozszerzenie K g operatora Kg, ogranic-
zonego na He i zdefiniowanego (na bazie {ef := e¢ ® -+ ® e¢ (tensor rzedun) :n > 0},
przy czym eg = Q dla kazdego ¢ € I) wzorem:

KiQ:=c- eé, ngé =)+ eg, Kgeg" = 6?_1 + 62”“

dla m > 2. Wzgledem stanu ¢, wyznaczonego przez wektor (), taki operator Kg ma

rozktad dany przez miare t-gaussowska, dla ¢t := (1 + 02)_1. Na bm-produkcie H, dla
dowolnych &1, ..., €2, mamy wzor na momenty mieszane:

PG KG)= 3 (22
VEBMNCs (&1, 62m)

Dla zbioru liniowo uporzadkowanego I dostajemy stad wzér, ktéry pozwala liczyé momenty
mieszane na stabo monotonicznej przestrzeni Focka.

Tutaj pojawia sie¢ sumowanie po zbiorze BMNCy(&1, . . ., {am) skladajacym sie z dwu-
partycji bez przecieé, na zbiorze {1,2,...,2m}, ktérych bloki sa wyznaczone przez jed-
nakowe elementy ciagu &1, . .., &2y, 1 numMerowane tymi elementami w sposéb (stabo) mono-
toniczny. Na przyklad, jesli & = -+ = &o, to BMNC5(&1, ..., &an) jest zbiorem wszyst-
kich nieprzecinajacych dwupartycji na zbiorze {1,...,2m}.

Ponadto, we wzorze (2.25) wystepuje funkcja V — |mo(V)] liczaca ilos¢ monoton-
icznych blokéw zewnetrznych w partycji V € BMNCs (&1, ..., m). Pojecie ”monoton-
icznego bloku zewnetrznego” jest zdefiniowane w nastepujacy sposéb. Zalézmy, ze par-
tycja V ma bloki numerowane p réznymi elementami: {ni,...,n,} = {&1,...,&m}, oraz
H{n1,...,np}| = p. Dla kazdego 1 < s < p rozpatrujemy podpartycje Vs zlozong ze wszys-
tkich blokéw o numerze 7, (traktujac chwilowo pozostate bloki jako nieistniejace). Niektére
bloki partycji Vs sa woéwczas zewnetrzne, a inne wewnetrzne (tylko wzgledem blokdéw tej
partycji, a nie calej V!). Tlosé takich blokéw zewnetrznych oznaczamy |o(Vs)| 1 wéwczas

|mo(V)| := Z lo(Vs)|. (2.26)
s=1

2.7 Symetryczne, dodatnio okreslone macierze rzeczywiste.

W pracy [Wys6] pojawiaja sie warunki BM1-BM2 sformutowane dla operatoréw bedacych
bm-rozszerzeniami. Jest to uproszczona wersja warunkéw BM1-BM3 z pracy [Wys5]. Ta
uproszczona wersja nadaje sie do uogélnienia na dowolng rodzine podalgebr danej algebry
z wyréznionym funkcjonatem i wéwczas nosi nazwe bm-niezaleznosci:

Definicja 2.7.1 Niech {B¢ : £ € I} bedzie rodzing podalgebr danej algebry B, na ktorej
mamy zadany funkcjonat ¢. Mdowimy, Ze rodzina ta jest bm-niezalezna (wzgledem ¢)
jezeli spelnia ponizsze dwa warunki:

BML1. Jesli dla &,m,p € I zachodzi: € < p>=n lub & = p=n lub & < p »n, to wowczas
dla dowolnych b, € B, be € Be, b, € B, jest

bebpby = ©(bp) - beby. (2.27)

BM2. Jesli &, ...,&, € 1 spelniajq warunek & > - = &Ep o - 0 & < -+ < &, dla
pewnych 1 <m <k <n, to

p(be, - be,) = [ elbe,). (2.28)
j=1
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W pracy [Wys6] udowodniono, ze warunki te wystarczaja do obliczania momentéw mieszanych
dla operatoréw, bedacych bm-rozszerzeniami, czyli wyrazen postaci ¢ (Ag, ... Ag,,), dla
dowolnych &1,...,&6, € I, m > 1.

Dalej dokladnie badany jest zwiazek bm-produktu ze znanymi produktami graféw: pro-
duktem typu Markowa oraz produktem grzebieniowym. M. Bozejko pokazal, ze niezaleznosé
boole’owska jest zwiazana z produktem Markowa graféw, natomiast L. Accardi, A. Ben
Ghorbal i N. Obata pokazali, Ze niezalezno$¢ monotoniczna jest zwiazana z produktem
grzebieniowym graféw. Obie te konstrukcje wykorzystane zostaly do zdefiniowania bm-
produktu graféw, ktory jest zwiazany z bm-niezaleznoscia. Mianowicie, jesli dla kazdego
¢ €1 baze {e? : m > 0} przestrzeni Hilberta H¢ utozsami¢ z grafem liczb calkowitych
nieujemnych na pétprostej [0, +00), to bm-produkt tych graféw daje konstukcje bazy bm-
produktu tej rodziny przestrzeni Hilberta.

Okreslenie bm-produktu I' rodziny graféw {I'c : & € I} jest nastepujace. O zbiorze
indeksow I zakladamy, Ze ma strukture spdjnego, lokalnie skonriczonego grafu dyskret-
nego, oznaczonego I'(I), zorientowanego zgodnie z porzadkiem <. Oznacza to, ze zbiorem
wierzchotkéw V(I) jest caly zbiér I, natomiast krawedzie £(I) sa utworzone przez pary
[€,n] dla ktérych € < n oraz pomiedzy & i 1 nie ma innego elementu p: warunek £ < p <7
implikuje p € {¢,n}. Ponadto kazde dwa wierzcholki sa potaczone droga (niekoniecznie
zorientowana) zlozona ze skoriczonej liczby krawedzi: jesli pg, pm+1 € I, to istnieja
p1,. .-, pm € I takie ze dla kazdego 0 < j < m jest [p;, pj+1] € E(I) lub [pj11, p;] € ET).
W szczegdlnosci pomiedzy elementami nieporéwnywalnymi nie ma potaczenia krawedzia
ani zorientowanga, droga zlozona z kolejnych krawedzi, natomiast jest polaczenie droga,
niezorientowana. Droga zorientowana oznacza ciag wierzchotkéw (pi,...,pn) taki, ze
m > 2 oraz [pj, pj+1] € E(I) dla kazdego 1 < j < m — 1. Zakladamy tez, ze w grafie I'(I)
nie ma zorientowanych petli, chociaz moga, by¢ petle niezorientowane.

Zalézmy teraz, ze mamy dang rodzine graféw spdjnych (niezorientowanych) {I'¢
¢ € I}, indeksowana zbiorem I, i ze w kazdym z nich mamy wyrdzniony wierzchotek
{Y¢. Niech V¢ oznacza zbiér wierzchotkéw grafu ¢, a & zbidr jego krawedzi. Jesli dwa
elementy &,n € I tworza krawedz [£,n] € E(I) w grafie I'(I), w szczegdlnosci £ < n, to
w kazdym wierzchotku grafu I'c doklejamy wierzchotkiem €2, kopie grafu I';. Jest to ta
sama procedura jak w przypadku iloczynu grzebieniowego graféw (ang. ”comb product”)
zwigzanego z niezaleznodcia monotoniczna. Jednakze, jesli mamy trzeci element p € I
ktéry spelnia warunki: [€, p] € £(I) oraz p ~ 1, to po doklejeniu kopii grafu I', do kazdego
wierzchotka grafu I's, w danym wierzchotku I'¢ doklejone grafy I', i I';, beda sie stykaly
tylko swoimi wierzchotkami €2, i €,; to jest sytuacja produktu markowskiego graféw,
zwiazana z niezaleznoscia, boole’owska,

Gléwnym wynikiem pracy [Wys6] jest Twierdzenie 6.1, bedace nieprzemienna, analogia,
klasycznego centralnego twierdzenia granicznego. W tym twierdzeniu zbiér indeksow
1; sklada sie z d-wymiarowych macierzy symetrycznych dodatnio okreslonych, ktérych
wyrazy s liczbami calkowitymi. Dotyczy ono granicznych rozkladéw sum czesciowych
postaci:

1
SN = SNy = e Y A (2.29)
’JN‘ €N
Wystepujace tutaj zbiory Jn, dla N := (Ny,..., Ny), sa zlozone z takich macierzy ze
zbioru I4, w ktérych elementy ki, ..., ks na przekatnej spelniaja, warunek:
1<k <Ny, ..., 1<kg<Ng
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Co wiegcej, ich przesuniecia sa, tez takiej samej postaci. Dokladniej méwiac, dla ustalonego
¢ € Jn, ktory ma na przekatnej k := (kq,. .., kq), mamy
fnedn + {=<np=E¢+Inxk

gdzie N-k:= (Nl — kl,...,Nd — kd).

Rozpatrywane tutaj operatory Ag, dla & € I, sa bm-rozszerzeniami, a rozklady sa
wzgledem stanu ¢, okreslonego przez wyrdzniony wektor €2 na bm-produkcie H. Twierdze-
nie 6.1 w [Wys6] méwi, ze dla dowolnego n € N istnieje granica

Jim o ((Sn)*") = g (230)

i ciag (gn)p— spelnia rekurencje: go = g1 = 1,

n

gn =Y (a(r)* g1 gns (2.31)

r=1

gdzie v4(r) = %B(%; %Q(CIH)) sa, liczbami okreslonymi przy pomocy funkcji beta

Eulera (pierwszego rodzaju), czyli catki
1
Bla+1;0+1):= / (1 — z)’dx (2.32)
0

W pracy tej pokazano takze, ze ta sama rekurencje mozna otrzymaé kombinatorycznie,
rozpatrujac zbiory, zdefiniowane w nastepujacy sposéb.

Definicja 2.7.2 Niech J C I bedzie podzbiorem skoriczonym. Zbior BMNC™(J) sktada
sie ze wszystkich ciggow (&1, ..., &) takich, Ze:

1. Kazdy element & wystepuje w ciggu parzystq liczbe razy.

2. Istnieje nieprzecinajgca sie dwupartycja V € NCy(2n) ktdrej kazdy blok B spetnia
warunek: jesli B = {j,k} to & = &.

3. Jezeli dla pewnych dwdch blokéw B = {k1 < ko} i@ B' = {l1 < la} jest &, = &k, = &,
&, =&, =, 1 jezeli ki < Ui < la < ka, to elementy &,m € 1, ktore je definiuja,
muszq spetniaé relacje € < n.

Jedli teraz rozpatrzymy moce tych zbioréw, czyli liczby SN = [BMNC™(Jn)|, to mozna
pokazaé, ze spelniaja one nastepujaca, rekurencje (Lemat 7.1 w [Wys6])

n

Sp=D S ) M) - ST (2.33)
r=1 k<N

Z tej rekurencji wynika (Twierdzenie 7.2 [Wys6]), ze liczby g, sa granicami

Sy
= 1 .
9n N 400 ’JN‘n

(2.34)

Z tego podejscia otrzymujemy takze wzér rekurencyjny (2.31) dla liczb g,, oraz sposéb
wyliczania wspétczynnikéw y4(m):

r—1
(a(r)? = lim " il <|JN““) : (2.35)

N—>ook§N |JN‘ ‘JN|
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Ostatnim przyktadem czesciowego porzadku, rozpatrywanym w tej pracy, jest drzewo
jednorodne I; stopnia d + 1, dla d > 2, z "korzeniem” & € 1;. Oznacza to ze z
& wychodzi d krawedzi, natomiast ze wszystkich innych wierzchotkéw wychodzi d + 1
krawedzi. Naturalna, odleglosé pomiedzy wierzchotkami &, € I; oznaczamy dist(€,n).
Jako zbiory I(k), k € N, wybieramy "sfery” o promieniu k, czyli:

T(k) = {€ €1y © dist(&,€) =k}, (2.36)
natomiast jako zbiory Jn, N € N bierzemy ”kule otwarte” o promieniu N:

In={¢€l; : dist(&,&) < N}. (2.37)
Wozrost licznoéci tych zbioréw jest wyktadniczy:

aN — 1

In| = .
Inl = ——

W tym przypadku, otrzymujemy twierdzenie graniczne dla bm-niezaleznosci, w ktorym
rekurencja dla momentéw (parzystych) miary granicznej, jest postaci:

gn =Y _Ya(k) - Gk—1 - Gk, (2.38)
k=1

przy czym v4(1) = 1 oraz v4(k) = 0 gdy k& > 2. Oznacza to, ze g, = 1 dla wszystkich
n > 0, czyli ze miarg graniczna jest rozklad Bernoulli’ego yu = % (6-1 + 01).
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