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1 WPROWADZENIE.

Nieprzemienna probabilistyka jest dziedzina‘, która rozwija sie‘ bardzo intensywnie od
pocza‘tku lat 80-tych zeszÃlego wieku. Wtedy pojawiÃly sie‘ prace D. Avitzoura [Av] i D.
Voiculescu [Voi1], w których sformuÃlowano poje‘cie wolnej niezależności.

Definicja 1.0.1 Dla danej algebry A i funkcjonaÃlu liniowego ϕ mówimy, że podalgebry
A1, . . . , Ar ⊂ A sa‘ niezależne w sposób wolny (ang. ”freely independent”), w skrócie:
”wolne”, jeśli dla dowolnych elementów a1 ∈ Aj1 , . . . , an ∈ Ajn, takich, że j1 6= . . . 6= jn,
zachodzi warunek:

ϕ(a1 · . . . · an) = 0, o ile ϕ(a1) = . . . = ϕ(an) = 0 (1.1)

Jeśli zaÃlożymy, że A jest ∗-algebra‘ z jedynka‘, a ϕ jest stanem (funkcjonalem dodatnim
speÃlniaja‘cym ϕ(1) = 1), to dla dowolnego elementu hermitowskiego a = a∗ ∈ A możemy
określić jego rozkÃlad (wzgle‘dem ϕ) jako miare‘ probabilistyczna‘ µ, dla której

ϕ(an) =
∫ +∞

−∞
xndµ(x). (1.2)

Taka miara istnieje, jeśli A jest C∗-algebra‘. Wynika to z twierdzenia Gelfanda-Najmarka,
gdyż domknie‘ta podalgebra generowana przez element hermitowski a jest przemienna‘C∗-algebra‘, izomorficzna‘ z algebra‘ funkcji cia‘gÃlych na spektrum a (zawartym w przedziale
domknie‘tym na prostej rzeczywistej). Na podstawie twierdzenia Riesza o postaci funkcjon-
alu na takiej algebrze, istnieje miara probabilistczna µ na tym spektrum, speÃlniaja‘ca (1.2).

Role‘ przestrzeni probabilistycznej odgrywa (C∗)-algebra A, a miary probabilistycznej
– stan ϕ. W ten sposób wkraczamy do wolnej probabilistyki. Jeśli, na przykÃlad, be‘dziemy
rozpatrywać cia‘g (an)∞n=1 elementów wolnych w A, speÃlniaja‘cych warunki: ϕ(an) = 0 oraz
ϕ((an)2) = 1, i utworzymy ich znormalizowane sumy cze‘ściowe

sN =
1√
N

N∑

n=1

an, (1.3)

to cia‘g momentów ϕ((sN )m) da‘ży do liczb Catalana

lim
N→∞

ϕ((sN )2m) = cm :=
1

m + 1

(
2m

m

)
, lim

N→∞
ϕ((sN )2m+1) = 0, (1.4)

czyli momentów miary Wignera (ang. ”semicircle law”)

1
m + 1

(
2m

m

)
=

2
π

∫ 2

−2
x2m

√
4− x2dx. (1.5)
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Jest to Centralne Twierdzenie Graniczne w wolnej probabilistyce. Role‘ miary gaussowskiej
peÃlni tutaj miara Wignera.

Tego typu twierdzenie graniczne byÃlo otrzymane przez E. Wignera dla gaussowskich
macierzy losowych o wymiarach rosna‘cych do nieskończoności. W 1975 roku M. Bożejko
[?] pokazaÃl, że dla nieskończonego cia‘gu wolnych generatorów grupy wolnej F∞ granica‘
rozkÃladu unormowanych sum cze‘ściowych sa‘ liczby Catalana – momenty miary Wign-
era. Grupa wolna jest podstawowym modelem wolnej niezależności (sta‘d też nazwa):
jako A rozpatrujemy ∗-algebre‘ funkcji o nośnikach skończonych na Fp - grupie wolnej
o p ∈ {∞, 2, 3, . . .} wolnych generatorach, a jako stan ϕ - wartość funkcji na elemencie
neutralnym.

W ogólnej wersji to centralne twierdzenie graniczne jest twierdzeniem Voiculescu,
twórcy wolnej probabilistyki.

Innymi naturalnymi modelami wolnej niezależności sa‘ grupy be‘da‘ce iloczynami wol-
nymi, które stanowiÃly przedmiot moich badań zwia‘zanych z doktoratem.

R. Speicher [Sp1] zauważyÃl zwia‘zek wolnego twierdzenia granicznego z kombinatoryka‘
zbiorów partycji. Mianowicie, w dowodzie tego twierdzenia, badaja‘c skÃladniki sumy, która
pojawia sie‘ po rozwinie‘ciu wyrażenia po lewej stronie (1.4), wystarczy rozpatrywać tylko
wyrażenia postaci ϕ(aj1 . . . aj2m) które sa‘ zwiazane z nieprzecinaja‘cymi sie‘ dwupartycjami.
Ponadto, ilość takich dwupartycji jest liczba‘ Catalana. Dla porównania, w klasycznej
probabilistyce, momenty miary gaussowskiej sa‘ także ilościa‘ wszystkich dwupartycji (z
przecie‘ciami).

Drugim rodzajem nieprzemiennej niezależności jest niezależność boole’owska. Jej definicja
jest naste‘puja‘ca.

Definicja 1.0.2 Rodzina podalgebr Aj danej algebry A, jest niezależna boole’owsko (wzgle‘ dem
danego na A funkcjonaÃlu ϕ), jeśli speÃlnia warunek: dla dowolnych a1 ∈ Aj1 , . . . , an ∈ Ajn

jest
ϕ(a1 · . . . · an) = ϕ(a1) · . . . · ϕ(an), (1.6)

o ile j1 6= . . . 6= jn.

Dla tego rodzaju niezależności, badanej m. in. przez Speichera i Woroudi [SpW], w
analogicznym Centralnym Twierdzeniu Granicznym otrzymujemy miare‘ Bernoulli’ego:

µ =
1
2

(δ−1 + δ1). Niezależność ta jest zwia‘zana z kombinatoryka‘ partycji, które nie

maja‘ bloków wewne‘trznych (sa‘ one zwane boole’owskimi). Takie partycje pojawiÃly sie‘ w
pracach von Waldenfelsa.

Modelem dla tej niezależności jest produkt markowski, podany przez M. Bożejke‘ [Bo2].
Idea tego produktu jest naste‘puja‘ca. ZaÃlóżmy, że mamy dane dwa zbiory (dyskretne)
X1 i X2, które maja‘ dokÃladnie jeden wspólny element {x0} = X1 ∩ X2. Rozpatrujemy
przestrzenie Hilberta Hi = l2(Xi) (funkcji sumowalnych z kwadratem na Xi, i = 1, 2),
traktowane jako podprzestrzenie w H = l2(X1 ∪ X2), w których bazy ortonormalne sa‘
dane przez funkcje δx. ZaÃlóżmy ponadto, że mamy dane dwie algebry operatorów A1 i A2,
ograniczonych na H, które speÃlniaja‘ warunki:

∀a ∈ Ai (jeśli f ∈ Hi′ oraz f ⊥ δx0 to af = 0) , (1.7)

przy czym {i, i′} = {1, 2}. Wówczas te algebry sa‘ niezależne boole’owsko wzgle‘dem
funkcjonaÃlu ϕ : H 3 f 7→ f(x0). Warunek nakÃladany na algebry Ai można rozumieć
też tak, że Ai jest zadana na Hi, i rozszerzamy ja‘ (każdy jej element) na H przez zero na
dopeÃlnieniu ortogonalnym Hi w H, i = 1, 2.

Trzecim rodzajem nieprzemiennej niezależności jest niezależność monotoniczna podana
niezależnie przez N. Muraki [Mu1] i Y. G. Lu [Lu].
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Definicja 1.0.3 Mówimy, że rodzina podalgebr {Ai : i ∈ N} danej algebry A, indeksowana
zbiorem liczb naturalnych N, jest monotonicznie niezależna wzgle‘ dem danego funkcjonaÃlu
ϕ na A, jeśli speÃlnione sa‘ naste‘ puja‘ce warunki:

(M1) aiajak = ϕ(aj) · aiak,

o ile ai ∈ Ai, aj ∈ Aj , ak ∈ Ak, oraz i < j > k.

(M2) ϕ(air . . . ai1ajak1 . . . aks) =
∏r

p=1 ϕ(aip) · ϕ(aj) ·
∏s

t=1 ϕ(akt),

o ile ir > . . . > i1 > j < k1 < . . . < ks oraz aip ∈ Aip, 1 ≤ p ≤ r, akt ∈ Akt,
1 ≤ t ≤ s, aj ∈ Aj.

Muraki i Lu podali też niezależnie konstrukcje cia‘gu operatorów monotonicznie niezależnych,
które dziaÃlaja‘na skonstruowanej przez niego ”dyskretnej” monotonicznej przestrzeni Focka.
Operatory te sa‘ suma‘ monotonicznej kreacji i anihilacji. Drugi przyka‘ld jest podobny,
lecz operatory dziaÃlaja‘ na ”cia‘gÃlej” monotonicznej przestrzeni Focka. Przestrzeń ta jest
rozpie‘ta na wektorach indeksowanych ścísle maleja‘cymi cia‘gami liczb naturalnych (w przy-
padku dyskretnym) lub rzeczywistych dodatnich (w przypadku cia‘gÃlym).

ÃLatwa‘ konstrukcje‘ operatorów monotonicznie niezależnych podaÃl U. Franz [F2]. Jeśli
mamy dane dwie przestrzenie Hilberta H1 i H2, i dwa operatory ograniczone Ai ∈ B(Hi),
i = 1, 2, to na iloczynie tensorowym H = H1 ⊗H2 określamy operatory

a1 = A1 ⊗ P2, a2 = 1H1 ⊗A2.

Tutaj P2 : H2 7→ CΩ jest projektorem ortogonalnym, natomiast Ω jest wyróżnionym
wspólnym wektorem jednostkowym. Jeśli teraz rozpatrzymy stan ϕ na B(H) określony
wzorem ϕ(b) = 〈bΩ|Ω〉, to operatory a1 i a2 sa‘ monotonicznie niezależne wzgle‘dem ϕ.

Moja konstrukcja ”sÃlabo monotonicznej przestrzeni Focka” byÃla inspirowana pytaniem
R. Lenczewskiego o przykÃlad cia‘gu operatorów (czy algebr) monotonicznie niezależnych,
dziaÃlaja‘cych na ”dyskretnej” przestrzeni Focka (typuF(l2)) zamiast na ”ciaglej” przestrzeni
Focka (typu F(L2(Rn))).

Dla tych trzech rodzajów nieprzemiennej niezależności definiuje sie‘ także poje‘cie splotu
miar. Podobnie jak dla niezależności klasycznej, jeśli mamy dane dwa operatory a, b
(elementy ∗-algebry z danym stanem ϕ), niezależne (w sposób wolny, booleowski czy
monotoniczny), których rozkÃladami wzgle‘dem tego stanu sa‘ miary µ oraz ν, to rozkÃlad
ich sumy jest miara‘ ρ, która‘ nazywamy splotem (odpowiednio: wolnym, booleowskim czy
monotonicznym) tych miar.

Maja‘c określony taki splot bada sie‘ twierdzenia graniczne, tak jak w klasycznej proba-
bilistyce. W rezultacie mamy naste‘puja‘ce przypadki rozkÃladów granicznych w odpowied-
nich centralnych twierdzeniach granicznych (CLT):

(1) CLT w wolnej probabilistyce: rozkÃlad Wignera dµ(x) :=
1
2π

√
4− x2dx

(2) booleowskie CLT: rozkÃlad Bernoulli’ego µ =
1
2

(δ−1 + δ1)

(3) monotoniczne CLT: rozkÃlad arcusa sinusa dµ(x) :=
1
π

dx√
2− x2

.

t-deformacja zostaÃla wymyślona jako cia‘gÃla transformacja Ãla‘cza‘ca splot wolny (przy-
padek t = 1) ze splotem boole’owskim (przypadek t = 0). Jednak jest ona na tyle
ogólnym przeksztaÃlceniem, że można ja‘ zastosować do dowolnego splotu, otrzymuja‘c jego
deformacje‘. Dostaje sie‘ wówczas nowe miary ”gaussowskie” w centralnych twierdzeni-
ach granicznych. Z tymi deformacjami jest zwia‘zana kombinatoryka, w której wnika
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sie‘ gÃle‘biej w strukture‘ partycji (pojawiaja‘ sie‘ w naturalny sposób bloki lub skÃladowe
spójne: wewne‘trzne i zewne‘trzne). Naturalnym problemem jest także konstrukcja oper-
atorów ”t-gaussowskich” dla danego zdeformowanego CLT, czyli takich, które miaÃlyby
rozkÃlady dane przez miare‘ otrzymana‘ w danym zdeformowanym Centralnym Twierdzeniu
Granicznym. Wówczas można badać wÃlasności algebr generowanych przez takie operatory.
Dla t-deformacji splotu wolnego takie algebry von Neumanna byÃly badane przeze mnie,
a ich peÃlny opis zostaÃl podany póżniej przez E. Ricarda [Ric]. Dla t-deformacji splotu
klasycznego znana jest konstrukcja takich operatorów t-gaussowskich, lecz ich wÃlasności
pozostaja‘ jako otwarty problem. t-transformacja byÃla dalej badana w doktoracie ÃL. Wo-
jakowskiego [Woj]. Uogólnienia t-transformacji rozpatrywali także A. Krystek i H. Yoshida
[KrY].

Konstrukcje takich operatorów można otrzymać różnymi sposobami, deformuja‘c oper-
atory kreacji i anihilacji na wolnej przestrzeni Focka, przez operator dziaÃlaja‘cy nietrywial-
nie tylko pomie‘dzy CΩ ↔ H (t-deformacja) czy CΩ ↔ H ⊗H (d-deformacja). Otwartym
problemem pozostaja‘ zaburzenia ”wyższych rze‘dów”, typu CΩ ↔ H ⊗ . . . ⊗ H = H⊗n,
dla ustalonego n ≥ 3, które moga‘ prowadzić do gÃle‘bszego zrozumienia splotu wolnego.
Badania w tym kierunku, chociaż innymi metodami, prowadzi od lat R. Lenczewski –
mie‘dzy innymi wprowadzaja‘c w tym celu poje‘cie ”hierarchii wolnej” [Len1].

Niektóre modele nieprzemiennej probabilistyki okazuja‘ sie‘ być zwia‘zane z grupami
kwantowymi. PojawiÃlo sie‘ to mie‘dzy innymi w pracach M. Bożejki, B. Kummerera i R.
Speichera [BKS] (klasyczne wersje nieprzemiennych procesów stochastycznych dziaÃlaja‘cych
na grupie Worono-wicza SUq(2)), a potem Ph. Biane [Bia]. Ponadto, konstrukcja sÃlabo
monotonicznej przestrzeni Focka oraz monotonicznej przestrzeni Focka, jest zwia‘zana z
modelami drugiej kwantyzacji, podanymi przez W. Pusza [Pu] oraz W. Pusza i S. L.
Woronowicza [PuW], dla klasycznych relacji komutacji (CCR) i dla klasycznych relacji
antykomutacji (CAR). Dlatego jednym z zagadnień, które pojawia sie‘ w moich badani-
ach, jest konstruowanie modeli zwia‘zanych z grupami kwantowymi. Istotnym krokiem
w tym kierunku byÃlo podanie nowej konstrukcji i opisu grupy kwantowej Uq(2). Jed-
nakże otwartym problemem pozostaje nadal zbadanie, jakiego typu nieprzemienne procesy
stochastyczne sa‘ zwia‘zane z ta‘ grupa‘.

Opisy wielu przykÃladów modeli nieprzemiennej probabilistyki można także znaleźć w
monografii G. Pisiera [P].

Powyższe konstrukcje doprowadziÃly też do pytania, zadanego przez V. P. Belavkina, o
możliwość uogólnienia niezależności monotonicznej na przypadek, gdy zbiór indeksuja‘cy
monotonicznie niezależne algebry nie jest liniowo uporza‘dkowany (jak zbiór N liczb nat-
uralnych), lecz jest jedynie cze‘ściowo uporza‘dkowany. Jest to sytuacja, która pojawia sie‘
w klasycznej przestrzeni Minkowskiego, w której porza‘dek jest dany przez stożek świetlny
Lorentza. W tym przypadku elementy, które maja‘ ta‘ sama‘ wspóÃlrze‘dna‘ czasowa‘, sa‘
nieporównywalne.

OkazaÃlo sie‘, że konstrukcja ”sÃlabo monotonicznej przestrzeni Focka” nadaje sie‘ do ta-
kich uogólnień. Geometrycznie jest ona zwia‘zana z ”produktem grzebieniowym grafów”
(ang. ”comb product”). Jednak zastosowanie jej w przypadku, gdy zbiór indeksów
jest tylko cze‘ściowo uporza‘dkowany, wymaga dodatkowo skorzystania z konstrukcji M.
Bożejki, zwanej ”produktem markowskim”, który prowadzi do niezależności boole’owskiej.
PoÃla‘czenie tych dwóch konstrukcji prowadzi do ”bm-produktu przestrzeni Hilberta”, na
którym określa sie‘ ”bm-rozszerzenia operatorów”. Te operatory speÃlniaja‘ warunki typu
monotonicznej niezależności Muraki’ego, jednakże dodatkowo wyste‘puja‘ zależności pomie‘dzy
operatorami indeksowanymi elementami nieporównywalnymi. Te warunki otrzymaÃly nazwe‘
”bm - niezależności”, gdyż moga‘ być sformuÃlowane dla dowolnej rodziny podalgebr danej
algebry ze stanem.
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Naturalne przykÃlady cze‘ściowych porza‘dków pojawiaja‘ sie‘ w przestrzeniach euklides-
owych V : zadane sa‘ przez stożki dodatnie Π ⊂ V . Spośród nich badaÃlem naste‘pujace (dla
d ∈ N):

(1) V = Rd, Π = Rd
+;

(2) V = R+ ⊕ Rd - przestrzeń Minkowskiego,

Π = {(x; y1, . . . , yd) : x ≥
√

(y1)2 + . . . + (yd)2} stożek Lorentza;

(3) V = Md(R), rzeczywiste macierze d-wymiarowe,

Π = Hermd(R) macierze rzeczywiste symetryczne dodatnio określone.

2 TREŚĆ ROZPRAWY.

2.1 t-deformacja.

Moja rozprawa habilitacyjna jest poświe‘cona konstrukcjom modeli nieprzemiennej proba-
bilistyki. Konstrukcje te sa‘ różnymi deformacjami, gÃlównie w przestrzeniach Focka, oraz
deformacjami operatorów, które na nich dziaÃlaja‘. Pocza‘tek tych badań bierze sie‘ z defor-
macji miar, która zostaÃla nazwana ”t-transformacja‘” i byÃla zdefiniowana w pracy [BW0]
w naste‘puja‘cy sposób: dla miary probabilistycznej µ i liczby nieujemnej t na prostej
rzeczywistej istnieje dokÃladnie jedna miara probabilistyczna µt dla której

1
Gµt(z)

=
t

Gµ(z)
+ (1− t)z,

gdzie

Gµ(z) :=
∫ +∞

−∞

1
z − x

dµ(x)

jest transformata‘ Cauchy’ego miary µ określona‘ dla z ∈ C \ supp(µ).
Zdefiniowanie takiej transformacji miar pozwala również określić transformacje‘ dowol-

nych splotów. Mianowicie, jeśli dany jest splot ⊕ miar probabilistycznych (na przykÃlad
splot klasyczny czy splot wolny), to określamy nowy splot ⊕t wzorem

µ⊕t ν := (µt ⊕ νt) 1
t
.

W pracy [BW1] badane byÃly wÃlasności tej transformacji splotów. W szczególności pokazane
zostaÃlo jak zmienia sie‘ miara graniczna w centralnym twierdzeniu granicznym i w twierdze-
niu granicznym typu Poissona (dla splotu klasycznego i wolnego). W przypadku central-
nego twierdzenia granicznego dla t-transformacji splotu wolnego otrzymuje sie‘ tak zwane
miary Kestena: ich cze‘ść absolutnie cia‘gÃla wyraża sie‘ wzorem

1
2π

·
√

4t− x2

1− (1− t)x2

i maja‘ one atomy w punktach ± 1√
1−t

, gdy 0 < t < 1
2 . Momenty tych miar sa‘ zwia‘zane z

kombinatoryka‘ na zbiorach nieprzecinaja‘cych sie‘ dwupartycji i sa‘ dane wzorami:

m2n(t) = Cn(t) =
∑

V∈NC2(2n)

t]in(V) = 1 +
n−2∑

k=0

tk+1

{(
n + k

k + 1

)
−

(
n + k

k

)}
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w którym wspóÃlczynniki D(n, k) :=
(
n+k
k+1

)− (
n+k

k

)
sa‘ liczbami Delaney’a. W tym wzorze

]in(V) oznacza ilość bloków wewne‘ trznych w dwupartycji V. Podobna sytuacja pojawiÃla
sie‘ też dla t-transformacji splotu klasycznego, jednakże tam w analogicznym wzorze trzeba
rozpatrywać ilość skÃladowych spójnych zewne‘ trznych.

W tej pracy pojawiÃly sie‘ też konstrukcje operatorów, dziaÃlaja‘cych na t-zdeformowanych
przestrzeniach Focka (wolnej i symetrycznej), które wzgle‘dem stanu próżniowego maja‘
momenty dane przez miary graniczne w centralnych twierdzeniach granicznych dla splotu
wolnego i dla splotu klasycznego. Operatory te sa‘ postaci G(f) := A(f) + B(f), czyli sa‘
sumami operatora anihilacji i operatora kreacji, dla ustalonego wektora jednostkowego f
w danej przestrzeni Hilberta.

Konstrukcja jest naste‘puja‘ca. W wolnej przestrzeni Focka F(H) := CΩ⊕⊕
n≥1H⊗n,

zdefiniowanej na przestrzeni Hilberta H, zaburzamy iloczyn skalarny kÃlada‘c:

(x1 ⊗ · · · ⊗ xm|y1 ⊗ · · · ⊗ yn)t := δm,ntn−1
n∏

k=1

(xk|yk)H .

UzupeÃlnienie F(H) wzgle‘dem tego iloczynu skalarnego oznaczamy Ft(H) i jest to t-
zdeformowana przestrzeń Focka. Na tej przestrzeni definiujemy operator kreacji B(f)
przez wektor f ∈ H jako wolna‘ kreacje‘:

B(f) (x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = f ⊗ x1 ⊗ · · · ⊗ xn,

natomiast odpowiadaja‘cy mu operator anihilacji A(f) jest sprze‘żony wzgle‘dem t-zdefor-
mowanego iloczynu skalarnego. Jego dziaÃlanie można opisać wzorami:

A(f)Ω = 0, A(f)x1 = (f, x1)Ω, A(f) (x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = t · (f, x1)H · (x2 ⊗ · · · ⊗ xn)

dla n ≥ 2. Wówczas dla stanu ϕ(X) := (XΩ|Ω)t i dla wektora jednostkowego f ∈ H
mamy wzór:

ϕ(G(f)2n) = Cn(t)

W przypadku t-wolnym badane byÃly wÃlasności algebr von Neumanna

Γt,n = ({G(ei) : i = 1, 2, . . . , n})′′

generowanych przez n–elementowe cia‘gi takich operatorów (zwanych t-gaussowskimi),
gdzie {ei : i = 1, 2, . . . , n} jest baza‘ ortonormalna‘, n ∈ {+∞, 1, 2, . . .}. W pracy [Wys4]
udowodnione zostaÃlo, że w przypadku n = +∞ nieskończonego cia‘gu takich operatorów
generowana przez nie algebra von Neumanna jest faktorem zÃlożonym ze wszystkich oper-
atorów ograniczonych na t-zdeformowanej przestrzeni Focka. Dla cia‘gów skończonych ten
problem zostaÃl rozwia‘zany przez E. Ricarda [Ric].

Inna‘ realizacje‘ wolnych operatorów t-gaussowskich otrzymaÃlem w pracy [Wys2] poprzez
deformacje‘ operatorów kreacji i anihilacji na wolnej przestrzeni Focka. W tym wypadku
definiujemy operator C(f):

C(f)x = (f |x)HΩ; C(f)y = 0, dla y ∈ F(H), y ⊥ H,

oraz C∗(f) jako sprze‘żony do C(f) (f ∈ H). Teraz, dla dowolnego c ∈ R definiujemy
operatory

Gc(f) :=
(
A(f) + A†(f)

)
+ c · (C(f) + C(f)∗)

które sa‘ samosprze‘żone. Naste‘pnie rozważamy momenty tych operatorów wzgle‘dem stanu
wyznaczonego przez Ω:

Mc(n) := (Gc(f)nΩ|Ω) .
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Dowodzi sie‘, że (dla wektora jednostkowego f ∈ H) sa‘ to również momenty miary prob-
abilistycznej µc na prostej (zwanej rozkÃladem operatora Gc(f)). Miary te sa‘ opisane w
sposób naste‘puja‘cy:
(1) Dla c = −1 jest µ−1 = δ0.
(2) Dla |c + 1| < √

2 miara µc jest absolutnie cia‘gÃla i jej ge‘stość dana jest wzorem:

gc(x) =
1

2π(1 + c)2
·

√
4− x2

1− c(c+2)
(1+c)4

x2

dla x ∈ [−2, 2].
(3) Dla |c+1| > √

2 miara µc ma ge‘stość dana‘ powyższym wzorem oraz atomy w punktach:

x±c := ±(1 + c)4

c(c + 2)
.

(4) Dla |c + 1| = √
2 miara µ1±√2 jest absolutnie cia‘gÃla i jej ge‘stość ma wzór

g(x) =
1
π
· 1√

4− x2
,

czyli arcus sinus na przedziale [−2, 2].

W szczególnym przypadku, gdy cN = 1−
√

2N
2N−1 >

√
2 otrzymujemy miary Kestena,

zwia‘zane ze spacerami losowymi na grupach wolnych.
W tej samej pracy otrzymaÃlem również naste‘puja‘cy wzór na momenty mieszane:

(Gc(f1) . . . Gc(f2n)Ω|Ω) =
∑

V∈NC2(2n)

(
(1 + c)2

)n−]in(V) ∏

{j,k}∈V
(fj |fk)H

dla dowolnych wektorów jednostkowych f1, . . . , f2n ∈ F(H).
Ta deformacja zaburzaja‘ca wolne operatory kreacji i anihilacji staÃla sie‘ podstawa‘ do

innych moich konstrukcji. W szczególności w tej samej pracy zostaÃl skonstruowany cia‘g
operatorów monotonicznie niezależnych na tak zwanej sÃlabo monotonicznej przestrzeni
Focka.

2.2 Monotoniczna niezależność na sÃlabo monotonicznej przestrzeni Focka.

Niezależność monotoniczna zostaÃla wprowadzona przez N. Muraki i stanowi narze‘dzie do
wyliczania momentów mieszanych.

Definicja 2.2.1 Mówimy, że rodzina podalgebr {Ai : i ∈ I} danej algebry A, indeksowana
zbiorem liniowo uporza‘dkowanym I, jest monotonicznie niezależna wzgle‘ dem danego funkcjonaÃlu
ϕ na A, jeśli speÃlnione sa‘ naste‘ puja‘ce warunki:
(M1) bibjbk = ϕ(bj) · bibk jeśli i < j > k,
(M2) ϕ(bir . . . bi1bjbk1 . . . bks) =

∏r
a=1 ϕ(bia) · ϕ(bj) ·

∏s
a=1 ϕ(bka)

jeśli ir > . . . > i1 > j < k1 < . . . < ks.

GÃlówna‘ motywacja‘ pracy [Wys2] dotycza‘cej sÃlabo monotonicznej przestrzeni Focka byÃla
konstrukcja cia‘gu operatorów monotonicznie niezależnych. SÃlabo monotoniczna przestrzeń
Focka jest konstrukcja‘, która wzie‘Ãla sie‘ z ogólnej deformacji klasycznych relacji komutacji
(µ-CCR), podanych przez W. Pusza i S. L. Woronowicza [PuW] (por. także [Pu]), dla
µ = 0. Jest to podprzestrzeń wolnej przestrzeni Focka F(H), rozpie‘ta przez Ω oraz tensory
postaci ejr ⊗· · ·⊗ej1 , gdzie {ej : j = 1, 2, . . . } jest baza‘ ortonormalna‘ przestrzeni Hilberta
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H oraz j1 ≤ · · · ≤ jr. Na tej przestrzeni definiujemy cia‘g operatorów AM
i , A†Mi , be‘da‘cych

obcie‘ciami wolnej kreacji i wolnej anihilacji przez dany wektor bazowy ei ∈ H:

AM
i (f)Ω = 0; AM

i (f)ej = δij〈f |ej〉Ω; AM
i (f)ejr ⊗ · · · ⊗ ej1 = δijr〈f |ejr〉ejr−1 ⊗ · · · ⊗ ej1

natomiast A†Mi określamy jako sprze‘żony do AM
i . Biora‘c sume‘ takiej kreacji i anihilacji

GM
i := AM

i +A†Mi otrzymujemy cia‘g operatorów monotonicznie niezależnych, dla których
pokazaÃlem wprost naste‘puja‘ce twierdzenie:

Twierdzenie 2.2.2 Jeśli SN := 1√
N

∑N
i=1 GM

i , to

lim
N

ϕ
(
(SN )2k

)
=

1
2k

(
2k

2

)
=

1
π

∫ √
2

−√2

x2k

√
2− x2

dx,

czyli w granicy uzyskuje sie‘ rozkÃlad arcusa sinusa.

W dowodzie uzyskaÃlem też naste‘puja‘ca‘ rekurencje‘ dla wspóÃlczynników dwumianowych:

(
2k

k

)
=

k∑

m=1

2
m

(
2m− 2
m− 1

)(
2k − 2m

k −m

)

Nowa realizacja zmiennych t-gaussowskich (t := (1 + c)−2) na wolnej przestrzeni Focka
zostaÃla otrzymana przez wprowadzenie naste‘puja‘cej deformacji C(f) wolnej kreacji i ani-
hilacji.

Definicja 2.2.3 Dla x, f ∈ H operator C(f) niech be‘ dzie określony naste‘ puja‘co:

C(f)x =< f | x > Ω oraz C(f)y = 0 dla y ⊥ H.

Operator sprze‘ żony C(f)∗ wyraża sie‘ wzorem C(f)∗Ω = f oraz C(f)∗v = 0 jeśli v ⊥ Ω.

Nowe operatory t-gaussowskie sa‘ określone wzorem (dla c ∈ R oraz f ∈ H):

Gc(f) := (A(f) + c · C(f)) + (A(f) + c · C(f))∗ .

Maja‘ one momenty
Mc(n) = ψ(Gc(f)n) = 〈Gc(f)nΩ|Ω〉,

które sa‘ momentami miary µc opisanej w twierdzeniu 4.2 pracy [Wys2]. Dla c = cN =

1−
√

2N
2N−1 sa‘ to miary Kestena dla grupy wolnej o N wolnych generatorach.

Operatory te, obcie‘te do sÃlabo monotonicznej podprzestrzeni Focka, nie sa‘ monoton-
icznie niezależne. Dopiero dodatkowa ich modyfikacja pozwala uzyskać także ta‘ wÃlasność.

Definicja 2.2.4 Niech {ej : j ∈ N} be‘ dzie baza‘ ortonormalna‘ w przestrzeni Hilberta
H (e0 := Ω). Dla liczby naturalnej n określamy operator Dn na bazie {ekj

rj ⊗ · · · ⊗ ek1
r1

:
k1, . . . , kj ≥ 1; rj > · · · > r1 ≥ 0} sÃlabo monotonicznej przestrzeni Focka Fwm(H):

Dn(ekj
rj ⊗ e

kj−1
rj−1 ⊗ · · · ⊗ ek1

r1
) :=

{
e
kj−1
rj−1 ⊗ · · · ⊗ ek1

r1
jeśli rj = n, kj = 1,

0 poza tym.

Wówczas

D∗
n(ekj

rj ⊗ e
kj−1
rj−1 ⊗ · · · ⊗ ek1

r1
) :=

{
en ⊗ e

kj
rj ⊗ e

kj−1
rj−1 · · · ⊗ ek1

r1
jeśli rj < n,

0 poza tym.
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Jeśli teraz An i A∗n sa‘ operatorami anihilacji i kreacji (dla wektora bazowego en) na sÃlabo
monotonicznej przestrzeni Focka, to dla c ∈ R operatory

Kc
n := (An + cDn) + (A∗n + cD∗

n)

sa‘ monotonicznie niezależne i dla c :=
√

2 − 1 maja‘ rozkÃlady arcusa sinusa (wzgle‘dem
stanu danego przez Ω).

W końcowej cze‘ści tej pracy rozpatrywane sa‘ operatory postaci P := (A∗+αI)(A+αI),
analogiczne do takich, które w innych przypadkach (np. klasycznym, wolnym, warunkowo
wolnym) daja‘ w rozkÃladzie miare‘ typu Poissona (z twierdzenia granicznego Poissona).

W naszym przypadku ich definicja jest naste‘puja‘ca.

Qα :=
(

A∗ + c ·D∗
√

2
+ αI

)(
A + c ·D√

2
+ αI

)

dla A := A(f) be‘da‘cego anihilacja‘ przez wektor jednostkowy f ∈ H, D := D(f) i c :=√
2 − 1, α ∈ R. RozkÃladem takiego operatora wzgle‘dem stanu próżniowego jest miara

να, nazwana miara‘ typu Poissona o intensywności α2. Dla λ := α
√

2 otrzymujemy miare‘
typu Poissona w postaci:

νλ(dx) = β+(λ) · δλ(x++1+λ2) + β−(λ) · δλ(x−+1+λ2) + hλ(x)dx,

gdzie x+ =
√

4 + 1
λ2 daje atom dla każdego λ > 0, x− = − (

λ + 1
λ

)
daje atom (tylko) dla

0 < λ ≤ 1, natomiast cze‘ść absolutnie cia‘gÃla ma ge‘stość hλ dana‘ wzorem

hλ(x) =
−λ

π
·

√
[(λ + 1)2 − x] [x− (λ− 1)2]

x (x2 − 2(1 + λ2)x + λ2(λ2 − 2))

i ma nośnik w przedziale
[
(λ− 1)2, (λ + 1)2

]
.

2.3 Algebra von Neumanna generowana przez operatory t-gaussowskie.

W t-zdeformowanej przestrzeni Focka Ft(H) rozpatrujemy nieskończony cia‘g operatorów
t-gaussowskich Gi = G(ei), gdzie {ei : i ≥ 1} jest baza‘ ortonormalna‘ w H, i badamy
algebre‘ von Neumanna generowana‘ przez te operatory, czyli algebre‘

Γt,∞ := {Gi : i ≥ 1}′′ ⊂ B(Ft(H)).

GÃlównym wynikiem pracy [Wys4] jest twierdzenie:

Γt,∞ = B(Ft(H)),

gdzie B(l2) jest algebra‘ wszystkich operatorów ograniczonych na Ft(H), w szczególności
jest faktorem typu I∞.

Rezultat ten zostaÃl wzmocniony poźniej przez E. Ricarda [Ric], który opisaÃl wszys-
tkie przypadki takich algebr von Neumanna Γt,n, generowanych przez n operatorów t-
gaussowskich. Wówczas, w zależności od parametru t > 0, mamy dwie możliwości:

1. jeśli
n

n +
√

n
≤ t ≤ n

n−√n
, to Γt,n = L(Fn), gdzie Fn jest grupa‘ wolna‘ o n wolnych

generatorach, a L(Fn) jest jej algebra‘ von Neumanna;

2. dla pozostaÃlych t > 0 jest Γt,n = L(Fn)⊕ B(l2).
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2.4 Grupa kwantowa Uq(2).

Kolejny model, którego konstrukcja zwia‘zana jest z badaniem różnych funkcji na party-
cjach, to grupa kwantowa Uq(2). Konstrukcja podana przeze mnie w pracy [Wys7] jest
oparta na twierdzeniu Woronowicza [SLW2], z którego wynika, że jeśli na zbiorze SN per-
mutacji zbioru N -elementowego mamy zadana‘ odpowiednia‘ funkcje‘ E(i1,...,iN ), to tworza‘c
z niej ”skre‘cony wyznacznik” możemy otrzymać (zwarta‘ macierzowa‘) grupe‘ kwantowa‘.
Funkcja, która‘ badaÃlem, jest zwia‘zana z liczeniem ilości cykli w permutacjach. Mianowicie,
w grupie permutacji SN rozpatrujemy wszystkie transpozycje ti,j = (i, j) i dla σ ∈ SN

określamy ”dÃlugość permutacji” |σ| jako minimalna‘ ilość takich transpozycji, potrzebna‘
do zapisania tej permutacji. Inaczej można powiedzieć, że |σ| = N−(ilość cykli w σ).

Dla N = 3 funkcja, która‘ rozpatrujemy dla parametru q > 0, jest dana wzorami:

E(1,2,3) = 1, E(1,3,2) = E(2,1,3) = −q, E(2,3,1) = E(3,1,2) = q2 (2.8)

oraz
E(i,j,k) = 0 jeśli {i, j, k} 6= {1, 2, 3}.

Zatem funkcja E zeruje sie‘ poza zbiorem permutacji, a na nim jest postaci Eσ = (−q)|σ|.
Ta funkcja, oraz dodatkowe zaÃlożenia unitarności, pozwalaja‘ uzyskać naste‘puja‘ce relacje
dla generatorów a, c, v rozpatrywane‘j (∗-algebry) grupy kwantowej:

av = va cv = vc
vv∗ = v∗v = 1 ac = qca
ac∗ = qc∗a cc∗ = c∗c
aa∗ + q2cc∗ = 1 a∗a + c∗c = 1

(2.9)

W pracy [Wys7] w Twierdzeniu 3.1 opisane sa‘ nieprzywiedlne ∗-reprezentacje C∗-
algebry generowanej przez elementy a, c, v speÃlniaja‘ce relacje (2.9). Sa‘ to, poza przy-
padkiem jednowymiarowym, operatory A,C, V na przestrzeni Hilberta l2, dane na bazie
ortonormalnej {δn : n ≥ 0} wzorami:

Aδn =
√

1− q2nδn−1, Aδ0 = 0, Cδn = γqnδn, V δn = λδn, (2.10)

gdzie λ, γ ∈ C sa‘ ustalonymi parametrami, |λ| = |γ| = 1. Ponadto, C∗-algebra generowana
przez a, c, v, oznaczana jako C∗(Uq(2)), jest izomorficzna z iloczynem tensorowym

C∗(Uq(2)) = C∗(SUq(2))⊗ C(U(1)).

Z podanej konstrukcji otrzymujemy opis struktury grupy kwantowej Uq(2). Okazuje sie‘,
że jest ona iloczynem skre‘ conym swoich dwóch podgrup

Uq(2) = SUq(2)nσ U(1), (2.11)

w którym operator ”skre‘ cenia” jest ∗-izomorfizmem C∗-algebr

σ : C∗(SUq(2))⊗ C(U(1)) 7→ C(U(1))⊗ C∗(SUq(2))

i ma postać (na generatorach):

σ(1⊗ v) = v ⊗ 1, σ(a⊗ vk) = vk ⊗ a, σ(c⊗ vk) = vk−1 ⊗ c (2.12)

Zastosowane w pracy podej́scie konstrukcyjne pozwoliÃlo także (cze‘ściowo) opisać nieprzy-
wiedlne reprezentacje (”grupowe”) tej grupy kwantowej (Twierdzenie 5.1, [Wys7]) jako
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iloczyny tensorowe (©⊥, w sensie Woronowicza), reprezentacji nieprzywiedlnych jej pod-
grup. Mianowicie, jeśli mamy reprezentacje‘ nieprzywiedlna‘ ds grupy kwantowej SUq(2),
dla s ∈ {n

2 : 0 ≤ n ∈ N}, to reprezentacja postaci

us
p = ds ©⊥ bs

p, p ∈ Z (2.13)

jest nieprzywiedlna‘ reprezentacja‘ grupy kwantowej Uq(2). Tutaj

bs
p := diag{vp, vp+1, . . . , vp+2s}

jest (2s + 1–wymiarowa‘ reprezentacja‘ (macierza‘ diagonalna‘) grupy (kwantowej) okre‘gu
jednowymiarowego U(1), traktowanej jako C∗-algebra generowana przez element unitarny
v. W pracy pokazano, że jeśli bs jest jaka‘́s (2s + 1)–wymiarowa‘ reprezentacja‘ U(1), która
w iloczynie tensorowym ds ©⊥ bs daje reprezentacje‘ nieprzywiedlna‘ grupy Uq(2), to musi
ona być postaci bs

p, dla pewnego caÃlkowitego p.
Ostatnim istotnym wynikiem pracy jest opisanie jawnym wzorem operatora (pentag-

onalnego) Kaca-Takesaki dla grupy kwantowej Uq(2), zwanego też multiplikatywnym uni-
tarnym lub fundamentalnym unitarnym. Wzór jego dziaÃlania uogólnia wynik Lance’a
[Lan] dla SUq(2), jest dosyć skomplikowany i wygla‘da tak (por. Twierdzenie 6.2, [Wys7]):

W = w124568Σ(2356)(48)w
∗
234568Σ(48)S∗58S28S84S48Σ(2635). (2.14)

Ten operator dziaÃla na przestrzeni Hilberta

H =
(
l2(N× Z× Z)⊗ l2(Z)

)⊗ (
l2(N× Z× Z)⊗ l2(Z)

)
,

która ma 8 ”wspóÃlrze‘dnych”. Jej baze‘ stanowia‘ wektory postaci

εa,b,c,d,e,f,g,h := εa ⊗ εb ⊗ εc ⊗ εd ⊗ εe ⊗ εf ⊗ εg ⊗ εh,

gdzie a, e ∈ N, b, c, d, f, g, h ∈ Z. Na pierwszej i czwartej wspóÃlrze‘dnej (a i e) mamy
elementy standardowej bazy {εi : i ∈ N} w l2(N), natomiast na pozostaÃlych ”osiach”
mamy elementy standardowej bazy {εj : j ∈ Z} w l2(Z).

Operator w124568 jest operatorem pentagonalnym Lance’a, dziaÃlaja‘cym na wektorze
bazowym tylko na wspóÃlrze‘dnych 1 = a, 2 = b, 4 = d, 5 = e, 6 = f, 8 = h, w∗234568 jest
operatorem sprze‘żonym do operatora Lance’a, dziaÃlaja‘cym na wspóÃlrze‘dnych 2 = b, 3 =
c, 4 = d, 5 = e, 6 = f, 8 = h, S28 jest operatorem Stinespringa dziaÃlaja‘cym tylko na
wspóÃlrze‘dnych b, h wzorem

S28(εa,b,c,d,e,f,g,h) = εa ⊗ εb+h ⊗ εc ⊗ εd ⊗ εe ⊗ εf ⊗ εg ⊗ εh

i podobnie sa‘ zdefiniowane pozostaÃle operatory Sij . Operatory Σσ dziaÃlaja‘ na H jako
permutacje indeksów dla σ ∈ S8 zbioru 8-elementowego {1, 2, . . . , 8} utożsamianego z
{a, b, . . . h}; na przykÃlad Σ(2635) jest zadany przez cykl σ := (2635) = (2 7→ 6 7→ 3 7→ 5) =
(b 7→ f 7→ c 7→ e 7→ b), czyli

Σ(2635)(εa,b,c,d,e,f,g,h) = εa,f,e,d,b,c,g,h.

Operator W, dziaÃlaja‘cy na H = H ⊗ H, gdzie H = l2(N × Z × Z) ⊗ l2(Z) speÃlnia
równanie pentagonalne na H⊗H⊗H, czyli równanie:

W23W12 = W12W13W23, (2.15)

w którym indeksy oznaczaja‘ na której ”osi” dziaÃla operatorW. Na przykÃlad,W12 = W⊗1,
W23 = 1⊗W, natomiast W13 dziaÃla na osiach 1 i 3 w H⊗H⊗H.

11



2.5 d-deformacja.

Kolejna konstrukcja modelu nieprzemiennej probabilistyki, badana w pracy [Wys3] i nazwana
tam d-deformacja‘, jest rozszerzeniem deformacji prowadza‘cej do operatorów t-gaussowskich
na wolnej przestrzeni Focka. W tym wypadku deformujemy wolne operatory kreacji i ani-
hilacji poprzez dodanie do nich wielokrotności operatora D zdefiniowanego w naste‘puja‘cy
sposób.

Definicja 2.5.1 Dla f, x1, x2 ∈ H niech D(f) be‘ dzie określony wzorem:

D(f)x1 ⊗ x2 =< f |x1 >< f |x2 > Ω, D(f)y = 0 dla y ⊥ H⊗H.

Operator sprze‘ żony D(f)∗ dziaÃla w sposób naste‘ puja‘cy:

D(f)∗Ω = f ⊗ f, D(f)∗y = 0 dla y ⊥ Ω.

Jak widać jest to zaburzenie dziaÃlaja‘ce nietrywialnie tylko mie‘dzy CΩ iH⊗H, podczas gdy
zaburzenie w t-deformacji dziaÃlaÃlo nietrywialnie pomie‘dzy CΩ i H. Teraz dla parametru
rzeczywistego d i wektora f ∈ H definiujemy operator B i sprze‘żony B∗

Bd(f) := A(f) + d ·D(f), B∗
d(f) := A∗(f) + d ·D∗(f).

Naste‘pnie rozpatrujemy operator samosprze‘żony Gd(f) := Bd(f) + B∗
d(f), dziaÃlaja‘cy

na wolnej przestrzeni Focka F(H). Niech ϕ oznacza stan próżniowy na (operatorach
ograni-czonych na) tej przestrzeni. W pracy [Wys3] badane sa‘ rozkÃlady operatorów Gd(f)
wzgle‘dem ϕ, dla ||f || = 1, czyli miary µd o momentach

Md(n) := ϕ ((Gd(f))n) = 〈Gd(f)nΩ|Ω〉.

Udowodnione jest, że miary te maja‘ cze‘ść absolutnie cia‘gÃla‘ postaci:

gd(x) =
1
2π

· (1 + dx)2x2
√

4− x2

(1 + dx)4 − (x2 − 1)(x2 − 2)(1 + dx)2 + (x2 − 1)2
,

o nośniku w przedziale [−2, 2]. Dla d 6= 1 atomy wyste‘puja‘ w zależności od wartości
parametru d: dla 0 < d <

√
3−1
2 nie ma atomów, dla

√
3−1
2 ≤ d <

√
3+1
2 jest jeden atom w

przedziale [2, +∞), a dla d ≥
√

3+1
2 miara ma dwa atomy: jeden ujemny x− ∈ (−∞,−2]

i drugi dodatni x+ ∈ [2, +∞). Atomy te sa‘ określone jako (jednoznaczne) rozwia‘zania
równań:

d =
1

x+
·




√√√√ 2(x2
+ − 1)

x2
+ − 2− x+

√
x2

+ − 4
− 1




na przedziale [2, +∞) i

d =
−1
x−

·




√√√√ 2(x2− − 1)

x2− − 2 + x−
√

x2− − 4
+ 1




na przedziale (−∞,−2]. DokÃladniej udaÃlo sie‘ zbadać przypadek d = 1. Wówczas miara
µ1 jest postaci:

µ1 =
1
2
δ−1 +

1
2
√

5
δ√5 + g1(x)dx,

12



a jej cze‘ścia‘ absolutnie cia‘gÃla‘ jest funkcja‘:

g1(x) =
1
2π

·
√

4− x2

5− x2
.

Momenty tej miary wyrażaja‘ sie‘ wzorami: M1(2n + 1) =
1
2
(5n − 1) oraz

M1(2n) =
1
2

(
1 + 5n−1

√
5
)
+

4n+1

10
√

5
(2n− 1)!!
(2n + 2)!!

[
1 +

∞∑

k=0

n + 1
2(n + k + 2)

· (2k + 5)!!
(2k)!!

·
(

4
5

)k+1
]

.

W pracy tej opisano też wzór na momenty mieszane dla operatorów Gd(f) w postaci:

ε(Gd(f1) . . . Gd(fn)) =
∑

V∈SWNC(n)

∏

B∈V
dw(B)· < fB >,

gdzie sumowanie wykonywane jest po nieprzecinaja‘cych sie‘ partycjach zbioru {1, 2, . . . , n},
o blokach co najwyżej czteroelementowych, w(B) jest waga‘ partycji B, a f1, . . . , fn sa‘
wektorami jednostkowymi w H. Funkcja < fB > jest zależna od wag i rodzaju bloków
partycji B.

2.6 Monotoniczna niezależność zwia
‘
zana ze zbiorami

cze
‘
ściowo uporza

‘
dkowanymi.

Warunki niezależności monotonicznej, sformuÃlowane przez Muraki’ego dla liniowo uporza‘d-
kowanego zbioru indeksów, można również zapisać w przypadku, gdy ten zbiór indeksów
be‘dzie jedynie cze‘ściowo uporza‘dkowany. Mianowicie, jeśli zbiór indeksów I jest cze‘ściowo
uporza‘dkowany przez relacje‘ ¹, to dla rodziny podalgebr {Bξ : ξ ∈ I} danej algebry
B, warunki monotonicznej niezależności wzgle‘dem danego funkcjonaÃlu liniowego ϕ na B
zapisujemy w naste‘puja‘cy sposób (tutaj: ξ ≺ η ⇔ (ξ ¹ η ∧ ξ 6= η)):
M1. Jeśli ξ ≺ ρ Â η, to dla dowolnych Aξ ∈ Bξ, Aρ ∈ Bρ oraz Aη ∈ Bη jest

AξAρAη = ϕ(Aρ)AξAη.

M2. Jeśli ξk Â · · · Â ξ1 Â ρ ≺ η1 ≺ · · · ≺ ηm, to dla dowolnych Aξ1 , . . . , Aξk
∈ Bξ,

Aρ ∈ Bρ oraz Aη1 , . . . , Aηm ∈ Bη jest

ϕ(Aξk
. . . Aξ1AρAη1 . . . Aηm) = ϕ(Aξk

) . . . ϕ(Aξ1)ϕ(Aρ)ϕ(Aη1) . . . ϕ(Aηm).

Jednakże w tej sytuacji oba warunki nie wystarczaja‘ do wyliczenia momentów mieszanych
wzgle‘dem ϕ, czyli wyrażeń postaci ϕ(Aξ1 . . . Aξn), gdyż nie uwzgle‘dniaja‘ sytuacji kiedy
niektóre spośród indeksów ξ1, . . . , ξn sa‘ nieporównywalne.

Konstrukcja sÃlabo monotonicznej przestrzeni Focka okazaÃla sie‘ dobra do uogólnienia na
taka‘ sytuacje‘. W tym uogólnieniu, które wykorzystuje pewne geometryczne konstrukcje
(produkt grzebieniowy i produkt markowski), mamy dana‘ rodzine‘ przestrzeni Hilberta
{Hξ : ξ ∈ I} tworzymy pewna‘ podprzestrzeńH wolnej przestrzeni Focka, rozpie‘ta‘ na tych
przestrzeniach. Naste‘pnie, maja‘c dany operator Aξ ograniczony na Hξ, definiujemy jego
rozszerzenie do operatora Aξ ograniczonego na H. Tak rozszerzone operatory z różnymi
indeksami speÃlniaja‘ warunki M1. i M2.

Konstrukcja ta wygla‘da naste‘puja‘co. ZaÃlóżmy, że mamy dana‘ rodzine‘ {Hξ : ξ ∈ I}
przestrzeni Hilberta, indeksowana‘ zbiorem I, cze‘ściowo uporza‘dkowanym relacja‘ ≺. Jeśli
dwa elementy ξ, η ∈ I sa‘ nieporównywalne, to be‘dziemy pisać ξ � η. ZaÃlóżmy też, że
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wektor Ω jest elementem wspólnym tych przestrzeni. Niech FI := FI(Hξ : ξ ∈ I) be‘dzie
wolna‘ przestrzenia‘ Focka, czyli

FI = CΩ⊕
⊕

n≥1

⊕

ξ1,...,ξn∈I

Hξ1 ⊗ · · · ⊗Hξn

z naturalnym iloczynem skalarnym. Definiujemy H jako podprzestrzeń FI, rozpie‘ta‘ przez
Ω oraz tensory postaci

hξn ⊗ · · · ⊗ hξ1 , ξ1 ≺ · · · ≺ ξn, hξk
∈ Hξk

, hξk
⊥ Ω, k = 1, . . . , n.

Wybieramy tutaj tylko te tensory, które maja‘ monotoniczny (rosna‘cy wzgle‘dem ≺) cia‘g
indeksów. Przestrzeń H nazywamy bm-produktem rodziny przestrzeni Hilberta {Hξ :
ξ ∈ I}.

Definicja 2.6.1 Dla danego operatora Aξ ograniczonego na Hξ niech AξΩ := αΩ + gξ.
Wówczas jego bm-rozszerzeniem nazywamy operator Aξ na H określony wzorami:

1. dla ξ ≺ ξn oraz dla ξ � ξn jest Aξ(hξn ⊗ · · · ⊗ hξ1) = 0,

2. dla ξ = ξn, jeśli Aξhξn = βΩ + uξn, gdzie uξn ⊥ Ω, to

Aξ(hξn ⊗ · · · ⊗ hξ1) = β · hξn−1 ⊗ · · · ⊗ hξ1 + uξn ⊗ hξn−1 ⊗ · · · ⊗ hξ1 ,

3. dla ξ Â ξn jest Aξ(hξn ⊗ · · · ⊗ hξ1) = α · hξn ⊗ · · · ⊗ hξ1 + gξ ⊗ hξn ⊗ · · · ⊗ hξ1.

Definicja ta jest tak sformuÃlowana, aby warunek monotoniczności indeksów byÃl za-
chowany przy dziaÃlaniu rozszerzenia Aξ. Nazwa bm-rozszerzenie wynika z jego wÃlasności:
mianowicie, w pracy [Wys5] pokazaÃlem naste‘puja‘ce twierdzenie (Twierdzenie 2.6), dotycza‘ce
niezależności monotonicznej i niezależności boole’owskiej wzgle‘dem funkcjonaÃlu ϕ(X) :=
〈XΩ|Ω〉.

Twierdzenie 2.6.2 Jeśli dla ξ ∈ I algebra Bξ skÃlada sie‘ z bm-rozszerzeń operatorów z
pewnej algebry Bξ operatorów ograniczonych na Hξ, to

(B). Dla dowolnego caÃlkowicie nieuporza‘dkowanego podzbioru indeksów J ⊂ I (takiego
że żadne dwa elementy w J nie sa‘ porównywalne) rodzina algebr {Bξ : ξ ∈ I} jest
boole’owsko niezależna wzgle‘ dem ϕ, czyli dla dowolnego m ∈ N i dla dowolnych Aξj ∈ Bξj

(ξ1, . . . , ξm ∈ J, j = 1, . . . , m) jest

ϕ(Aξ1 . . . Aξm) =
m∏

j=1

ϕ(Aξj ).

(M). Rodzina {Bξ : ξ ∈ I} speÃlnia warunki (M1.) i (M2.) monotonicznej niezależności.

W dalszej cze‘ści tej pracy pojawiaja‘ sie‘ warunki BM1-BM3, wystarczaja‘ce do wylicza-
nia momentów mieszanych. Warunki te, sformuÃlowane w Twierdzeniu 2.8. maja‘ nieco
skomplikowana‘ forme‘, która zostaÃla uproszczona w pracy [Wys6] do postaci zwanej bm-
niezależnościa

‘
. W tej postaci definicje‘ można sformuÃlować dla dowolnej rodziny {Bξ :

ξ ∈ I} podalgebr pewnej algebry B i funkcjonaÃlu ϕ na B).
Dalej badane sa‘ warunki bm-niezależności w przypadku dwóch przykÃladowych zbiorów

cze‘ściowo uporza‘dkowanych:
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1. Id := Nd (krata punktów o wspóÃlrzednych naturalnych) z porza‘dkiem: dla (a1, . . . , ad) 6=
(b1, . . . , bd) ∈ Id jest (a1, . . . , ad) ≺ (b1, . . . , bd) ⇔ a1 ≤ b1, . . . , ad ≤ bd.

2. Id := N× Zd (krata caÃlkowitoliczbowa w dodatnim stożku Lorentza) z porza‘dkiem:
dla (k; a1, . . . , ad) 6= (n; b1, . . . , bd) ∈ Id

(k; a1, . . . , ad) ≺ (n; b1, . . . , bd) ⇔ n− k ≥
√

(b1 − a1)2 + · · ·+ (bd − ad)2.

Inne przykÃlady sa‘ zwia‘zane z klasyfikacja‘ stożków symetrycznych w przestrzeniach euk-
lidesowych, podana‘ w monografii J. Faraut i A. Koranyi [FK], i stanowia‘ przedmiot moich
dalszych badań.

WÃlasności bm-niezależności dotycza‘ tutaj operatorów be‘da‘cych bm-rozszerzeniami.
Dla nieskończonej rodziny {Aξ : ξ ∈ Id} takich operatorów, bm-niezależnych w algebrze
B(H) wzgle‘dem funkcjonaÃlu ϕ, formuÃlujemy analogie‘ klasycznego centralnego twierdzenia
granicznego. Wówczas przestrzeń probabilistyczna‘ zaste‘pujemy ∗-algebra‘ ze stanem ϕ, a
niezależność klasyczna‘ zaste‘pujemy bm-niezależnościa‘.

W klasycznym centralnym twierdzeniu granicznym, dla cia‘gu niezależnych zmien-
nych losowych X1, X2, . . . o jednakowych rozkÃladach, rozpatrujemy znormalizowane sumy
cze‘ściowe postaci

SN :=
1√
N

N∑

i=1

Xi (2.16)

Tutaj sumowanie X1 + · · ·+XN odbywa sie‘ po indeksach naturalnych z przedziaÃlu [1, N ];
takie przedziaÃly zaste‘pujemy odpowiednimi podzbiorami skończonymi JN ⊂ Id. W pier-
wszym przypadku, dla N = (N1, . . . , Nd) ∈ Nd = Id bierzemy

JN := {(a1, . . . , ad) ∈ Id : a1 ≤ N1, . . . , ad ≤ Nd}

W drugim przypadku (Id = N× Zd), dla N ∈ N określamy

JN := {(k; a1, . . . , ad) ∈ Id : 0 ≤ k ≤ N}

Znormalizowane klasyczne sumy cze‘ściowe SN zaste‘pujemy sumami

RN :=
1√
|JN |

∑

ξ∈JN

Aξ, (2.17)

a o operatorach Aξ zakÃladamy, że sa‘ samosprze‘żonymi bm-rozszerzeniami i speÃlniaja‘
warunki:

ϕ(Aξ) = 0, ϕ(A2
ξ) = 1, sup

ξ∈JN

‖Aξ‖ < +∞.

Trzecie zaÃlożenie można osÃlabić, ale nie jest to istotne dla wyznaczenia granicy w poniższym
twierdzeniu. W rezultacie otrzymujemy naste‘puja‘ce twierdzenia graniczne:

Twierdzenie 2.6.3 (bm-CLT). Dla każdego n ∈ N istnieja‘ granice

1. lim
N→+∞

ϕ
(
(RN )2n+1

)
= 0, oraz

2. lim
N→+∞

ϕ
(
(RN )2n

)
= gn,
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przy czym cia‘g (gn)∞n=0 jest cia‘giem (parzystych) momentów symetrycznej miary proba-
bilistycznej o nośniku zwartym, speÃlniaja‘cym rekurencje‘ :

gn =
n∑

k=1

γd(k) · gk−1 · gn−k. (2.18)

WspóÃlczynniki γd(k) sa‘ postaci:

1. γd(k) := k−d w przypadku Id = Nd,

2. γd(k) :=
(

k(d + 1)
d + 1

)−1

w przypadku Id = N× Zd.

Dowody tych twierdzeń sa‘ podobne technicznie, a ich gÃlówne elementy sa‘ naste‘puja‘ce.
Fakt, że cia‘g graniczny (gn) jest cia‘giem momentów pewnej miary probabilistycznej,
wynika z tego, że ϕ jest stanem (funkcjonalem dodatnim unormowanym ϕ(1) = 1), a
operatory RN sa‘ samosprze‘żone, wie‘c cia‘g ϕ(R2n

N ) jest dodatnio określony. Zatem w
granicy otrzymujemy także cia‘g dodatnio określony, który jest cia‘giem momentów mi-
ary probabilistycznej. Nieparzyste momenty sa‘ zero, wie‘c jest to miara symetryczna.
Ponadto rekurencja pozwala Ãlatwo (indukcyjnie) ograniczyć z góry cia‘g (gn) przez cia‘g
geometryczny; np. w przypadku 1. mamy

gn ≤ cn
1 , c1 =

∞∑

k=1

k−d,

a w przypadku 2. mamy

gn ≤ cn
2 , c2 =

∞∑

k=1

(
k(d + 1)
d + 1

)−1

,

wie‘c miara ta ma nośnik zwarty.
W uzasadnieniu istnienia cia‘gu granicznego korzystamy z pewnych wÃlasności kombi-

natorycznych i geometrycznych, które pozwalaja‘ dokonać redukcji obliczeń.
Po pierwsze, przy przej́sciu granicznym N → +∞ wyrażenie

ϕ
(
(RN )2n

)
=

1
|Jn

N |
∑

ξ1,...,ξ2n∈JN

ϕ (Aξ1 . . . Aξ2n) (2.19)

daje to samo, co wyrażenie

1
|Jn

N |
∑

(ξ1,...,ξ2n)∈bmNCn
2 (JN )

ϕ (Aξ1 . . . Aξ2n) . (2.20)

W ostatnim wzorze sumowanie jest wykonywane tylko po pewnych specjalnych cia‘gach
2n-elementwych o wyrazach z JN , oznaczanych bmNCn

2 (JN ). Sa‘ to cia‘gi, dla których
stowarzyszona z nimi ”naturalna” partycja jest dwupartycja‘ bez przecie‘ć, speÃlniaja‘ca‘
dodatkowo warunek monotonicznego uporza‘dkowania bloków. ”Naturalna” partycja to
taka, która ma bloki utworzone przez poÃla‘czenie takich samych elementów: dwa elementy
ξi, ξj ∈ JN cia‘gu (ξ1, . . . , ξ2n) sa‘ w tym samym bloku (czyli sa‘ poÃla‘czone ze soba‘) wtedy
i tylko wtedy gdy sa‘ równe (ξi = ξj). Dwupartycja ma wszystkie bloki dwuelementowe.
PoÃla‘czenia nie moga‘ sie‘ przecinać, czyli nie dopuszczamy sytuacji takiej, że ξi = ξk, ξj = ξl

i jednocześnie i < j < k < l. Monotoniczne uporza‘dkowanie bloków jest dane przez
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warunek: jeśli i < j < k < l oraz ξi = ξl, ξj = ξk, to ξi ≺ ξj . Inaczej mówia‘c, blok, który
jest wewna‘trz innego, jest utworzony przez ”wie‘kszy” element. Jest to warunek zwia‘zany
z niezależnościa‘ monotoniczna‘. Drugim warunkiem, który z tego wynika, jest taki, że jeśli
dwa elementy nieporównywalne (ξi � ξk) tworza‘ dwa bloki ξi = ξj , i < j, ξk = ξl, k < l,
to musi być albo j < k albo l < i. Innymi sÃlowy, albo jest max{i, j} < min{k, l}, albo
max{k, l} < min{i, j}. Jest to warunek, który pojawia sie‘ w zwia‘zku z niezależnościa‘
boole’owska‘.

Po drugie, dla takich specjalnych cia‘gów prawdziwa jest wÃlasność zwana niezmien-
niczościa‘ na podstawienia zachowuja‘ce porza‘dek (”order preserving substitution”) z Lematu
4.6 [Wys5].

Lemat 2.6.4 Jeśli σ : I 7→ I jest odwzorowaniem zachowuja‘cym cze‘ ściowy porza‘dek ≺,
i dla danych dwóch cia‘gów (ξ1, . . . , ξ2n), (η1, . . . , η2n) ∈ bmNCn

2 (I) jest σ(ξj) = ηj (j =
1, . . . , 2n), to przy zaÃlożeniu ϕ(A2

ξj
) = ϕ(A2

ηj
) dla j = 1, . . . , 2n zachodzi równość

ϕ (Aξ1 . . . Aξ2n) = ϕ (Aη1 . . . Aη2n) . (2.21)

Ta‘ wÃlasność wykorzystujemy w naste‘puja‘cy sposób. W sumowaniu (2.20) patrzymy na
którym miejscu wyste‘puje ξ1. Ponieważ wyste‘puje on dokÃladnie dwa razy, wie‘c drugi raz
(poza miejscem 1) pojawia sie‘ na miejscu o numerze 2k, dla pewnego 1 ≤ k ≤ n. Ten nu-
mer musi być parzysty, bo rozpatrujemy dwupartycje‘ bez przecie‘ć. Elementy ξ2, . . . , ξ2k−1

musza‘ być wie‘ksze od ξ1, ze wzgle‘du na monotoniczność dwupartycji. Wybrane zbiory
JN maja‘ taka‘ wÃlasność, że

{ξ ∈ JN : ξ1 ≺ ξ} = ξ1 + JN−K (2.22)

dla pewnego K. DokÃladniej, K = ξ1 = (k1, . . . , kd) w przypadku 1, oraz ξ1 = (K; a1, . . . , ad)
w przypadku 2.

Ta wÃlasność pozwala zastosować Lemat o niezmienniczości na podstawienia i sprowadzić
badana‘ sume‘ do postaci, z której, po przej́sciu granicznym, otrzymujemy rekurencje‘ na
momenty miary granicznej.

Ta‘ sama‘ rekurencje‘ można też otrzymać w sposób czysto kombinatoryczny. Mi-
anowicie, dla skończonego podzbioru J ⊂ I rozpatrujemy zbiór BMNCn(J) zÃlożony z
cia‘gów (ξ1, . . . , ξ2n) o wÃlasnościach takich jak bmNCn

2 (J), z ta‘ różnica‘, że naturalna par-
tycja nie jest dwupartycja‘, tylko ża‘damy, aby każdy element ξ wyste‘powaÃl w cia‘gu parzysta‘
ilość razy. Wówczas, dla cia‘gu liczb SN

n := |BMNCn(JN )|, oznaczaja‘cych moc zbioru,
mamy (Twierdzenie 5.4, [Wys5]):

SN
n =

n∑

k=1

|I(k)|SN
n−kS

N−k
k−1 . (2.23)

W powyższej rekurencji I(k) jest podzbiorem w JN zdefiniowanym, w przypadku 2,
naste‘puja‘co:

I(k) := {(k; a1, . . . , ad) ∈ JN : a1, . . . , ad ∈ Zd} (2.24)

(jest to podzbiór kuli d-wymiarowej o promieniu k).
Po podzieleniu obu stron równości (2.23) przez |Jn

N | i przej́sciu granicznym N → +∞
dostajemy rekurencje‘ dla cia‘gu momentów (gn)n≥0.

W kombinatoryce zwia‘zanej z niezależnościa‘monotoniczna‘ czy bm-niezależnościa‘poja-
wiaja‘ sie‘ różne zbiory partycji, definiowane przy pomocy pewnych specjalnych funkcji. Na
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przykÃlad, dla c > −1 oraz ξ ∈ I rozpatrujemy bm-rozszerzenie Kc
ξ operatora Kc

ξ, ogranic-
zonego na Hξ i zdefiniowanego (na bazie {en

ξ := eξ ⊗ · · · ⊗ eξ (tensor rze‘du n) : n ≥ 0},
przy czym e0

ξ := Ω dla każdego ξ ∈ I) wzorem:

Kc
ξΩ := c · e1

ξ , Kc
ξe

1
ξ := cΩ + e2

ξ , Kc
ξe

m
ξ := em−1

ξ + em+1
ξ

dla m ≥ 2. Wzgle‘dem stanu ϕ, wyznaczonego przez wektor Ω, taki operator Kc
ξ ma

rozkÃlad dany przez miare‘ t-gaussowska‘, dla t := (1 + c2)−1. Na bm-produkcie H, dla
dowolnych ξ1, . . . , ξ2m, mamy wzór na momenty mieszane:

ϕ
(
Kc

ξ1 . . . Kc
ξ2m

)
=

∑

V∈BMNC2(ξ1,...,ξ2m)

t|mo(V)|. (2.25)

Dla zbioru liniowo uporza‘dkowanego I dostajemy sta‘d wzór, który pozwala liczyć momenty
mieszane na sÃlabo monotonicznej przestrzeni Focka.

Tutaj pojawia sie‘ sumowanie po zbiorze BMNC2(ξ1, . . . , ξ2m) skÃladaja‘cym sie‘ z dwu-
partycji bez przecie‘ć, na zbiorze {1, 2, . . . , 2m}, których bloki sa‘ wyznaczone przez jed-
nakowe elementy cia‘gu ξ1, . . . , ξ2m i numerowane tymi elementami w sposób (sÃlabo) mono-
toniczny. Na przykÃlad, jeśli ξ1 = · · · = ξ2m to BMNC2(ξ1, . . . , ξ2m) jest zbiorem wszyst-
kich nieprzecinaja‘cych dwupartycji na zbiorze {1, . . . , 2m}.

Ponadto, we wzorze (2.25) wyste‘puje funkcja V 7→ |mo(V)| licza‘ca ilość monoton-
icznych bloków zewne‘trznych w partycji V ∈ BMNC2(ξ1, . . . , ξ2m). Poje‘cie ”monoton-
icznego bloku zewne‘trznego” jest zdefiniowane w naste‘puja‘cy sposób. ZaÃlóżmy, że par-
tycja V ma bloki numerowane p różnymi elementami: {η1, . . . , ηp} = {ξ1, . . . , ξ2m}, oraz
|{η1, . . . , ηp}| = p. Dla każdego 1 ≤ s ≤ p rozpatrujemy podpartycje‘ Vs zÃlożona‘ ze wszys-
tkich bloków o numerze ηs (traktuja‘c chwilowo pozostaÃle bloki jako nieistnieja‘ce). Niektóre
bloki partycji Vs sa‘ wówczas zewne‘trzne, a inne wewne‘trzne (tylko wzgle‘dem bloków tej
partycji, a nie caÃlej V!). Ilość takich bloków zewne‘trznych oznaczamy |o(Vs)| i wówczas

|mo(V)| :=
p∑

s=1

|o(Vs)|. (2.26)

2.7 Symetryczne, dodatnio określone macierze rzeczywiste.

W pracy [Wys6] pojawiaja‘ sie‘ warunki BM1-BM2 sformuÃlowane dla operatorów be‘da‘cych
bm-rozszerzeniami. Jest to uproszczona wersja warunków BM1-BM3 z pracy [Wys5]. Ta
uproszczona wersja nadaje sie‘ do uogólnienia na dowolna‘ rodzine‘ podalgebr danej algebry
z wyróżnionym funkcjonaÃlem i wówczas nosi nazwe‘ bm-niezależności:

Definicja 2.7.1 Niech {Bξ : ξ ∈ I} be‘ dzie rodzina‘ podalgebr danej algebry B, na której
mamy zadany funkcjonaÃl ϕ. Mówimy, że rodzina ta jest bm-niezależna (wzgle‘ dem ϕ)
jeżeli speÃlnia poniższe dwa warunki:

BM1. Jeśli dla ξ, η, ρ ∈ I zachodzi: ξ ≺ ρ Â η lub ξ � ρ Â η lub ξ ≺ ρ � η, to wówczas
dla dowolnych bη ∈ Bη, bξ ∈ Bξ, bρ ∈ Bρ jest

bξbρbη = ϕ(bρ) · bξbη. (2.27)

BM2. Jeśli ξ1, . . . , ξn ∈ I speÃlniaja‘ warunek ξ1 Â · · · Â ξm � · · · � ξk ≺ · · · ≺ ξn dla
pewnych 1 ≤ m ≤ k ≤ n, to

ϕ(bξ1 . . . bξn) =
n∏

j=1

ϕ(bξj ). (2.28)
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W pracy [Wys6] udowodniono, że warunki te wystarczaja‘do obliczania momentów mieszanych
dla operatorów, be‘da‘cych bm-rozszerzeniami, czyli wyrażeń postaci ϕ (Aξ1 . . . Aξm), dla
dowolnych ξ1, . . . , ξm ∈ I, m ≥ 1.

Dalej dokÃladnie badany jest zwia‘zek bm-produktu ze znanymi produktami grafów: pro-
duktem typu Markowa oraz produktem grzebieniowym. M. Bożejko pokazaÃl, że niezależność
boole’owska jest zwia‘zana z produktem Markowa grafów, natomiast L. Accardi, A. Ben
Ghorbal i N. Obata pokazali, że niezależność monotoniczna jest zwia‘zana z produktem
grzebieniowym grafów. Obie te konstrukcje wykorzystane zostaÃly do zdefiniowania bm-
produktu grafów, który jest zwia‘zany z bm-niezależnościa‘. Mianowicie, jeśli dla każdego
ξ ∈ I baze‘ {e

m
ξ : m ≥ 0} przestrzeni Hilberta Hξ utożsamić z grafem liczb caÃlkowitych

nieujemnych na póÃlprostej [0,+∞), to bm-produkt tych grafów daje konstukcje‘ bazy bm-
produktu tej rodziny przestrzeni Hilberta.

Określenie bm-produktu Γ rodziny grafów {Γξ : ξ ∈ I} jest naste‘puja‘ce. O zbiorze
indeksów I zakÃladamy, że ma strukture‘ spójnego, lokalnie skonńczonego grafu dyskret-
nego, oznaczonego Γ(I), zorientowanego zgodnie z porza‘dkiem ≺. Oznacza to, że zbiorem
wierzchoÃlków V(I) jest caÃly zbiór I, natomiast krawe‘dzie E(I) sa‘ utworzone przez pary
[ξ, η] dla których ξ ≺ η oraz pomie‘dzy ξ i η nie ma innego elementu ρ: warunek ξ ¹ ρ ¹ η
implikuje ρ ∈ {ξ, η}. Ponadto każde dwa wierzchoÃlki sa‘ poÃla‘czone droga‘ (niekoniecznie
zorientowana‘) zÃlożona‘ ze skończonej liczby krawe‘dzi: jeśli ρ0, ρm+1 ∈ I, to istnieja‘
ρ1, . . . , ρm ∈ I takie że dla każdego 0 ≤ j ≤ m jest [ρj , ρj+1] ∈ E(I) lub [ρj+1, ρj ] ∈ E(I).
W szczególności pomie‘dzy elementami nieporównywalnymi nie ma poÃla‘czenia krawe‘dzia‘
ani zorientowana‘ droga‘ zÃlożona‘ z kolejnych krawe‘dzi, natomiast jest poÃla‘czenie droga‘
niezorientowana‘. Droga zorientowana oznacza cia‘g wierzchoÃlków (ρ1, . . . , ρm) taki, że
m ≥ 2 oraz [ρj , ρj+1] ∈ E(I) dla każdego 1 ≤ j ≤ m− 1. ZakÃladamy też, że w grafie Γ(I)
nie ma zorientowanych pe‘tli, chociaż moga‘ być pe‘tle niezorientowane.

ZaÃlóżmy teraz, że mamy dana‘ rodzine‘ grafów spójnych (niezorientowanych) {Γξ :
ξ ∈ I}, indeksowana‘ zbiorem I, i że w każdym z nich mamy wyróżniony wierzchoÃlek
Ωξ. Niech Vξ oznacza zbiór wierzchoÃlków grafu Γξ, a Eξ zbiór jego krawe‘dzi. Jeśli dwa
elementy ξ, η ∈ I tworza‘ krawe‘dź [ξ, η] ∈ E(I) w grafie Γ(I), w szczególności ξ ≺ η, to
w każdym wierzchoÃlku grafu Γξ doklejamy wierzchoÃlkiem Ωη kopie‘ grafu Γη. Jest to ta
sama procedura jak w przypadku iloczynu grzebieniowego grafów (ang. ”comb product”)
zwia‘zanego z niezależnościa‘ monotoniczna‘. Jednakże, jeśli mamy trzeci element ρ ∈ I
który speÃlnia warunki: [ξ, ρ] ∈ E(I) oraz ρ � η, to po doklejeniu kopii grafu Γρ do każdego
wierzchoÃlka grafu Γξ, w danym wierzchoÃlku Γξ doklejone grafy Γρ i Γη be‘da‘ sie‘ stykaÃly
tylko swoimi wierzchoÃlkami Ωρ i Ωη; to jest sytuacja produktu markowskiego grafów,
zwia‘zana z niezależnościa‘ boole’owska‘.

GÃlównym wynikiem pracy [Wys6] jest Twierdzenie 6.1, be‘da‘ce nieprzemienna‘ analogia‘
klasycznego centralnego twierdzenia granicznego. W tym twierdzeniu zbiór indeksów
Id skÃlada sie‘ z d-wymiarowych macierzy symetrycznych dodatnio określonych, których
wyrazy sa‘ liczbami caÃlkowitymi. Dotyczy ono granicznych rozkÃladów sum cze‘ściowych
postaci:

SN := SN1,...,Nd
:=

1√
|JN|

∑

ξ∈JN

Aξ. (2.29)

Wyste‘puja‘ce tutaj zbiory JN, dla N := (N1, . . . , Nd), sa‘ zÃlożone z takich macierzy ze
zbioru Id, w których elementy k1, . . . , kd na przeka‘tnej speÃlniaja‘ warunek:

1 ≤ k1 ≤ N1, . . . , 1 ≤ kd ≤ Nd
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Co wie‘cej, ich przesunie‘cia sa‘ też takiej samej postaci. DokÃladniej mówia‘c, dla ustalonego
ξ ∈ JN, który ma na przeka‘tnej k := (k1, . . . , kd), mamy

{η ∈ JN : ξ ≺ η} = ξ + JN−k

gdzie N− k := (N1 − k1, . . . , Nd − kd).
Rozpatrywane tutaj operatory Aξ, dla ξ ∈ Id, sa‘ bm-rozszerzeniami, a rozkÃlady sa‘

wzgle‘dem stanu ϕ, określonego przez wyróżniony wektor Ω na bm-produkcieH. Twierdze-
nie 6.1 w [Wys6] mówi, że dla dowolnego n ∈ N istnieje granica

lim
N→∞

ϕ
(
(SN)2n

)
= gn (2.30)

i cia‘g (gn)∞n=0 speÃlnia rekurencje‘: g0 = g1 = 1,

gn =
n∑

r=1

(γd(r))
d · gr−1 · gn−r (2.31)

gdzie γd(r) = d+1
2 B(d+1

2 ; (r−1)(d+1)
2 ) sa‘ liczbami określonymi przy pomocy funkcji beta

Eulera (pierwszego rodzaju), czyli caÃlki

B(a + 1; b + 1) :=
∫ 1

0
xa(1− x)bdx (2.32)

W pracy tej pokazano także, że ta‘ sama‘ rekurencje‘ można otrzymać kombinatorycznie,
rozpatruja‘c zbiory, zdefiniowane w naste‘puja‘cy sposób.

Definicja 2.7.2 Niech J ⊂ I be‘ dzie podzbiorem skończonym. Zbiór BMNCn(J) skÃlada
sie‘ ze wszystkich cia‘gów (ξ1, . . . , ξ2n) takich, że:

1. Każdy element ξ wyste‘ puje w cia‘gu parzysta‘ liczbe‘ razy.

2. Istnieje nieprzecinaja‘ca sie‘ dwupartycja V ∈ NC2(2n) której każdy blok B speÃlnia
warunek: jeśli B = {j, k} to ξj = ξk.

3. Jeżeli dla pewnych dwóch bloków B = {k1 < k2} i B′ = {l1 < l2} jest ξk1 = ξk2 = ξ,
ξl1 = ξl2 = η, i jeżeli k1 < l1 < l2 < k2, to elementy ξ, η ∈ I, które je definiuja‘,
musza‘ speÃlniać relacje‘ ξ ≺ η.

Jeśli teraz rozpatrzymy moce tych zbiorów, czyli liczby SN
n = |BMNCn(JN)|, to można

pokazać, że speÃlniaja‘ one naste‘puja‘ca‘ rekurencje‘ (Lemat 7.1 w [Wys6])

SN
n =

n∑

r=1

SN
n−r ·

∑

k≤N

|I(k)| · SN−k
r−1 (2.33)

Z tej rekurencji wynika (Twierdzenie 7.2 [Wys6]), że liczby gn sa‘ granicami

gn = lim
N→+∞

SN
n

|JN|n . (2.34)

Z tego podej́scia otrzymujemy także wzór rekurencyjny (2.31) dla liczb gn, oraz sposób
wyliczania wspóÃlczynników γd(m):

(γd(r))
d = lim

N→∞

∑

k≤N

|Ik|
|JN|

( |JN−k|
|JN|

)r−1

. (2.35)
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Ostatnim przykÃladem cze‘ściowego porza‘dku, rozpatrywanym w tej pracy, jest drzewo
jednorodne Id stopnia d + 1, dla d ≥ 2, z ”korzeniem” ξ0 ∈ Id. Oznacza to że z
ξ0 wychodzi d krawe‘dzi, natomiast ze wszystkich innych wierzchoÃlków wychodzi d + 1
krawe‘dzi. Naturalna‘ odlegÃlość pomie‘dzy wierzchoÃlkami ξ, η ∈ Id oznaczamy dist(ξ, η).
Jako zbiory I(k), k ∈ N, wybieramy ”sfery” o promieniu k, czyli:

I(k) := {ξ ∈ Id : dist(ξ0, ξ) = k}, (2.36)

natomiast jako zbiory JN, N ∈ N bierzemy ”kule otwarte” o promieniu N:

JN := {ξ ∈ Id : dist(ξ0, ξ) < N}. (2.37)

Wzrost liczności tych zbiorów jest wykÃladniczy:

|JN| = dN − 1
d− 1

.

W tym przypadku, otrzymujemy twierdzenie graniczne dla bm-niezależności, w którym
rekurencja dla momentów (parzystych) miary granicznej, jest postaci:

gn =
n∑

k=1

γd(k) · gk−1 · gn−k, (2.38)

przy czym γd(1) = 1 oraz γd(k) = 0 gdy k ≥ 2. Oznacza to, że gn ≡ 1 dla wszystkich
n ≥ 0, czyli że miara‘ graniczna‘ jest rozkÃlad Bernoulli’ego µ = 1

2 (δ−1 + δ1).
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