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1. Imi¦ i nazwisko

Janusz Wysocza«ski

2. Posiadane dyplomy, stopnie naukowe lub artystyczne � z podaniem
podmiotu nadaj¡cego stopie«, roku ich uzyskania oraz tytuªu rozprawy
doktorskiej i rozprawy habilitacyjnej lub osi¡gni¦cia stanowi¡cego

podstaw¦ nadania stopnia doktora habilitowanego.

a. Magister matematyki. Wydziaª Matematyki, Fizyki i Chemii UniwersytetuWrocªawskiego,
1984r. tytuª pracy magisterskiej: �Charakteryzacja grup dyskretnych ze ±redni¡ Banacha i
funkcje Littlewooda na grupie wolnej�

b. Doktor nauk matematycznych. Wydziaª Matematyki, Fizyki i Chemii Uniwersytetu
Wrocªawskiego, 27.11.1990r. tytuª pracy doktorskiej: �Free products of representations�

c. Doktor habilitowany nauk matematycznych w zakresie matematyki. Wydziaª
Matematykii Informatyki Uniwersytetu Wrocªawskiego, 19.05.2009r., tytuª rozprawy habili-
tacyjnej: �Konstrukcje modeli nieprzemiennej probabilistyki �

d. Profesor w dziedzinie nauk ±cisªych i przyrodniczych, w dyscyplinie matematyka
16.02.2022r.

3. Informacja o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach naukowych lub
artystycznych.

(1) 1985�1990: asystent, Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wrocªawskiego
(2) grudzie« 1993 � kwiecie« 1995: Sta» podoktorski w Department of Mathematics and

Statistics, University of Saskatchewan, Saskatoon (Kanada)
(3) od 1990: adiunkt, Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wrocªawskiego
(4) od 1.03.2022: profesor, Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wrocªawskiego

4. Opis najwa»niejszych osi¡gni¦¢ naukowych lub artystycznych, o których
mowa w art. 227 ust. 1 pkt. 1 lit. a ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o

szkolnictwie wy»szym i nauce (Dz. U. z 2018 r. poz. 1668 ze zm.).

Nast¦puj¡ce osi¡gni¦cia matematyczne uwa»am za moje najwa»niejsze:

(1) charakteryzacja grup dyskretnych ze ±redni¡ Banacha poprzez wªasno±ci przestrzeni funkcji
Littlewooda

(2) konstrukcja uzwarcenia Roydena liczb caªkowitych
(3) charakteryzacja radialnych mno»ników Herza-Schura na produkcie wolnym grup dyskret-

nych
(4) konstrukcja grupy kwantowej Uq(2) i opis jej wªasno±ci, oraz konstrukcja jej operatora

Kaca-Takesaki zwanego multiplicative unitary
(5) wprowadzenie (razem z Markiem Bo»ejko) poj¦cia t-deformacji miar i splotów oraz opis ich

wªasno±ci
(6) wprowadzenie nowego poj¦cia niezale»no±ci w nieprzemiennej probabilistyce, zwanego bm-

niezale»no±¢, udowodnienie dla niego centralnych twierdze« granicznych zwi¡zanych ze
sto»kami dodatnimi, konstrukcja (wraz z Ann¡ Kul¡) ruchów Browna dla bm-niezale»no±ci i
znalezienie charakterystyki obj¦to±ciowej (volume characteristic) dla symetrycznych sto»ków
dodatnich, udowodnienie (wraz z Lahcenem Oussi) Prawa Maªych Liczb dla bm-niezale»nych
zmiennych losowych indeksowanych elementami dodatnich sto»ków symetrycznych
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(7) skonstruowanie (wraz z Markiem Bo»ejko i Eugene Lytvynovem) operatorowej realizacji
uogólnionych relacjiQ-komutacji, dla ci¡gªego j¡draQ(x, y), opis ich wªasno±ci i wprowadze-
nie poj¦cia Q−niezale»no±ci

(8) konstrukcja (wraz z Ann¡ Kul¡ i Michaªem Wojtylakiem) perturbacji operatorowych rz¦du
2 (rank 2-perturbations), opis ich wªasno±ci, w szczególno±ci konstrukcja operatorowej wersji
t-transformaty i jej uogólnie«, opis wªasno±ci tych uogólnie«

4.1. �rednia Banacha na grupach dyskretnych, artykuª [Wys88a]. W artykule [8] Nico-
las Theodore Varopoulos wprowadziª poj¦cie tensorów Littlewooda jako istotnego narz¦dzia
do badania uogólnienia nierówno±ci von Neumanna dla trzech komutuj¡cych kontrakcji. W
artykuªach [5, 6] Marek Bo»ejko badaª przestrzenie funkcji Littlewooda T2(G) i T1(G) na grupie
dyskretnej G, które s¡ tensorami Littlewooda niezmienniczymi na dziaªanie grupy. W pracy
[Wys88a] rozwa»aªem ogóln¡ de�nicj¦ przestrzeni Littlewooda Tp(G) dla 1 ≤ p < ∞. Mi-
anowicie, funkcj f : G 7→ C jest w przestrzeni Tp(G) je±li mo»e by¢ przedstawiona jako suma
f(x−1y) = a1(x, y) + a2(x, y) dwóch j¡der na G×G, które speªniaj¡ warunki

(1) a1(x, y)a2(x, y) = 0 dla wszystkich x, y ∈ G
(2) istnieje taka staªa C > 0, »e

sup
x∈G

(∑
y∈G

|a1(x, y)|p
)1/p

≤ C and sup
y∈G

(∑
x∈G

|a2(x, y)|p
)1/p

≤ C.

Kres dolny takich staªych C > 0 jest norm¡ Banacha na przestrzeni Tp(G), oznaczan¡ |f |tp .
Inn¡, równowa»n¡, norm¡ na Tp(G) jest

‖f‖tp := sup
A1,A2

[
1

M12

∑
x∈A1

∑
y∈A2

|f(x−1y)|p
]1/p

,

gdzie kres górny jest po wszystkich sko«czonych podzbiorach A1, A2 ⊂ G, aM12 := max{|A1|, |A2|}.
Równowa»no±¢ tych dwóch norm jest dana jako nierówno±ci

|f |tp ≤ ‖f‖tp ≤ 21/p|f |tp .
�redniowalno±¢ (t.j. istnienie ±redniej Banacha, ang. amenability) na grupie dyskretnej G
jest scharakteryzowana przez warunek Følnera: dla ka»dego s > 0 i dla ka»dego sko«czonego
podzbioru A ⊂ G istnieje sko«czony podzbiór F ⊂ G, dla którego speªniona jest nast¦puj¡ca
nierówno±¢:

|AF | ≤ (1 + s)|F |.
Inn¡ charakteryzacj¦ ±redniowalno±ci jest warunek Hulanickiego: dla dowolnej dodatniej funkcji
f ∈ `1(G) norma ‖f‖1 :=

∑
x∈G |f(x)| jest równowa»na z norm¡ splotow¡ ‖f‖V N := sup{‖f ∗

g‖2 : g ∈ `2(G)}. W artykule [Wys88a], wykorzystuj¡c te charakteryzacje ±redniowalno±ci,
udowodniªem nast¦puj¡c¡ charakteryzacj¦ ±redniowalno±ci grup dyskretnych.

Twierdzenie. [Wys88a, Theorem 1] Grupa dyskretna G ma ±redni¡ Banacha wtedy i tylko
wtedy, gdy Tp(G) = `p(G) dla ka»dego (równowa»nie: dla pewnego) p ≥ 1.

Nast¦pnie rozwa»aªem funkcje Littlewooda na grupie wolnej FN , N ≥ 2, która jest daleka
od ±redniowalno±ci. Badaªem radialne funkcje Littlewooda, przy czy radialno±¢ jest wzgl¦dem
standardowej funkcji dªugo±ci | · | : FN 7→ N, zwi¡zanej z wolnymi generatorami. Rozwa»aªem
szczególne funkcje radialne χn, okre±lone dla n ∈ N ∪ {0} wzorem

χn(x) =

{
1, |x| = n

0, |x| 6= n, dla x ∈ G.
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Podaªem oszacownanie na normy tych funkcji, w przestrzeni Tp(FN), poprzez ich normy w
`2(FN)

Proposition. [Wys88a, Proposition 1] Norma funkcji χn w przestrzeni Tp(FN) jest równowa»na
z nast¦puj¡c¡ norm¡ `2

(2N)−1/p‖χn‖2 ≤ ‖χn‖tp ≤ 31/p‖χn‖2.

Z tego wynika równowa»no±¢ norm dla sko«czonych kombinacji liniowych funkcji χn, czyli
funkcji radialnych o no±nikach sko«czonych f =

∑k
n=0 anχn ([Wys88a], Proposition 2)

‖
k∑

n=0

anχn‖tp ≈

(
k∑

n=0

|an|p‖χn‖2

)1/p

.

St¡d bezpo±rednio wynika, »e przestrze« T radp (G) ⊂ Tp(G) radialnych funkcji Littlewooda jest
izomor�czna z wagow¡ przestrzeni¡ `p(ν), z wag¡

ν :=
∞∑
n=0

‖χn‖2δn,

gdzie δn jest miar¡ punktow¡ Diraca w n ∈ N. Pokazaªem tak»e, »e odwzorowanie liniowe
M : Tp(G) ⊂ T radp (G), okre±lone jako u±rednianie po sªowach o tej samej dªugo±ci

M(f)(x) :=
1

‖χn‖1

∑
|y|=n

f(y), if |x| = n,

jest ograniczone jest ograniczone dla ka»dego p ∈ [1,∞) (w szczególno±ci jest rzutem ortogo-
nalnym dla p = 2).
Rezultaty tych moich bada« przyci¡gn¦ªy uwag¦ innych matematyków, takich jak Gilles

Pisier [9, 11] czy Jean Renault [12]. Niedawno, Nicolas Monod i Andreas Thom, razem z Mari¡
Gerasimov¡ and Dominikiem Gruberem, w pracy [13], wykorzystali moje wyniki do badania
problemu Dixmiera unitaryzowalno±ci reprezentacji jednostajnie ograniczonych. Ich góªównym
narz¦dziem jest wykªadnik Littlewooda

Lit(G) := inf{p ∈ [0,∞] : T1(G) ⊂ `p(G)}

Z mojej pracy wynika, »e dla grup ze ±redni¡ jest Lit(G) ≤ 1 (a dla grup niesko«czonych
Lit(G) = 1). Pokazali oni tak»e, »e dla grupy dyskretnej G, która nie ma ±redniej Banacha,
zawsze istnieje p > 1 dla którego Tp(G) 6⊂ `p(G).

4.2. Uzwarcenie Roydena liczb caªkowitych, artykuª [Wys96]. W artykule [39] Halsey
Royden wprowadziª nowe poj¦cie uzwarcenia powierzchni Riemanna, nazwane pó¹niej uzwarce-
niem Roydena, jako przestrze« Gelfanda przemiennej algebry funkcji ograniczonych, które maj¡
ograniczon¡ caªk¦ Dirichleta. Analogiczna teoria byªa rozwini¦ta dla grafów (i, ogólniej, sieci
elektrycznych) przez Maretsugu Yamasaki [40] i Paolo Mao Soardi [41]. Jednak»e ni byªo jawnie
opisanych przykªadów takiego uzwarcenia. W pracy [Wys96] badaªem uzwarcenie Roydena dla
przypadku dyskretnego zbioru Z liczb caªkowitych, który rozwa»aªem jako drzewo jednorodne
stopnia 2. Mooim celem byªo opisanie w sposób jawny uzwarcenia Roydena takiego grafu.
Algebra Roydena BD(Z) skªada si¦ z funkcji f : Z 7→ R, dla których

‖f‖∞ := sup{|f(n)| : n ∈ Z} jest sko«czona,

D(f) :=
∑
n∈Z

|f(n+ 1)− f(n)|2 suma Dirichleta jest sko«czona.
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Na tej algebrze okre±lona jest norma

‖f‖ := ‖f‖∞ +D(f)
1
2

z któr¡ BD(Z) jest przemienn¡ algebr¡ Banacha z jedynk¡, z punktowym dodawaniem i mno»e-
niem. Zwarta przestrze« Gelfanda tej algebry, oznaczana jest R = R(Z) i nazywana uzwarce-
niem Roydena grafu Z, jest przestrzeni¡ wszystkich liniowych zespolonych funkcjonaªów multy-
plikatywnych ϕ : BD(Z) 7→ C, zwanych charakterami, unormowanymi na funkcji I stale równej
1 (t.j. jedynce algebry) przez ϕ(I) = 1. Odwzorowanie ϕn(f) = f(n) (warto±¢ w punkcie)
okre±la charaktery ϕn ∈ R, przez co Z ⊂ R jako podzbiór otwarty i g¦sty.
Ka»da funkcja f ∈ BD(Z) rozszerza si¦ do funkcji ci¡gªej na R wzorem f(ϕ) := ϕ(f).

Okazuje si¦ ([Wys96], Proposition 3.2), »e warto±ci charakterów s¡ rzeczywiste R 3 ϕ :
BD(Z) 7→ R. Charaktery nietrywialne (ró»ne od wszystkich ϕn) znikaj¡ na funkcjach o no±niku
sko«czonym i »e mo»na si¦ ograniczy¢ do badania uzwarcenia podzbioru N liczb naturalnych,
zamiast Z.
Poniewa» BD(Z) ⊂ `∞(Z), ka»dy charakter na algebrze `∞(Z) jest charakterem na BD(Z).

Przestrze« Gelfanda `∞(Z) jest uzwarceniem �echa-Stone'a βZ, zatem problem wyznaczenia
uzwarcenia Roydena sprowadza si¦ do znalezienia jak¡ ró»nic¦ robi warunek sko«czono±ci sumy
Dirichleta.
W moich rozwa»aniach przydatnym nietrywialnym przykªadem funkcji w BD(Z) okazaªa si¦

nast¦puj¡ca konstrukcja. Dla J0 := {4|k| : k ∈ Z} i J1 := {2 · 4|k| : k ∈ Z} okre±lamy

f(n) :=


0 je±li |n| ∈ J0

1 je±li |n| ∈ J1

liniowo pomi¦dzy

Uogólnieniem tego przykªadu jest proces linearyzacji [Wys96, Section 2], który okazaª si¦
gªównym narz¦dziem do badania uzwarcenia R. Ten proces mo»e by¢ rozwa»any zarówno
dla Z jak i dla N. Mianowicie, dla ci¡gu (an)n∈Z liczb rzeczywistych i dla ±ci±le rosn¡cego ci¡gu
(rn)n∈Z liczb naturalnych okre±lamy funkcj¦

f(k) :=

{
an je±li k = rn,

liniowo pomi¦dzy wszystkimi rn.

Wówczas je±li ∑
n∈Z

1

rn+1 − rn
< +∞,

to f ∈ BD(Z).
W [Wys96, Proposition 3.8] pokazaªem, »e dla f ∈ BD(N) zbiór punktów skupienia ci¡gu

(f(n))n≥0 jest domkni¦tym przedziaªem [lim inf f, lim sup f ]. To pokazuje jak¡ ró»nic¦ daje
warunek Dirichleta, w porównaniu z algebr¡ `∞(N), dla której dowolny zbiór ograniczony ⊂ R
mo»e by¢ zbiorem punktów skupienia dla f ∈ `∞(N), a wi¦c tak»e warto±ci¡ charakteru (czyli
ultra�ltru) z βN. W De�nicji 5.1 wprowadziªem relacj¦ równowa»no±ci na ultra�ltrach, w
zale»no±ci od tego czy zgadzaj¡ si¦ na BD(Z), a w Theorem 5.3 podaªem bezpo±redni dowód
homeomor�zmy uzwarcenia Roydena R i przestrzeni ilorazowej.
W [Wys96, Section 6] podaªem jawny opis uzwarcenia RoydenaR. Najpierw pokazaªem które

elementy βZ nie s¡ równowa»ne. W tym celu wprowadziªem poj¦cie przedstawienia rozª¡cznego
pary zbiorów niesko«czonych A,B ⊂ N. Jest to jednoznaczne przedstawienie w postaci sum
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niesko«czonych

A =
+∞⋃
j=1

Aj, B =
+∞⋃
j=1

Bj,

minAj ≤ maxAj < minBj ≤ maxBj j = 1, 2, . . .

kj := minBj −maxAj, k′j = minAj+1 −maxBj, j = 1, 2, . . . .

Twierdzenie. [Wys96, Theorem 6.1] Dwa ultra�ltry Ω,Ω′ ∈ βZ nie s¡ równowa»ne wtedy
i tylko wtedy, gdy istniej¡ dwa niesko«czone podzbiory A ∈ Ω i B ∈ Ω′, których rozª¡czne
przedstawienie pary (A,B) speªnia warunek

+∞∑
j=1

1

kj
< +∞,

+∞∑
j=1

1

k′j
< +∞

W [Wys96, Proposition 6.3] pokazaªem, »e moc uzwarcenia Roydena R jest taka sama jak
moc uzwarcenia �echa-Stone'a βZ. Opis bazy otocze« topologii naR zostaª podany w Theorem
6.4.
Oczywi±cie Theorem 6.1 daje tak»e opis równowa»nego warunku na równowa»no±¢ dwóch

ultra�ltrów. Jednak»e, chc¡c opisa¢ dokªadniej klasy równowa»no±ci ultra�ltrów, znalazªem
tylko nast¦puj¡cy warunek.

Proposition. [Wys96, Proposition 6.2] Niech φ : N 7→ N b¦dzie bijekcj¡, Ω ∈ βN niech b¦dzie
ultra�ltrem i niech φ(Ω) := {φ(A) : A ∈ Ω}. Wówczas φ(Ω) ∈ βN jest tak»e ultra�ltrem i
warunek

sup
n∈N
|φ(n)− n| < +∞

poci¡ga za sob¡ równowa»no±¢ ultra�ltrów Ω i φ(Ω), które, w konsekwencji, okre±laj¡ ten sam
element uzwarcenia Roydena R

Moja konstrukcja byªa jedynym jawnym przykªadem uzwarcena Roydena co najmniej do
roku 2014 (jak podano w artykule [42])

4.3. Charakteryzacja (blokowo) radialnych mno»ników Herza-Schura na produkcie
wolnym grup dyskretnych, artykuª [Wys95]. Funkcj¦ ψ : G 7→ G na grupie dyskret-
nej G nazywamy mno»nikiem Herza-Schura je±li operator mno»enia Mψ zachowuje alge-
br¦ B(`2(G)) operatorów ograniczonych na `2(G): Mψ : B(`2(G)) 7→ B(`2(G)). Operator
mno»enia Mψ jest okre±lony w nast¦puj¡cy sposób. Je±li {δx ∈ `2(G) : x ∈ G} jest stan-
dardow¡ baz¡ ortonormaln¡ i L ∈ B(`2(G)) jest operatorem ograniczonym, to dla macierzy
L(x, y) := 〈Lδy, δx〉 okre±lamy

Mψ(L)(x, y) := ψ(y−1x)L(x, y)

Przestrze« mno»ników Herza-Schura na grupie dyskretnej G oznaczamy B2(G). Jest ona alge-
br¡ z mno»eniem punktowym Mψ1Mψ2 = Mψ1·ψ2 . Z de�nicji, norm¡ mno»nikow¡ jest norma
operatora mno»enia ‖ψ‖B2 = ‖Mψ‖B(`2(G))→B(`2(G)). W artykule [21] Marek Bo»ejko i Gero
Fendler pokazali, »e B2(G) jest izometrycznie izomor�czna z algebr¡ mno»ników caªkowicie
ograniczonych na algebrze Fouriera A(G).
The space of all Herz-Schur multipliers on G is denoted by B2(G). By de�nition, the mul-

tiplier norm is the norm of the multiplication operator ‖ψ‖B2 = ‖Mψ‖B(`2(G))→B(`2(G)). Marek
Bo»ejko with Gero Fendler have shown in [21] that Herz-Schur multipliers on G are isometrically
isomorphic to completely bounded multipliers of the Fourier algebra A(G).
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W 1987r U�e Haagerup i Ryszard Szwarc pokazali charakteryzacj¦ radialnych mno»ników
Herza-Schura na grupie wolnej FN (o N ≥ 2 wolnych generatorach), podaj¡c jawny wzór na
norm¦ mno»nikow¡. Jednak»e dopiero w 2010r. ukazaª si¦ ich wspólny artykuª z Troelsem
Steenstrupem [14].
Moja praca [Wys95] dotyczyªa mno»ników Herza-Schura na produkcie wolnym grup dyskret-

nych.
Je±li {Gj : j ∈ J} jest rodzin¡ gruo dyskretnych, indeksowan¡ przeliczalnym zbiorem J , to

ich iloczyn wolny, oznaczany
G := ∗

j∈J
Gj,

jest grup¡, w której

(1) element neutralny e ∈ G jest uto»samieniem elementów wszystkich neutralnych ej ∈ Gj,
(2) ka»dy inny element x ∈ G \ {e} jest jednoznacznej postaci

x = g1 . . . gm, gr ∈ Gjr \ {ejr} j1 6= . . . 6= jm, 1 ≤ r ≤ m.

Dla elementów G okre±lamy dªugo±¢ blokow¡: ‖e‖ = 0 oraz ‖x‖ = m dla x = g1 . . . gm ∈
G \ {e}. Pozwala to zde�niowa¢ funkcje blokowo radialne na produkcie wolnym G: funkcja
f : G 7→ C jest blokowo radialna je±li f(x) = f(y) dla wszystkich takich x, y ∈ G dla których
‖x‖ = ‖y‖.Równowa»nie, funkcja blokowo radiwalna jest okre±lona przez ci¡g (ϕ(n))n≥0 liczb
zespolonych: f(x) := ϕ(‖x‖) dla x ∈ G.
Grupa wolna FN o N ≥ 2 wolnych generatorach jest iloczynem wolnym N kopii grupy

addytywnej Z liczb caªkowitych, jednak»e naturalna dªugo±¢ |x| na FN (wzgl¦dem wolnych
generatorów) jest zupeªnie inna ni» dªugo±¢ blokowa (np. je±li s jest wolnym generatorem, to
|sm| = m, natomiast ‖sm‖ = 1 dla m ∈ N).
Wa»n¡ cech¡ grupy wolnej jest to, »e dziaªa ona na drzewie jednorodnym. Wmoich badaniach

iloczynów wolnych korzystaªem z ich dziaªania na drzewie dwu-jednorodnym (tzw. bi-partite
trees), zde�niowanym p[rzez Jean-Pierre Serre'a w ksi¡»ce [16]. Takie drzewo T (G) skªada si¦
ze

(1) zbioru wierzchoªków V = V0 ∪ V1, które s¡dwóch rodzajów: V0 := G jest zbiorem
elementów produktu wolnego, a V1 := {gGj : g ∈ G, j ∈ J} skªada si¦ z warstw
wszystkich elementów.

(2) zbioru (niezorientowanych) kraw¦dzi E(G) := {(g, gGj), (gGj, g) : g ∈ G, j ∈ J}, które
ª¡cz¡ ka»dy element g ∈ G ze wszytstkimi jego warstwami.

Na drzewie T (G) jest naturalna odlegªo±¢ d(v1, v2) pomi¦dzy dowolnymi wierzchoªkami v1, v2 ∈
V , okre±lona jako najkrótsza droga (czyli geodezyjna) która je ª¡czy.
W moich badaniach ograniczyªem si¦ do przypadku iloczynu wolnego N ≥ 2 grup o tej samej

liczbie elementów 2 ≤ k = |Gj| ≤ ∞ dla wszystkich 1 ≤ j ≤ N . Wówczas drzewo T (G) jest
dwu-jednorodne: wierzchoªki z V0 maj¡ stopie« N (czyli ilo±¢ s¡siednich wierzchoªków jest N),
natomiast wierzchoªki z V1 maj¡ stopie« k.
Iloczyn wolny G dziaªa na drzewie T (G) poprzez lewe translacje L : V 7→ V , L(g)h := gh oraz

L(g)hGj := ghGj, które zachowuj¡ oba rodzaje wierzchoªków. Jest to dziaªanie izometryczne:
d(gv1, gv2) = d(v1, v2) dla wszystkich g ∈ G i v1, v2 ∈ V .
Istotn¡ cech¡ tej konstrukcji jest to, »e ª¡czy dªugo±¢ blokow¡ z odlegªo±ci¡ na drzewie:

d(g, h) = 2‖g−1h‖. Ponadto, s¡ dwa szczególne rodzaje operatorów translacji (�pochodnych�)
na T (G), z kórych ka»dy okazaª si¦ istotny w moich badaniach produktów wolnych: przesuni¦cie
w kierunku wierzchoªka e ∈ V0 (w konstrukcji jednostajnie reprezentacji nieunitaryzowalnych)
oraz przesuni¦cie w kierunku �punktu w niesko«czono±ci� (do charakteryzacji blokowo radial-
nych mno»ników Herza-Schura).
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Mój artykuª [Wys95] jest po±wi¦cony badaniu blokowo radialnych mno»ników Herza-Schura
na produkcie wolnym G := ∗

j∈J
Gj. W tym celu skonstruowaªem specjalny operator T : V 7→

V , dziaªaj¡cy na wierzchoªkach drzewa T (G), który jest stowarzysony z niesko«czon¡ ±cie»k¡
ω = (vn)n≥0, startuj¡c¡ z v0 = e, w której d(vn, v0) = n i d(vn, vn+1) = 1. Wówczas okre±lamy
Tvn = vn+1, natomiast dla v /∈ ω Tv jest okre±lony za pomoc¡ warunków d(Tv, vn) = d(v, vn)−1
dla wszystkich n ≥ 0. Okazuje si¦, »e dla sko«czonych k,N <∞ operator T jest ograniczony na
`2(V ) i »e zarówno dla T 2 jak i dla T ∗T podprzestrzenie `2(V0), `2(V1) ⊂ `2(V ) s¡ niezmiennicze.
T¡ sam¡ wªasno±¢ maj¡ operatory U2 i U∗U , gdzie U jest ko-izometri¡ na `2(V ) zadan¡ wzorem

U :=
1√
k − 1

T �`2(V0) +
1√

N − 1
T �`2(V1) .

Zbadaªem C∗-algebr¦ C∗(U2, U∗U), która okazaªa si¦ by¢ izomor�czna z C∗(S2, S∗S), dla op-
eratora S : `2 7→ `2, S(δn) = δn−1, który jest sprz¦»ony dl standardowego izometrycznego
przesuni¦cia S∗(δn) = δn+1. Pozwoliªo to na uzyskanie nast¦puj¡cej charakteryzacji blokowo
radialnych mno»ników Herza-Schura na produktach wolnych sko«czonych grup dyskretnych tej
samej mocy 3 ≤ k <∞ dla 3 ≤ N <∞.

Twierdzenie. [Wys95, Theorem 6.1] Niech f : G 7→ C b¦dzie funkcj¡ blokowo radialn¡ na
iloczynie wolnym G := ∗

j∈J
Gj i niech f(x) = ϕ(‖x‖) dla x ∈ G. Zaªó»my ponadto, »e 3 ≤ N, k.

Wówczas f jest mno»nikiem Herza-Schura f ∈ B2(G) wtedy i tylko wtedy, gdy operator Hankela
h na `2, zadany macierz¡ Hankela hi,j := ϕ(i + j) − ϕ(i + j + 1) dla i, j ≥ 0, jest ±ladowy.
Wtedy istnieje granica d := limn→∞ ϕ(m) oraz dwa operatory ±ladowe a,b na `2, takie, »e

1. dla 3 ≤ k <∞ norma mno»nikowa jest równa ‖f‖B2 = |d|+‖a‖1 +‖b‖1, gdzie ‖·‖1 oznacza
norm¦ ±ladow¡, natomiast operatory ±ladowe a,b s¡ jednoznacznymi rozwi¡zaniami ukªadu
równa« 

h = k−1
k−2

a− 1
N−2

S∗bS

Sh = N−1
N−2

b− 1
k−2

a.

2. dla k =∞ norma mno»nikowa jest równa

‖f‖B2 = |d|+ ‖h +
1

N − 2
S∗ShS‖1 +

N − 2

N − 1
‖Sh‖1

natomiast operatory ±ladowe a,b s¡ (jednoznacznymi) rozwi¡zaniami ukªadu równa«

b =
N − 2

N − 1
Sh

a = h +
1

N − 1
S∗ShS.

W przypadku k = 2 mamy do czynienia z produktem wolnym N ≥ 3 kopii dwuelementowej
grupy cyklicznej Gj = Z2 i wówczas otrzymujemy nastepuj¡c¡ charakteryzacj¦.

Twierdzenie. [Wys95, Theorem 7.1] Blokowo radialna funkcja f : G = ∗Nj=1Z2 7→ C, okre±lona
ci¡giem f(x) = ϕ(‖x‖) dla x ∈ G, jest mno»nikiem Herza-Schura f ∈ B2(G) wtedy i tylko
wtedy, gdy operator Hankela h na `2, zadany macierz¡ Hankela hi,j := ϕ(i+j)−ϕ(i+j+2) dla
i, j ≥ 0, jest ±ladowy. Wówczas istniej¡ staªe c, d takie, »e f(x) = c+d(−1)‖x‖+F (x), dla pewnej
funkcji blokowo radialnej F , która znika w niesko«czono±ci. Ponadto, norma mno»nikowa jest
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dana wzorem

‖f‖B2 = |c|+ |d|+ N − 2

N − 1

∥∥∥∥∥
(
I − τ

N − 1

)−1

h

∥∥∥∥∥
1

, N <∞

‖f‖B2 = |c|+ |d|+ ‖h‖1, N =∞,
przy czym, z de�nicji, τ(a) := S∗aS dla dowolnego operatora a ograniczonego na `2.

Dla N = 2 i k ≥ 3 otrzymaªem charakteryzacj¦ blokowo radialnych mno»ników Herza-Schura
w nast¦puj¡cej postaci.

Twierdzenie. [Wys95, Theorem 7.4] Blokowo radialna funkcja f : G = G1∗G2 7→ C, okre±lona
ci¡giem f(x) = ϕ(‖x‖) dla x ∈ G, jest mno»nikiem Herza-Schura wtedy i tylko wtedy, gdy
operator Hankela h okre±lony macierz¡ Hankela

hi,j :=

{
ϕ(i+ j)− ϕ(i+ j + 1), if i · j = 0,

ϕ(i+ j − 1)− ϕ(i+ j + 1), if i, j ≥ 1,

jest ±ladowy. Wówczas istnieje granica d := limn→∞ ϕ(n) i norma mno»nikowa jest dana
wzorem

‖f‖B2 = |d|+ k − 2

k − 1

∥∥∥∥∥
(
I − τ

k − 1

)−1

h

∥∥∥∥∥
1

, k <∞

‖f‖B2 = |d|+ ‖h‖1, k =∞.

W ko«cowej cz¦±ci pracy [Wys95] znalazªem normy mno»nikowe rodziny funkcji blokowo radi-
alnych na iloczynie wolnym, indeksowanych zespolonym dyskiem jednostkowymD := {|z| ≤ 1},
odkrytej przez Wojciecha Mªotkowskiego [17], okre±lonej wzorem

ϕz(n) :=

{
1 if n = 0
(N−1)z+1

Nz
zn if n ≥ 1.

Rezultaty moich bada« [Wys95] byªy wykorzystywane przez innych autorów. W szczególno±ci
Eric Ricard i Quanhua Xu [20] u»yli ich do pokazania oszacowania liniowego norm pewnych
naturalnych projektorów w zredukowanych iloczynach wolnych C∗-algebr grupowych. U�e
Haagerup i Sören Möller [15] uogólnili moje wyniki na iloczyny wolne C∗-algebr. Eric Ricard i
Ana-Maria Stan [18] wykorzystali je do wyliczenia norm mno»nikowych funkcji charakterysty-
cznych zbiorów Leinerta. Tao Mei i Mikael de la Salle [19] uogólnili wyniki z prac [Wys95, 14]
na grupy hiperboliczne.

4.4. Zwarta grupa kwantowa Uq(2), artykuªy [Wys04, Wys2009a]. Wartykule [23] Stanisªaw
Lech Woronowicz udowodniª, mi¦dzy innymi, »e je±li jest dany niezdegenerowany ukªad liczb
zespolonych E := {Ek1,...,kN : 1 ≤ k1, . . . , kN ≤ N, k1, . . . , kN ∈ N}, wówczas ukªad elementów
{ujk : 1 ≤ j, k ≤ N}, speªniaj¡cych dwa warunki:

(1) unitarno±ci:
N∑
r=1

u∗jrurk =
N∑
r=1

ujru
∗
rk = δjkI, for all 1 ≤ j, k ≤ N ;

(2) skr¦conego wyznacznika:
N∑

k1,...,kN=1

uj1k1 . . . ujNkNEk1,...,kN = Ej1,...,jN I, for all 1 ≤ j1, . . . , jN ≤ N
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de�niuje zwart¡ grup¦ kwantow¡. Woronowicz podaª jako przykªad, »e dla ka»dego N ≥ 2
oraz q ∈ (−1, 1), grupa kwantowa SUq(N) mo»e by¢ otrzymana dzi¦ki powy»szej konstrukcji
dla ukªadu E zde�niowanego przy pomocy funkcji i : SN 7→ N, okre±lonej na grupie permutacji
SN , która liczy ilo±¢ inwersji dla permutacji σ ∈ SN : i(σ) := |{(i, j) : i < j and ki = σ(i) >
σ(j) = kj, i, j = 1, . . . , N}|. Wówczas de�niuje si¦ E wzorami

Ek1,...,kN := (−q)i(σ), σ(j) = kj, j = 1, . . . , N

Ek1,...,kN := 0, if {k1, . . . , kN} 6= {1, . . . , N}.
W pracy [Wys04] pokazaªem analogiczn¡ konstrukcj¦ dla N = 3, w której ukªad E jest zde�n-
iowany dla q ∈ (−1, 1) przy pomocy fukncji c(σ), która liczy ilo±¢ cykli w permutacjach σ ∈ S3:

Ek1,k2,k3 := (−q)3−c(σ), if σ(j) = kj, j = 1, 2, 3;

Ek1,k2,k3 := 0, if {k1, k2, k3} 6= {1, 2, 3}.
Jawna de�nicja jest nast¦puj¡ca: E1,2,3 = 1, E1,3,2 = E2,1,3 = E3,2,1 = −q, E2,3,1 = E3,1,2 =
q2 oraz Ei,j,k = 0 je±li {i, j, k} 6= {1, 2, 3}. Ten ukªad jest niezdegenerowany. Z warunków
unitarno±ci i skr¦conego wyznacznika wynika, »e koreprezentacja fundamentalna u := (ujk)

3
j,k=1

ma macierz postaci:

u =

a 0 −qv∗c∗
0 v 0
c 0 v∗a∗

 ,

gdzie v := u22 jest unitarny i komutuje z a := u11 i c := u31, c jest normalny (cc∗ = c∗c) i
q−komutuje z a czyli ac = qca. Ponadto mamy relacje aa∗ + q2cc∗ = I = a∗a + c∗c. Wówczas
je±li A oznacza C∗−algebr¦ generowan¡ przez elementy a, c, v, to (A, u) jest zwart¡ grup¡
kwantow¡. Komno»enie Φ i koodwrotno±¢ κ s¡ zadane odpowiednio wzorami [Wys04, formluas
(2.7), (2.8)]. W rezultacie otrzymujemy grup¦ kwantow¡ Uq(2).
W [Wys04, Section 3] skonstruowaªem nieprzywiedlne ∗-reprezentacje C∗-algebryA (w szczegól-

no±ci jej generatorów a, c, v) jako operatorów ograniczonych na przestrzeni Hilberta. Opisuje
to nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie. [Wys04, Theorem 3.1] Nieprzywiedlne ∗-reprezentacje C∗-algebry A tworz¡ dwie
serie:

a. seria jednowymiarowych reprezentacji (charakterów) πα,λ, parametryzowanych wszystkimi
parami (α, λ) ∈ S1 × S1, gdzie S1 := {z ∈ C : |z| = 1} jest zespolonym okr¦giem jed-
nostkowym, danych wzorami

πα,λ(a) = αI, πα,λ(v) = λI, πα,λ(c) = 0.

Ta seria jest zwi¡zana z trywialno±ci¡ j¡dra dim(kerπα,λ(c)) = 0 operatora πα,λ(c).
b. seria niesko«czenie wymiarowych reprezentacji πα,λ, parametryzowanych wszystkimi parami

(α, λ) ∈ S1×S1, dziaªaj¡cych na `2, i danych wzorami na standardowej bazie ortonormalnej
{δn : n ≥ 0} ⊂ `2:

πα,λ(a)δn =
√

1− q2nδn−1,

πα,λ(c)δn = αqnδn,

πα,λ(v)δn = λδn.

Ta seria odpowiada warunkowi dim(kerπα,λ(c)) ≥ 1.

Pokazaªem, »e C∗−algebra A = C∗(Uq(2)) ma struktur¦ iloczynu tensorowego

C∗(Uq(2)) = C∗(SUq(2))⊗ C(U(1)),
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w którym C(U(1)) jest przemienn¡ C∗-algebr¡ funkcji ci¡gªych na grupie U(1).
Moja konstrukcja pozwoliªa odkry¢ dodatkow¡ struktur¦ grupy kwantowej Uq(2), opisan¡ w

kolejnym twierdzeniu.

Twierdzenie ([Wys04], Theorem 4.1). Grupa kwantowa Uq(2) jest produktem skr¦conym swoich
podgrup kwantowych A1 = C∗(SUq(2)) i A2 = C(U(1))

Uq(2) = SUq(2)nσ U(1),

gdzie skr¦cenie σ : A1×A2 7→ A2×A1 jest dane wzorami σ(1⊗ v) = v⊗ 1, σ(a⊗ vk) = vk⊗ a,
σ(c⊗ vk) = vk−1 ⊗ c dla k ∈ Z, przy czym v−k := (v∗)k dla k ∈ N, v0 = 1.

W twierdzeniu [Wys04, Theorem 5.1] opsaªem seri¦ koreprezentacji unitarnych grupy kwan-
towej Uq(2), parametryzowanych parami (s, p) ∈ S × Z, gdzie S := {0, 1

2
, 1, 3

2
, 2, 5

2
, 3, . . .}.

Twierdzenie ([Wys04], Theorem 5.1). Je±li ds jest (2s+ 1)-wymiarow¡ koreprezentacj¡ grupy
kwantowej SUq(2) a bsp = diag(vp, . . . , vp+2s) jest diagonaln¡ reprezentacj¡ grupy U(1), to ich
iloczyn tensorowy

usp := ds©⊥ bsp

jest nieprzywiedln¡ unitarn¡ koreprezentacj¡ grupy kwantowej Uq(2).

W koncowej cz¦±ci artykuªu [Wys04] podaªem jawny opis operatora Kaca-Takesaki (zwanego
multiplicative unitary) dla grupy kwantowej Uq(2). Poprzednio znany byª tylko jeden taki
jawny opis, podany dla grupy kwantowej SUq(2) przez E. Christofera Lance'a [24]. Wzór, który
podaªem, jest dosy¢ skomplikowany, a wygl¡da nast¦puj¡co.

Twierdzenie ([Wys04], Theorem 6.2). Operator Kaca-Takesaki W dla grupy kwantowej Uq(2)
dziaªa na przestrzei Hilberta H⊗H, gdzie H := `2(N× Z× Z)⊗ `2(Z), i zadany jest wzorami
(w których korzystam z notacji zwanej leg numbering)

W := w124568Σ(2356)(48)w
∗
234568Σ(48)S

∗
58S28S84S48Σ(2635)

Dowód tego wzoru i obja±nienie znaczenia poszczególnych symboli zajmuje w [Wys04, Section
6] strony 339-346. Mówi¡c dosy¢ ogólnie, S jest operatorem Stinespringa S(x ⊗ y) = y ⊗ x,
Σ jest permutacj¡ czynników w iloczynie tensorowym a w jest gªównym budulcem operatora
Kaca-Takesaki dla SUq(2), skonstruowanym przez Lance'a (por. [24], wzór (1.11), gdzie jest
on oznaczony jako v).

Takie same wyniki, dotycz¡ce ∗-reprezentacji C∗-algebry C∗(Uq(2)), dla q ∈ C \ {0}, op-
ublikowano pó¹niej w pó¹niej w [25], jednak autorzy nie zacytowali mojej pracy. Mimo tego
mój artykuª [Wys04] zainspirowaª pewne dalsze badania. W szczególno±ci Uwe Franz, Adam
Skalski i Reiji Tomatsu [26] korzystali z moich wyników w badaniu stanów indempotentnych,
Anna Kula [27] uogólniªa moje wyniki i otrzymaªa peªn¡ klasy�kacj¦, dla N = 3, grup kwan-
towych które powstaj¡ z konstrukcji Woronowicza. Struktura produktu skr¦conego pojawiªa
si¦ tak»e w pracy Piotra Soªtana [28], w której badaª on sfery Podlesia, a tak»e jako przykªad
konstrukcji rozszerzenia, w sensie Veinermana i Vaesa, w artykule [29].
Pó¹niej zauwa»yªem (i opublikowaªem [Wys2009a] w Kyoto University Information Repos-

itory KURENAI http://hdl.handle.net/2433/140904 ), »e dla N ≥ 4 warunki unitarno±ci i
skr¦conego wyznacznika trywializuj¡ si¦ dla ukªadu E zde�niowanego przy pomocy funkcji
c : SN 7→ N licz¡cej ilo±¢ cykli.
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4.5. t-deformacja, artykuªy [BWys98, BWys01, Wys06]. W artykule [BWys98] napisanym
wspólnie z Markiem Bo»ejko, zde�niowali±my now¡ transformat¦ na zbiorze PM(R) miar prob-
abilistycznych na R w nast¦puj¡cy sposób. Dla µ ∈ PM(R) rozwa»amy jej transformat¦
Cauchy'ego (czy te» Cauchy'ego-Stieltjesa), okre±lon¡ dla z ∈ C+ := {z ∈ C : Im(z) > 0}
wzorem

Gµ(z) :=

∫ +∞

−∞

µ(dx)

z − x

Wówczas dla 0 ≤ t ≤ 1 i pary miar probabilistycznych µ, ρ ∈ PM(R) wzór

1

Gη(z)
:=

t

Gµ(z)
+

1− t
Gρ(z)

, Im(z) > 0,

okre±la now¡ miar¦ probabilistyczn¡ η. Wynika to z twierdzenia Nevanlinny o reprezentacji
odwrotno±ci transformaty Cauchy'ego miary probabilistycznej, które zapewnia, »e prawa strona
powy»szego wzoru jest tak¡ odwrotno±ci¡ pewnej miary probabilistycznej η, która zale»y od
µ i ν oraz od parametru t. Dla ρ = δ0 mo»na wywnioskowa¢ wi¦cej, mianowicie dla t ≥ 0
okre±lamy t-transformat¦ η = µt miary µ wzorem

1

Gµt(z)
:=

t

Gµ(z)
+ (1− t)z, Im(z) > 0.

Odwzorowanie Ut : PM(R) 3 µ 7→ µt ∈ PM(R) nazywamy t-transformat¡. Rodzina {Ut : t ≥
0} jest ci¡gª¡ póªgrup¡multyplikatywn¡ na PM(R), która komutuje z dylatacjami miar. W
szczególno±ci mamy U−1

t = U1/t.
Pozwala to nazde�niowanie t-transformaty dowolnego splotu. Mianowicie, je±li ? jest jakim±

danym splotem, na przykªad klasycznym, wolnym, boole'owskim, monotonicznym czy innym,
to okre±lamy nowy splot ?t jako

µ ?t ν := U1/t(µt ? νt), for µ, ν ∈ PM(R).

Dla takiej transformacji splotów pokazali±my nast¦puj¡ce twierdzenie graniczne. Niech Da

oznacza dylatacj¦ miary przez a ∈ R, czyli Da(µ)(E) = µ(a−1E).

Twierdzenie. [BWys98, Theorem 7] Zaªó»my, »e miara probabilistyczna µ ∈ PM(R) ma
±redni¡ 0 i wariancj¦ 1, oraz »e istnieje miara probabilistyczna ν ∈ PM(R), która jest ∗-sªab¡
granic¡ n-krotnych splotów dylatacji miary µ

D 1√
n
(µ) ? . . . ? D 1√

n
(µ)︸ ︷︷ ︸

n times

−→
n→∞

ν.

Wówczas, dla t-transformacji splotu ?t istnieje ∗-sªaba granica, oznaczana νt

D 1√
n
(µ) ?t . . . ?t D 1√

n
(µ) −→

n→∞
νt

W szczególno±ci, je±li ν jest miar¡ w centralnym twierdzeniu granicznym dla splotu ?, to νt jest
miar¡ w centralnym twierdzeniu granicznym dla ?t.

Opisali±my tak»e transformacj¦ ν 7→ νt w j¦zyku rozwini¦¢ transformat Cauchy'ego w uªamki
ªa«cuchowe.
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Transformacja ν 7→ νt jest w pewnym sensie dopeªnicza wzgl¦dem t-transformacji, jak
pokazuj¡ poni»sze rozwini¦cia w uªamki ªancuchowe. Mianowicie, dla t-transformacji, je±li

Gµ(z) =
1

z − a1 −
b1

z − a2 −
b2

z − a3 −
b3

z − a4 −
b4

z − a5 −
b5

. . .

to

Gµt(z) =
1

z − t · a1 −
t · b1

z − a2 −
b2

z − a3 −
b3

z − a4 −
b4

z − a5 −
b5

. . .

Z drugiej strony, dla miary ν z centralnego twierdenia granicznego i dla t-transformaty splotu,
je±li

Gν(z) =
1

z −
b1

z −
b2

z −
b3

z −
b4

z −
b5

. . .

to

Gνt(z) =
1

z −
b1

z −
tb2

z −
tb3

z −
tb4

z −
tb5

. . .

Badania te byªy kontynuowane w pracy [BWys01] wspólnej z Markiem Bo»ejko. Zauwa»yli±my
w niej, »e t-transformata Utµ := µt miary µ jest w istocie jej t-t¡ pot¦g¡ w splocie boole'owskim.
Wynika to ze wzoru [BWys01, (4.13)] dla kumulant boole'owskich Kµ(z):

Kµt(z) = tKµ(z).
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Nast¦pnie rozwa»ali±my centralne twierdzenia graniczne dla splotu klasycznego ∗ i dla splotu
wolnego ⊕. Przypomnijmy, »e dla splotu wolnego, centralne twierdzenie graniczne daje (abso-
lutnie ci¡gªy) rozkªad Wignera (ang. semi-circle law)

w(dx) :=
1

2π

√
4− x2, |x| ≤ 2,

dla którego transformata Cauchu'ego ma rozwini¦cie w uªamek ªa«cuchowy postaci

Gw(z) =
1

z −
1

z −
1

z −
1

z −
1

z −
1

. . .
Okazuje si¦, »e dla t-transformaty splotu wolnego odpowiednie miary w centralnym twierdzeniiu
granicznym s¡ zwi¡zane z miarami Kestena [3] νn = wtn , n ≥ 2, dla tn := 1 − 1

2n
: dla

ustalonego n ≥ 2 jest to miara spektralna dla prostego spaceru losowego na grupie wolnej
Fn o n wolnych generatorach. Transformata Cauchy'ego miary Kestena wtn ma rozwini¦cie w
uªamek ªa«cuchowy postaci

Gνn(z) =
1

z −
1

z −
tn

z −
tn

z −
tn

z −
tn
. . .

W ogólnym przypadku t > 0 znale¹li±my wzory na momenty mn(wt) miary wt z centralnego
twierdzenia granicznego dla t-transformacji ⊕t splotu wolnego ⊕: m2n+1(wt) = 0 dla n ≥ 0
oraz

m2n(wt) =
∑

V∈NC2(2n)

t]in(V), n ≥ 0.

Powy»sze sumowanie jest po zbiorze NC2(2n) wszystkich nieprzecinaj¡cych si¦ dwupartycji
zbioru {1, 2, . . . , 2n} a ]in(V) oznacza liczb¦ bloków wewn¦trznych w partycji V [BWys01, For-
mula (6.18)]. Badali±my te» wielomiany Cn(t) := m2n(wt), okre±lone przez parzyste momenty
miary wt, dla których pokazali±my nast¦puj¡cy fakt.

Proposition. [BWys01, Proposition 6.1] Dla n = 1, 2, . . . wielomian Cn(t) zmiennej t ma
stopie« n− 1 i jest dany wzorem C1(t) = 1 oraz

Cn(t) = 1 +
n−2∑
k=0

tk+1 ·
{(

n+ k

k + 1

)
−
(
n+ k

k

)}
, n ≥ 2.

Wspóªczynniki (
n+ k

k + 1

)
−
(
n+ k

k

)
, 0 ≤ k ≤ n− 2, n ≥ 2
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tworz¡ tablic¦ Delaney'a

1
1 1
1 2 2
1 3 5 5
1 4 9 14 14
1 5 14 28 42 42
1 6 20 48 90 132 132

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Nast¦pnie podali±my konstrukcj¦ t-zdeformowanej wolnej przestrzeni Focka i operatorów których
rozkªady, wzgl¦dem stanu pró»niowego ϕ, s¡ miar¡ wt. Mianowicie, operatory te byªy wolnymi
operatorami t-Gaussowskimi, czyli sumami Gt(f) = at(f)+a†t(f) operatora t-kreacji a†t(f) i op-
eratora t-anihilacji at(f), dla wektorów jednostkowych ‖f‖ = 1. t-deformacja wolnej przestrzeni
Focka polegaªa na domno»eniu iloczynów skalarnych przez kolejne pot¦gi parametru t:

〈x1 ⊗ . . .⊗ xn, y1 ⊗ . . .⊗ yk〉 = δn,k · tn−1 ·
n∏
j=1

〈xj, yj〉.

W centralnym twierdzeniu granicznym dla t-transformaty ∗t splotu klasycznego ∗miar¡ graniczn¡
N t jest transformata N 7→ N t rozkªadu normalnego N . Znale¹li±my wzór na mommenty miary
N t.

Proposition. [BWys01, Proposition 8.3] Momenty parzyste m2n(N t) s¡ dane wzorem

m2n(N t) =
∑

V∈P2(2n)

tn−]oc(V), n ≥ 0.

Momenty nieparzyste s¡ zerowe.

W powy»szym wzorze sumowanie jest po wszystkich dwupartycjach zbioru {1, 2, . . . , 2n}
(tutaj przeci¦cia s¡ dopuszczalne), natomiast ]oc(V) oznacza liczb¦ zewn¦trznych skªadowych
spójnych partycji V ∈ P2(2n). Warto zauwa»y¢, »e o ile dla partycji bez przeci¦¢ poj¦cia bloków
wewn¦trznych i zewn¦trznych s¡ dobrze okre±lone, o tyle dla partycji z przeci¦ciami wªa±ciwe i
dobrze okre±lone s¡ poj¦cia wewn¦trznych i zewn¦trznych skªadowych spójnych.
Dla przypadku t-transformacji splotu klasycznego tak»e skonstruowali±my t-zdeformowan¡

symetryczn¡ przestrze« Focka i operatory t-Gaussowskie (sumy odpowiednich kreacji i anihi-
lacji), których rozkªady, wzgl¦dem stanu pró»niowego, byªy miarami N t.
Wiadomo, »e splot ? de�niuje relacj¦ pomi¦dzy momentami mn(µ) danej miary µ a jej ku-

mulantami r(?)
n (µ), w szczególno±ci

mn(µ) =
∑

V∈NC(n)

r(⊕)(V), dla splotu wolnego ? = ⊕

mn(µ) =
∑
V∈P(n)

r(∗)(V), dla splotu klasycznego ? = ∗

.

W tych wzorach, dla ? ∈ {∗,⊕} mamy notacj¦ r(?)(V) = rk1(µ) · . . . · rkm(µ) je±li partycja V
skªada si¦ z m bloków V = {B1, , Bm} o liczno±ciach kj := |Bj|, dla j − 1, . . . ,m. Znale¹li±my
analogiczne wzory dla t-transformacji splotów klasycznego i wolnego.
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Proposition. [BWys01, Propositions 10.3, 10.4]

mn(µ) =
∑

V∈NC(n)

r(⊕t)(V)t−]out(V), dla t-transformacji splotu wolnego ⊕t

mn(µ) =
∑
V∈P(n)

r(∗t)(V)t−]oc(V), dla t-transformacji splotu klasycznego ∗t

.

Ko«cowa cz¦±¢ artykuªu [BWys01] jest po±wi¦cona badaniu twierdze« granicznych typu Pois-
sona dla t-transformacji splotu wolnego i klasycznego. Wolna miara Poissona o intensywno±ci
0 ≤ α ≤ 1 ma rozwini¦cie (swojej transformaty Cauchy'ego) w uªamek ªa«cuchowy

Gµ(z) =
1

z − α−
α

z − (1 + α)−
α

z − (1 + α)−
α

z − (1 + α)−
α

. . .

.

Pokazali±my, »e dla t-transformacji ⊕t splotu wolnego odpowiadaj¡ca miara w analogicznym
twierdzeniu granicznym typu Poissona jest dana wzorem [BWys01, 11.40]

Gµ(z) =
1

z − s · α−
s · α

z − (1 + α)−
t · α

z − (1 + α)−
t · α

z − (1 + α)−
t · α
. . .

, s :=
1

t

W przypadku ttransformaty ∗t splotu klasycznego korzystali±my z transformaty Fouriera by
uzyska¢ wzór na miar¦ ρ(t) w analogicznym twierdzeniu granicznym typu Poissona.

Wniosek. [BWys01, Corollary 11.4]

ρ(t) = e−tα
∞∑
n=0

(tα)n

n!
δn+(1−t)α

W moich dalszych badaniach t-transformacji [Wys06] udowodniªem (Theorem 2.1), »e alge-
bra von Neumanna generowana przez przeliczalnie wiele wolnych operatorów t-Gaussowskich
{Gt(ej) : j = 1, 2, . . .}, okre±lonych na wektorach bazy ortonormalnej {ej : j ≥ 1} ⊂ H, jest
faktorem typu I∞. Ten wynik byª motywacj¡ dla Erica Ricarda, który uogólniª go na dowoln¡
sko«czon¡ liczb¦ wolnych operatorów t-Gaussowskich.
Artykuªy [BWys98, BWys01] maj¡ ª¡cznie 70 cytowa« wg MathSciNet i zainspirowaªy wiele

dalszych bada«.

4.6. bm-niezale»no±¢, artykuªy [Wys07, Wys08, Wys10, KWys10, OWys20]. Poj¦cie bm-
niezale»no±ci ma swoje pocz¡tki w mojej konstrukcji sªabo monotonicznej przestrzeni Focka
[Wys05], a propos której Viacheslav Belavkin postawiª mi pytanie czy tak¡ konstrukcj¦ mo»na
uogólni¢ na cz¦±ciowo uporz¡dkowane zbiory indeksów zamiast N. W zbiorze cz¦±ciowo uporz¡d-
kowanym dwa elementy mog¡ by¢ nieporównywalne i to stanowi istotn¡ ró»nic¦ w porównaniu z
liczbami naturalnymi, które zazwyczaj stanowi¡ zbiór indeksów dla klasycznych czy nieprzemi-
ennych zmiennych losowych. Dodatkowo, badania Rolanda Speichera [31] i Naofumi Muraki
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[33] pokazaªy, »e jest tylko pi¦¢ (uniwerslnych) poj¦¢ niezale»no±ci (tensorowa czyli klasyczna,
wolna, boole'owska, monotoniczna i antymonotoniczna). Jednak»e warunek uniwersalno±ci jest
tutaj kluczowy: bm-niezale»no±¢ nie jest uniwersalna (w znaczeniu tych bada«).

4.6.1. artykuªy [Wys07, Wys08]. Badaªem problem postawiony przez Belavkina w pracy [Wys07],
uzyskuj¡c cz¦±ciow¡ odpowied¹, mianowicie pokazaªem konstrukcj¦ bm-produktu rodziny przestrzeni
Hilberta, indeksowanych zbiorem cz¦±ciowo uporz¡dkowanym, oraz konstrukcj¦ bm-rozszerze«
operatorów zadanych na tych przestrzeniach.
Dla zbioru cz¦±ciowo uporz¡dkowanego (X ,�) i dla rodziny {Hξ : ξ ∈ X} przestrzeni Hilberta

indeksowanych elementami X , które maj¡ wspólny wektor jednostkowy Ω, okre±lamy

• bm-produkt

H := ~ξ∈XHξ

jako przestrze« Hilberta rozpi¦t¡ przez Ω oraz tensory proste postaci

hξn ⊗ hξn−1 ⊗ . . . hξ1 , hξj ∈ Hξj , hξj ⊥ Ω, ξ1 ≺ ξ2 ≺ · · · ≺ ξn

dla j = 1, 2, . . . , n i n ∈ N
• bm-rozszerzenie operatora ograniczonego Aξ ∈ B(Hξ) na bm-produkt H ([Wys08,
De�nition 2.1])

Konstrukcja ta miaªa tak¡ wªasno±¢, »e operatory, indeksowane podzbiorami liniowo uporz¡d-
kowanymi, byªy wolnie niezale»ne, natomiast operatory indeksowane zbiorami caªkowicie nieu-
porz¡dkowanymi (antyªa«cuchami) byªy niezale»ne boole'owsko. Podaªem jeszcze pewne do-
datkowe warunki speªniane przez t¡ konstrukcj¦, które nazwaªem BM1 i BM2. Nast¦pnie, dla
bm-rozszerze« operatorów, udowodniªem analogi klasycznego centralnego twierdzenia granicznego
(w skrócie: CTG), dobieraj¡c szczególne przykªady zbiorów cz¦±ciowo uporz¡dkowanych. Bada-
nia te kontynuowaªem w pracy [Wys08]. Twierdzenia graniczne formuªowaªem w sªabym sen-
sie, jako zbie»no±¢ momentów unormowanych sum bm-rozszerze« operatorów. Taki rodzaj
zbie»no±ci jest standardem w nieprzemiennej probalistyce, gdzie zmienne losowe nie s¡ funkc-
jami mierzalnymi lecz samosprz¦»onymi elementami danej C∗-algebry.
W szczególno±ci, w pracach [Wys07, Wys08] udowodniªem nast¦puj¡ce wersje CTG dla bm-

rozszerze«.

1. [Wys07, Theorem 4.1] Dla zbioru indeksów I = N × N okre±lamy JMN := {(a, b) ∈ I : 0 ≤
a ≤M, 0 ≤ b ≤ N} oraz

SMN :=
1√
MN

∑
ξ∈JMN

Aξ,

gdzie Aξ s¡ bm-rozszerzeniami operatorów. Assume that ϕ is the vacuum state and that
ϕ(Aξ) = 0, ϕ(A2

ξ) = 1 for all ξ ∈ I. Then for ever n ∈ N

0 = lim
M,N→∞

ϕ((SMN)2n+1),

gn = lim
M,N→∞

ϕ((SMN)2n),

gdzie (gn)n≥0 jest ci¡giem (parystych) momentów symetrycznej miary probabilistycznej na
R, która speªnia rekurencj¦g0 = g1 = 1 oraz

gn =
n∑
k=1

1

k2
gk−1gn−k
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Jest ona równowa»na [Wys07, Remark 3.3] rekurencji dla liczb naturalnych

bn =
n∑
k=1

(
n

k

)2

bk−1bn−k, with the substitution bn := (n!)2gn ∈ N,

która zlicza pewne uporz¡dkowane drzewa z korzeniem. W ogólniejszym przypadku Id := Nd,
dla d ≥ 2, otrzymaªem rekurencj¦

gn(d) =
n∑
k=1

1

kd
· gk−1(d) · gn−k(d)

Jest ona równowa»na [Wys07, Remark 3.4] rekurencji dla liczb naturalnych

bn(d) =
n∑
k=1

(
n

k

)d
· bk−1(d) · bn−k(d), podstawienie: bn(d) := (n!)dgn(d) ∈ N,

2. [Wys07, Theorem 5.5] Dla sto»ków Lorentza w czasoprzestrzeni Minkowskiego i zbioru in-
deksów Id := {(k;m) ∈ N×Zd : k ≥ ‖m‖}, okre±liªem podzbiory sko«czone JN := {(k;m) ∈
N×Zd : ‖m‖ ≤ k ≤ N}. Dla ka»deggo d ≥ 2 otrzymaªem bm-wersj¦ centralnego twierdzenia
granicznego (bm-CTG) dla bm-rozszerze« operatorów, w których momenty parzyste gn(d)
(symetrycznej) miary granicznej speªniaj¡ rekurencj¦ g0(d) = g1(d) = 1 and

gn(d) =
n∑
k=1

(
k(d+ 1)

d+ 1

)−1

· gk−1(d) · gn−k(d), n ≥ 2.

3. [Wys08, Theorem 6.1] Dla sto»ka dodatniego Πd = Symmd+(R) symetrycznych dodatnio
okre±lonych d-wymiarowych acierzy rzeczywistych i dla zbioru indeksów Id ⊂ Πd skªada-
j¡cego si¦ z takich macierzy w Πd, których wyrazy s¡ liczbami caªkowitymi, okre±liªem
podzbiory sko«czone

JN := {(ajk)dj,k=1 ∈ Πd : 0 ≤ ajj ≤ Nj}, where N := (N1, . . . , Nd) ∈ Nd.
Podobnie, dla ka»dego d ≥ 2, otrzymaªem bm-CTG dla bm-rozszerze« operatorów, w których
ci¡g parzystych momentów gn(d) (symetrycznej) miary granicznej speªnia rekurencj¦ g0(d) =
g1(d) = 1 oraz

gn(d) =
n∑
k=1

γd(k)d · gk−1(d) · gn−k(d), n ≥ 2.

gdzie ci¡g (γd(k))k∈N jest okre±lony przez funkcj¦ beta Eulera

γd(k) :=
d+ 1

2
B(

d+ 1

2
;
(k − 1)(d+ 1)

2
), B(a+ 1; b+ 1) :=

∫ 1

0

xa(1− x)b dx

4.6.2. artykuª [Wys10]. W pracy [Wys08] sformuªowaªem warunki bm-niezale»no±ci jedynie dla
bm-rozszerze« operatorów. Ostateczna wersja w peªnej ogólno±ci ukazaªa si¦ w moim artykule
[Wys10] w nast¦puj¡cej postaci.

De�nicja. [Wys10, De�nition 2.1] Niech (I,�) b¦dzie zbiorem cz¦±ciowo uporz¡dkowanym i
niech B b¦dzie algebr¡ z zadanym na niej funkcjonaªem liniowym ϕ : B 7→ C. Mówimy, »e
rodzina podalgebr {Bξ : ξ ∈ I} algebry B, indeksowana zbiorem I, jest bm-niezale»na wzgl¦dem
ϕ, je±li speªnia nast¦puj¡ce dwa warunki:

BM1. Je±li ξ, η, ρ ∈ I speªniaj¡: ξ ≺ ρ � η lub ξ � ρ � η lub ξ ≺ ρ � η, to dla dowolnych
elementów bξ ∈ Bξ, bρ ∈ Bρ, bη ∈ Bη

(1) bξbρbη = ϕ(bρ) · bξbη.
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BM2. Je±li ξ1 � . . . � ξm � . . . � ξk ≺ . . . ≺ ξn dla pewnych 1 ≤ m ≤ k ≤ n and ξ1, . . . , ξn ∈ I
to

(2) ϕ(bξ1 . . . bξn) =
n∏
j=1

ϕ(bξj).

U»ywam tutaj notacji ξ � η je±li elementy ξ, η ∈ I s¡ nieporównywalne. Je±li I jest liniowo
uporz¡dkowany, to warunki BM1 i BM2 oznaczaj¡ poj¦cie niezale»no±ci monotonicznej Mu-
raki [32], natomiast je±li I jest antyªa«cuchem (czyli ξ � ηdla dowolnych ξ, η ∈ I), to warunek
BM1 nigdy nie zachodzi i otrzymujemy poj¦cie niezale»no±ci boole'owskiej [Wys10, Remark
2.5].
W nieprzemiennej probabilistyce poj¦cia niezale»no±ci s¡ reguªami pbliczania momentów

mieszanych postaci ϕ(bξ1 . . . bξn) za pomoc¡ momentów indywidualnych poszczególnych elemen-
tów. W [Wys10, Lemma 2.3] pokazaªem, »e warunki BM1, BM2 maj¡ t¡ wªasno±¢ i dlatego
stanowi¡ nowe poj¦cie nieprzemiennej niezale»no±ci. Metoda obliczania momentów mieszanych
przy pomocy tych warunków polega na stosowaniu najpierw warunku BM1 dopóki to mo»liwe,
a do tego, co zostanie, stosuje si¦ warunek BM2. Co wi¦cej, w [Wys10, Lemma 2.4] pokazaªem,
»e obliczenie momentu mieszanego nie zale»y od tego w jakiej kolejno±ci zastosujemy BM1.
W artykule [Wys10] zde�niowaªem tak»e poj¦cia bm-produktu algebr [Wys10, De�nition 3.1]

oraz uogólnionego bm-produktu przestrzeni Hilberta [Wys10, Subsection 3.3] i uogólnionych bm-
rozszerze« operatorów [Wys10, De�nition 3.7]. Uogólniony bm-produkt zostaª zde�niowany w
taki sposób, »e otrzymaªem konstrukcj¦ o wªasno±ci ª¡czno±ci.

De�nicja. [Wys10, Subsection 3.3] Niech {Hξ : ξ ∈ I} b¦dzie rodzin¡ przestrzeni Hilberta in-
deksowan¡ zbiorem cz¦±ciowo uporz¡dkowanym I. Zakªadamy, »e te przestrzenie maj¡ wspólny
wektor jednostkowy Ω ∈ Hξ dla wszystkich ξ ∈ I. Dla dowolnego podzbioru J ⊂ I przez

HJ = ~bm
ξ∈JHξ

oznaczamy bm-produkt przestrzeni Hilberta Hξ dla których ξ ∈ J. Je±li J = ∅ to z de�nicji
H∅ = CΩ. Je±li J1,J2 ⊂ I to de�niujemy HJ1 ~

bm HJ2 := HJ1∪J2. I ogólnie, je±li {Jt : t ∈ Λ}
jest rodzin¡ podzbiorów I to okre±lamy

~bm
t∈ΛHJt =: HJ, dla J :=

⋃
t∈Λ

Jt

Konstrukcja ta ma nast¦puj¡ce wªasno±ci;

• je±li J1 ⊂ J2 to HJ1 ⊂ HJ2,
• ª¡czno±¢: je±li J1,J2,J3 ⊂ I to(

HJ1 ~
bm HJ2

)
~bm HJ3 = HJ1∪J2∪J3 = HJ1 ~

bm
(
HJ2 ~

bm HJ3

)
Nast¦pnym wyzwaniem, po sformuªowaniu poj¦cia bm-niezale»no±ci i zbadaniu jego wªas-

no±ci, byªo udowodnienie bm-analogów CTG dla ogólnych bm-niezale»nych zmiennych losowych.
Samo sformuªowanie stanowiªo problem, jak równie» dobranie odpowiednich zbiorów indeksów
w zadanym zbiorze cz¦±ciowo uporz¡dkowanym. Okazaªo si¦, »e dobrymi obiektami do tych
badan s¡ symetryczne sto»ki dodatnie, których klasy�kacj¦ podali Jacques Faraut i Adam Ko-
ranyi w [34]. Oto ich lista, dla d ∈ N:
(1) Π = (R+)d, for d ∈ N;
(2) Π = Λd

+ = {(t;x) ∈ R+×Rd : t ≥ ‖x‖}, sto»ki Lorentza w czasoprzestrzeni Minkowskiego;
(3) Π = Symmd+(R), symetryczne dodatnio okre±lone rzeczywiste macierze d-wymiarowe;
(4) Π = Hermd+(F), hermitowskie dodatnio okre±lone macierze d-wymiarowe o wyrazach zes-

plonych F = C lub wyrazach kwaternionowych F = H;
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(5) Π = Herm3
+(O), dodatnio okre±lone macierze hermitoweskie wymiaru 3 o wyrazach b¦d¡cych

oktawami Cayleya F = O (jednak tego przypadku nie rozwa»aªem)
W artykule [Wys10] rozwa»aªem przypadek Π = Hermd+(F) dla F ∈ {C,H}, przy czym dyskretny
podzbiór indeksów Id ⊂ Π skªadaª si¦ z macierzy o wyrazach postaci z = a+bi ∈ C gdzie a, b ∈ Z
oraz w = a + bi + cj + dk dla a, b, c, d ∈ Z (tutaj i, j, k s¡ jednostkami kwaternionowymi). Te
zbiory indeksów zast¦puj¡ liczby naturalne N, które numeruj¡ zmienne losowe w klasycznym czy
nieprzemiennych CTG. Co wi¦cej, w takich twierdzeniach rozwa»a si¦ sumy N ∈ N niezale»nych

zmiennych losowych SN :=
1√
N

(X1 + . . .+XN), unormowanych czynnikiem (
√
N)−1. W moich

badaniach okre±liªem zakres sumowania zbiorami sko«czonymi JN ⊂ Id, zde�niowanymi przy
pomocy ci¡gów d-elementowych N = (N1, . . . , Nd) ∈ Nd wzorem

(ajk)
d
j,k=1 ∈ JN wtedy i tylko wtedy, gdy 0 ≤ ajj ≤ Nj, j = 1, . . . , d.

Przy takich zaªo»eniach udowodniªem nast¦puj¡ce bm-CTG. W jego sformuªowaniu u»ywam
notacji p := dim(FR) na oznaczenie rzeczywistego wymiaru F = C,H (czyli p ∈ {2, 4}).

Twierdzenie. [Wys10, Theorem 5.4] Dla d ≥ 3 niech Id ⊂ Hermd+(C) lub Id ⊂ Hermd+(H).
Ponadto, niech {Bξ : ξ ∈ Id} b¦dzie rodzin¡ podalgebr danej ∗−algebry z jedynk¡ B, która
jest bm-niezale»na wzgl¦dem danego stanu ϕ na B. Zaªó»my tak»e, »e dane s¡ samosprz¦»one
elementy bξ = b∗ξ ∈ Bξ, które speªniaj¡ ϕ(bξ) = 0 i ϕ((bξ)

2) = 1. Rozwa»my unormowane sumy
cz¦±ciowe

SN :=
1√
|JN|

∑
ξ∈JN

bξ

Wówczas dla dowolnego caªkowitego n ≥ 0 istniej¡ granice

gn := gn(d, p) = lim
N→∞

ϕ((SN)2n)

0 = lim
N→∞

ϕ((SN)2n+1),

gdzie N → ∞ oznacza, »e N1, . . . , Nd → ∞. Ponadto, (gn)n≥0 jest ci¡giem momentów
parzystych miary probabilistycznej na R, speªniaj¡cym rekurencj¦: g0 = g1 = 1 oraz

gn =
n∑
k=1

(γd,p(k))d · gk−1 · gn−k, gdzie

γd,p(k) = (α + 1)

∫ 1

0

xα(1− x)(k−1)(α+1) dx, oraz

α =
p(d− 1)

2
.

Powy»sze rekurencje s¡ uogólnieniem rekurencji dla liczb Catalana Cn := 1
n+1

(
2n
n

)
, dla których

γ(k) ≡ 1 jest ci¡giem staªym, jak równie» rekurencji dla momentów Mn := 1
2n

(
2n
n

)
rozkªadu

arcus sinus (CTG dla niezale»noo±ci monotonicznej), w którym to przypadku γ(k) = 1
k
. Mi-

anowicie,

Cn =
n∑
k=1

Ck−1 · Cn−k; Mn =
n∑
k=1

1

k
·Mk−1 ·Mn−k.

Jako przykªad pokazaªem tak»e »e dla przypadku zespolonego (czyli p = 2) wspóªczynniki s¡
dane jawnym wzorem γd,2(k) =

(
dk
d

)−d
a dla przypadku kwaternionowego (czyli p = 4) s¡ dane

wzorem γd,4(k) =
(

(2d−1)k
2d−1

)−d
. Wyznaczenie odpowiednich miar probabilistycznych jest nadal

otwartym problemem.
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W artykule [Wys10] rozwa»aªem tak»e przykªad sto»ka dodatniego niesymetrycznego - sto»ka
Vinberga - dla którego uzyskaªem podobn¡ rekurencj¦ w której

γ(k) :=
9

4k(2k − 1)
·
∫ 1

0

x
1
2 (1− x)

3
2

(k−1) dx.

4.6.3. artykuª [KWys10]. Badania bm-niezale»no±ci kontynuowaªem w artykule [KWys10] wspól-
nym z Ann¡ Kul¡, w której badali±my konstrukcje analogów ruchów Browna. Nasze badania in-
spirowane byªy wynikami Naofumi Muraki [35] dotycz¡cymi (ci¡gªej) monotonicznej przestrzeni
Focka.
Ogólnie, ruch Browna jest procesem stacjonarnym o przyrostach niezale»nych, które maj¡

rozkªad normalny. Przed naszymi badaniami uogólnienia ruchów Browna byªy w dwóch kierunk-
ach: albo klasyczne zmienne losowe byªy indeksowane parametrem wielowymiarowym, albo
parametr byª rzeczywisty ale niezale»no±¢ nieprzemienna.
Nasze podej±cie prowadziªo do uogólnienia w obu kierunkach jednocze±nie: parametr czasowy

byª wielowymiarowy, brany z symetrycznego sto»ka dodatniego, natomiast niezale»no±¢ byªa
nieprzemienna.
W nieprzemiennej probabilistyce standardowa metoda konstruowania ruchów Browna pochodzi

z pracy Robina L. Hudsona and Kalyanapurama R. Parthasarathy'ego [36] i polega na braniu
operatorów Gaussowskich Bt := a(χ[0,t))+a†(χ[0,t)) na odpowiedniej przestrzeni Focka, dla t ≥ 0
oraz funkcji charakterystycznych (indykatorów) χ[0,t) przedziaªów.
Naszym celem byªo przeniesienie tych warunków do sytuacji bm-niezale»no±ci. Zrobili±my to

w nast¦puj¡cy sposób.
W zbiorze cz¦±ciowo uporz¡dkowanym (Π,�) przedziaªy okre±lamy dla ξ � η ∈ Π jako

[ξ, η] := {ρ ∈ Π : ξ � ρ � η}. W symetrycznych sto»kach dodatnich Π, podanych w klasy�kacji
Faraut'a-Koranyi'ego, przedziaªy [0, ξ), dla ξ ∈ Π, maj¡ dobrze zde�niowan¡ obj¦to±¢ wyra»on¡
wzorami zale»nymi od beta funkcji danego sto»ka.
W pracy [KWys10] rozwa»ali±my jedynie sto»ki: Rd+, Λd

+ (sto»ek Lorentza), Symmd+(R) (przy-
padek rzeczywisty) i Hermd+(C) (przypadek zespolony). Sto»ki te maj¡ nast¦puj¡c¡ ciekaw¡
wªasno±¢, któr¡ nazwali±my volume characteristic (charakterystyk¡ obj¦to±ciow¡).

Twierdzenie ([KWys10], Theorem 2). Dla ka»dego z tych symetrycznych sto»ków dodatnich Π
istnieje taki ci¡g (γn)n≥1, »e dla dowolnego przedziaªu [ξ, η] ⊂ Π jest∫

[ξ,η]

(vol[ξ, ρ])n−1 dρ = γn · (vol[ξ, η])n,

gdzie vol[ξ, η] oznacza obj¦to±¢ Euklidesow¡ przedziaªu [ξ, η].

Twierdzenie to uogólnia prost¡ wªasno±¢ liczb rzeczywistych:∫ b

a

(x− a)n−1 dx =
1

n
· (b− a)n, dla 0 ≤ a < b,

gdzie γn = 1
n
.

Nast¦pnie skonstruowali±my bm-przestrze« Focka, a na niej operatory kreacji δ+ i anihilacji
δ−, które posªu»yªy do zde�niowania bm-ruchów Browna, oznaczonych jako

Qξ := δ+
[0,ξ] + δ−[0,ξ].

Przyrosty, b¦d¡ce analogami klasycznych Bt − Bs, zde�niowali±my jako

Q[ξ,η] := δ+
[ξ,η] + δ−[ξ,η], dla ξ ≺ η ∈ Π.
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Wówczas okazaªo si¦, »e rozkªady takich bm-ruchów Browna, w zale»no±ci od sto»ka dodat-
niego Π, s¡ dane przez inny rodzaj bm-CTG, w którym sumowanie bm-niezale»nych zmiennych
losowych jest po zdylatowanych przedziaªach. Pokazali±my to w nast¦puj¡cym twierdzeniu.

Twierdzenie. [KWys10, Theorem 7] Dla N ∈ N oraz ρ ∈ Π okre±lamy JN(ρ) = [0, Nρ] ∩ Id,
gdzie Id ⊂ Π skªada si¦ z elementów z wyrazami caªkowitymi. Niech

SN(ρ) :=
1√

vol[0, Nξ]

∑
ξ∈[0,Nρ]

bξ,

przy czym bξ s¡ bm-niezale»nymi samosprz¦»onymi elementami algebry (B, ϕ), speªniaj¡cymi
warunki ϕ(bξ) = 0 i ϕ((bξ)

2) = 1. Wówczas, dla dowolnego n ∈ N istniej¡ granice

gn = lim
N→∞

ϕ(SN(ρ)2n),

0 = lim
N→∞

ϕ(SN(ρ)2n+1),

i de�niuj¡ momenty symetrycznej miary probabilistycznej ν = ν(Π) na R. Ponadto, ci¡g (gn)n≥0

momentów parzystych speªnia rekurencj¦ (uogólnion¡ rekurencj¦ Catalana)

gn =
n∑
k=1

γk · gk−1 · gn−k,

gdzie γn = γn(Π) jest charakterystyk¡ obj¦to±ciow¡ sto»ka Π.

Nasze bm-ruchy Browna okazaªy si¦ mie¢ rozkªady, wzgl¦dem stany pró»niowego ω na bm-
przestrzeni Focka, dane przez te nowe bm-CTG miary graniczne ν = ν(Π) [KWys10, Theorem
16]. Ta wªasno±¢ odpowiadaªa tak»e bm-wersji twierdzenia Donskera (jego zasady niezmiennic-
zo±ci), tak»e sformuªowanej i udowodnionej w [KWys10, Theorem 18].
Uzasadnienie nazwy bm-ruch Browna bierze si¦ równie» z bm-niezale»no±ci przyrostów. Mi-

anowicie, dla przedziaªu I ⊂ Π zde�niowali±my A(I) jako ∗-algebr¦ z jedynk¡ generowan¡
przez operatory kreacji postaci δ+(χI) oraz anihilacji δ−(χI). Przez A oznaczamy ∗-algebr¦ z
jedynk¡ generowan¡ przez wszystkie operatory kreacji δ+(χI) i anihilacji δ−(χI), dla wszystkich
przedziaªów I = [ξ, η] ⊂ Π. Dla dwóch (rozª¡cznych) przedziaªów I1, I2 ⊂ Π oznaczamy

I1 ≺ I2 je±li ξ1 ≺ ξ2 dla wszystkich ξ1 ∈ I1, ξ2 ∈ I2,

I1 � I2 je±li ξ1 � ξ2 dla wszystkich ξ1 ∈ I1, ξ2 ∈ I2

Twierdzenie. [KWys10, Theorem 10] Niech I1, . . . , Im ⊂ Π b¦d¡ przedziaªami, które dla wszys-
tkich 1 ≤ j 6= k ≤ m speªniaj¡: albo Ij ≺ Ik, albo Ij � Ik, albo Ij � Ik. Wówczas algebry
A(I1), . . . ,A(Im) s¡ bm-niezale»ne. W szczególno±ci operatory

QIj := δ+
Ij

+ δ−Ij ∈ A(Ij), j = 1, . . . ,m

które stanowi¡ przyrosty bm-ruchów Browna na interwaªach Ij, s¡ bm-niezale»ne.

Warto zauwa»y¢ »e powy»sze sformuªowanie nie mo»e by¢ takie jak w przypadku rzeczywis-
tego parametru czasowego, poniewa» na osi rzeczywistej dwa rozª¡czne przedziaªy I1 ∩ I2 = ∅
maj¡ wªasno±¢: albo I1 ≺ I2 albo I2 ≺ I1. Natomiast w zbiorze cz¦±ciowo uporz¡dkowanym, na
przykªad sto»ku dodatnim, dwa rozª¡czne przedziaªy nie musz¡ speªnia¢ »adnej z tych relacji.

4.6.4. bm-Prawo Maªych Liczb, artykuª [OWys20]. Wartykule [OWys20] wspólnym z Lahcenem
Oussi badali±my nieprzemienne analogi klasycznego Prawa Maªych Liczb, które nazwali±my bm-
LSN (bm-Law of Small Numbers), dla bm-niezale»nych zmiennych losowych indeksowanych ele-
mentami symetrycznych sto»ków dodatnich. Podobnie jak w poprzednich badaniach rozwa»al-
i±my nast¦puj¡ce sto»ki dodatnie dlda d ∈ N: Π = (R+)d, Π = Λd

+ = {(t;x) ∈ R+ × Rd :
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t ≥ ‖x‖}, sto»ki Lorentza w czasoprzestrzeni Minkowskiego, oraz Π = Symmd+(R), dodatnio
okre±lone symetryczne macierze rzeczywiste wymiaru d, w których zbiór indeksów I ⊂ Π skªadaª
si¦ z elementów (wektorów, macierzy) o wyrazach caªkowitych.
Jednym z podstawowych problemów byªo znalezienie wªa±ciwego poj¦cia rozbie»no±ci ξ Π→∞,

które jest kluczowe w sformuªowaniu bm-LSN. W efekcie podali±my nast¦puj¡cy sposób tego
okre±lenia.

De�nicja. [OWys20, De�nition 1.5] Dla ξ ∈ Π, okre±lamy rozbie»no±¢ ξ
Π→∞ nast¦puj¡co:

(1) je±li ξ := (a1, . . . , ad) ∈ Π = Rd+, to ξ
Π→∞ gdy aj →∞ dla wszystkich 1 ≤ j ≤ d,

(2) je±li ξ := (t;x) ∈ Π = R+ × Rd = Λ1
d to ξ

Π→∞ gdy t− ‖x‖ → ∞,
(3) je±li ξ ∈ Π = Symmd+(R) ⊂ Md(R) i 0 < λ1 ≤ . . . ≤ λd s¡ warto±ciami wªasnymi macierzy

ξ, to ξ
Π→∞ gdy λ1 →∞.

Okre±lenia te gwarantuj¡, w szczególno±ci, »e obj¦to±ci vol[0, ξ] przedziaªów rosn¡ do nieskon-
czono±ci gdy ξ Π→∞.
Gªówny wynik pracy [OWys20] jest nast¦puj¡cy.

Twierdzenie. [OWys20, Theorem 4.4] Niech Π = Rd+, Π = Λ1
d lub Π = Symmd+(R) i niech

I ⊂ Π b¦dzie odpowiednim podzbiorem dyskretnym indeksów w danym sto»ku. Niech (A, ϕ)
b¦dzie nieprzemienn¡ przestrzeni¡ probabilistyczn¡ i niech {Xξ

ρ ∈ A : ρ, ξ ∈ I, 0 � ρ � ξ}
b¦dzie ukªadem samosprz¦»onych (nieprzemiennych) zmiennych losowych. Zaªó»my tak»e, »e

(1) dla ka»dego ξ ∈ I, zmienne {Xξ
ρ ∈ A : 0 � ρ � ξ, ρ ∈ I} s¡ bm-niezale»ne (wzgl¦dem ϕ),

(2) istnieje taka staªa λ > 0, »e dla wszystkich ρ ∈ I i dla ka»dego n ∈ N

lim
ξ

Π→∞

(
sup

ρ∈[0,ξ]∩I
vol[0, ξ] · ϕ((Xξ

ρ)n)

)
= λ.

Dla ξ ∈ I, okre±lamy sumy cz¦±ciowe Sξ :=
∑

ρ∈[0,ξ]∩I

Xξ
ρ . Wówczas, dla ka»dego n ∈ N istnieje

granica

lim
ξ

Π→∞
ϕ((Sξ)

n) =
∑

π∈NC(n)

λb(π)V (π),

przy czym funkcja V := VΠ, okre±lona na nieprzecinaj¡cych si¦ partycjach, zale»y od sto»ka
dodatniego i jest wyznaczona przez granic¦

V (π) = lim
ξ

Π→∞

|BMO(π, ξ)|
vol[0, ξ]b(π)

.

Tutaj b(π) jest liczb¡ bloków partycji π, natomiast granica istnieje dla ka»dej partycji π ∈
NC(n).Ponadto funkcja V (π) speªnia nast¦puj¡cy wzór rekurencyjny:

(1) Je±li b(π) = 1, to V (π) = 1.
(2) Je±li b(π) ≥ 2, to

V (π) = γk′1+1V (π′1)V (π′2),

przy czym ci¡g (γn)n∈N jest charakterystyk¡ obj¦to±ciow¡ danego sto»ka dodatniego γn =
γn(Π).

Funkcja V (π), okre±lona na nieprzecinaj¡cych partycjach, speªnia rekurencj¦ podan¡ w [OWys20,
Corollary 4.5], z wyja±nieniami znajduj¡cymi si¦ w [OWys20, Notations 4.2 and 4.3.]. Oznacze-
nie BMO(π, ξ) wymaga dodatkowego wyja±nienia.
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De�nicja ([OWys20], De�nition 4.1). Niech NC(n; k) ⊂ NC(n) b¦dzie podzbiorem tych partycji
bez przeci¦¢, które maj¡ dokªadnie k bloków. Dla π = (B1, . . . , Bk) ∈ NC(n; k) oraz ξ ∈ Π
okre±lamy

BMO(π, ξ) := {µ = (µ1, . . . , µk) : µj = l(Bj) ∈ [0, ξ] ∩ I 1 ≤ j ≤ k, oraz µ /L π} .

W tej de�nicji l(B) oznacza etykiet¦ (label) danego bloku, natomiast µ /L π oznacza, »e
ci¡g µ = (µ1, . . . , µk) elementów z [0, ξ] ∩ I zadaje ±cisªy bm-porz¡dek na partycji π [OWys20,
De�nition 3.8]. Jest to wyja±nione w [OWys20, Section 3], w której przedstawili±my tak»e algo-
rytm obliczania momentów mieszanych. W szczególno±ci Lemat 3.1 i Theorem 3.12 pokazuj¡
kluczowe wªasno±ci kombinatoryczne wykorzystywane do dowodu bm-LSN.
Wyja±ni¦ to pokrótce. Do dowodu gªównego twierdzenia potrzeba obliczenia granicy, przy

ξ
Π→ ∞, momentów ϕ((Sξ)

n). Taki moment jest sum¡ skªadników postaci ϕ(Xξ
ρ1
· . . . · Xξ

ρn),
gdzie ρ1, . . . , ρn ∈ [0, ξ]∩I. Z ci¡giem (ρ1, . . . , ρn) zwi¡zana jest jednoznacznie partycja π zbioru
{1, 2, . . . , n}, której bloki ª¡cz¡ jednakowe elementy ci¡gu. W ten sposób ka»dy blok B ∈ π
otrzymuje etykiet¦ (label) l(B) tak¡, »e j ∈ B je±li ρj = l(B). Taka partycja π mo»e mie¢
przeci¦cia, ale pokazali±my algorytm (w Remark 2.3) który, wykorzystuj¡c bm-niezale»no±¢,
wytwarza jedyn¡ nieprzecinaj¡c¡ partycj¦ τ = (B1, . . . , Bk), która jest ±ci±le bm-uporz¡dkowana
i stanowi maksymalne rozdrobnienie π. Ta partycja pozwala obliczy¢ dany moment mieszany
wzorem [OWys20, (2.3)]

ϕ(Xξ
ρ1
· . . . ·Xξ

ρn) =
k∏
j=1

ϕ

∏
s∈Bj

Xρs

 ,

gdzie dla 1 ≤ j ≤ k je±li Bj ∈ τ speªnia |Bj| = p i Bj = {ρs1 < · · · < ρsp} to

ϕ

∏
s∈Bj

Xρs

 := ϕ(Xξ
ρs1
· . . . ·Xξ

ρsp
).

W [OWys20, Sections 5, 6] przedstawiamy redykcj¦ dowodu gªównego twierdzenia do oszacowa«
liczno±ci obiektów kombinatorycznych, mianowicie mocy zbiorów BMO(π, ξ). W szczególno±ci w
Section 6 podajemy dowód gªównego wyniku kombinatorycznego tego artykuªu.

Twierdzenie. [OWys20, Theorem 6.1] Niech π ∈ NC(n; k) b¦dzie nieprzecinaj¡c¡ partycj¡ o
1 ≤ k = b(π) ≤ n blokach. Wówczas istniej¡ granice

lim
ξ

Π−→∞

|BMO(π, ξ)|
vol[0, ξ]k

= V (π),

lim
ξ

Π→∞
ϕ((Sξ)

n) =
∑

π∈NC(n)

λb(π)V (π),

Funkcja V = V (Π) zale»y od symetrycznego sto»ka dodatniego Π.

Dowód tego faktu jest oparty na nast¦puj¡cym lemacie.

Lemat. [OWys20, Lemma 6.2] Je±li π ∈ NC(n, k) jest nieprzecinaj¡c¡ partycj¡ o k = b(π)
blokach, todla ka»dego z rozwa»anych symetrycznych sto»ków dodatnich Π istnieje granica

lim
ξ

Π−→∞

1

v(ξ)

∑
ρ∈[0,ξ]I

|BMO(π; ρ)|
vol[0, ρ]k

·
(
vol[0, ρ]

vol[0, ξ]

)k
= V (π) · γk+1,

gdzie γk = γk(Π) jest charakterystyk¡ obj¦to±ciow¡ sto»ka Π a funkcja V = V (Π) zale»y tylko
od sto»ka Π i partycji π.
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Idea dowodu tego lematu oparta jest na nast¦puj¡cej prostej wªasno±ci caªki Riemanna na
przedziale [0, 1].

Proposition. [OWys20, Proposition 6.3] Je±li f ∈ C([0, 1]) jest ci¡gªa i nieujemna a (cn)n≥1

jest zbie»nym ci¡giem liczb lim
n
cn = c, to

(3) lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

ck · f
(
k

n

)
= c

∫ 1

0

f(x) dx.

Dowód tej wªasno±ci polega na podzieleniu przedziaªu sumowania [1, n] ∩ N na dwi cz¦±ci:
jedn¡ postaci [n0, n] ∩ N na której cn jest blisko c, oraz drugiej postaci [1, n0] ∩ N, na której
suma jest sko«czona i d¡»y do zera gdy n→∞. Na±laduj¡c ten schemat w przypadku sto»ków
dodatnich napotyka si¦ problem, »e dla ustalonego ξ ∈ Π oraz dla µ ∈ [0, ξ] analogiczny podziaª
ma posta¢

[0, ξ]I = [0, µ]I ∪ (µ, ξ]I ∪ {ρ ∈ [0, ξ]I : ρ � µ},
w której pojawia si¦ dodatkowa cz¦±¢ {ρ ∈ [0, ξ]I : ρ � µ} zwi¡zana z nieporównywalno±ci¡
elementów. T¡ cz¦±ci¡ zajmowali±my si¦ w [OWys20, Lemma 6.4] i wymagaªo to osobnych
technik i dowodów dla ka»dej klasy rozpatrywanych symetrycznych sto»ków dodatnich.

4.7. Relacje Q-komutacji, artykuªy [BLWys12, BLWys17].

4.7.1. artykuª [BLWys12]. W artykule [BLWys12], wspólnym z Markiem Bo»ejko i Eugene
Lytvynovem, badali±my uogólnione relacje Q-komutacji, wprowadzone przez Antonio Liguori
and Mihaila Mintcheva [48] w nast¦puj¡cej postaci

∂s∂
†
t = Q(s, t)∂†t ∂s + δ(s, t),

∂s∂t = Q(t, s)∂t∂s,

∂†s∂
†
t = Q(t, s)∂†t ∂

†
s .

Rozpatrywana Q-funkcja jest nast¦puj¡ca. Na lokalnie zwartej przestrzeni Polskiej T z zadan¡
miar¡ Radona σ (bez atomow¡) rozpatrujemy przek¡tn¡ D := {(t, t) ∈ T 2 : t ∈ t} oraz
podzbiór D ⊂ A ⊂ T 2 zawieraj¡cy przek¡tn¡, który jest symetryczny (czyli (s, t) ∈ A wtedy i
tylko wtedy, gdy (t, s) ∈ A) i który ma miar¦ zero σ⊗2(A) = 0. Zbiór T (2) := T 2 \A jest tak»e
symetryczny i rozpatrujemy j¡dro Q : T (2) 7→ C speªniaj¡ce |Q(s, t)| = 1 i Q(s, t) = Q(t, s),
okre±lone prawie wsz¦dzie na T 2.
Przykªad, który jest motywacj¡ tych bada«, pochodzi z �zyki i dotyczy anyonów. W ich

przypadku, dla ustalonego q ∈ C o module jeden |q| = 1, i dla T = R (lub T = R+) oraz dla
A = D okre±lamy

Q(s, t) =

{
q je±li s < t

q̄ je±li s > t

Mo»na uogólni¢ ten przykªad na T = Rd z A := {(s, t) ∈ T 2 : s1 = t1}, je±li s :=
(s1, . . . , sd), t := (t1, . . . , td) ∈ Rd, gdy porz¡dek zadany jest jako

s < t wtedy i tylko wtedy, gdy s1 < t1, s, t ∈ T (2).

Odpowiada to statystyce anyonowej gdy d = 2.
Dalej zde�niowali±my Q-zdeformowan¡ przestrze« Focka, deformuj¡c symetryczn¡ przestrze«

Focka operatorem Q-symetryzacji. Jego konstrukcja jest nast¦puj¡ca. Dla mierzalnej funkcji
f (2) : T (2) 7→ C okre±lamy dziaªanie operatora Ψ wzorem

(Ψf (2))(s, t) := Q(s, t)f (2)(t, s), (s, t) ∈ T (2).
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W szczególno±ci funkcja Q-symetryczna speªnia Ψf (2) = f (2). Dla n ≥ 2 okre±lamy

T (n) := {(t1, . . . , td) ∈ T n : ∀ 1 ≤ i < j ≤ n (ti, tj) /∈ A},
i rozszerzamy operator Ψ na funkcje mierzalne na n zmiennych f (n) : T (n) 7→ C wzorem

(Ψjf
(n))(t1, . . . , td) := Q(tj, tj+1)f (n)(t1, . . . , tj−1, tj+1, tj, tj+2 . . . , td), 1 ≤ j ≤ n− 1.

Rodzina operator operatorów {Ψj : j ∈ N} speªnia równania Yanga-Baxtera.

Proposition. [BLWys12, Proposition 2.3] Operatory {Ψj : j ∈ N} speªniaj¡ równania

Ψ2
j = Id, identyczno±¢,

ΨiΨj = ΨjΨi, je±li |i− j| ≥ 2,

ΨjΨj+1Ψj = Ψj+1ΨjΨj+1.

Dlatego mo»na te operatory zde�niowa¢ tak»e dla indeksów b¦d¡cych permutacjami. Mi-
anowicie, je±li πj = (j, j + 1) ∈ Sn, dla n ≥ j + 1, oznacza transpozycj¦ j ↔ j + 1, to wówczas
ka»d¡ permutacj¦ π ∈ Sn zbioru {1, . . . , n} mo»na (niejednoznacznie) przedstawi¢ jako iloczyn
(minimalnej ilo±ci) transpozycji π = πj1 . . . πjk , przy czym liczba k nie zale»y od takiego mini-
malnego przedstawienia. Dla takiego przedstawienia permutacji π ∈ Sn okre±lamy

Ψπ := Ψj1 . . .Ψjk ,

przy czym równania Yanga-Baxtera gwarantuj¡, »e to okre±lenie nie zale»y od przedstawienia
π = πj1 . . . πjk jako iloczynu k transpozycji (dla minimalnego k).
Dla n ≥ 2 rozpatrywali±my dziaªamnie tych operatorów Ψπ na przestrzeniach Hilberta
H⊗nC := L2(T n, σ⊗n), gdzie HC := {L2(T, σ)} jest przestrzeni¡ zespolonych funkcji caªkowal-
nych z kwadratem. Wóczas z warunku |Q(s, t)| = 1 wynika, »e odwzorowanie Sn 3 π 7→ Ψπ

jest reprezentacj¡ unitarn¡ grupy permutacji Sn na przestrzeni Hilberta (HC)⊗n, poniewa»
ΨπΨρ = Ψπρ dla ka»dych π, ρ ∈ Sn. Pozwala to zde�niowa¢ operatory Q-symetryzacji

Pn :=
1

n!

∑
π∈Sn

Ψπ, n ≥ 2.

Proposition. [BLWys12, Proposition 2.4] Dla ka»dego n ≥ 2 operator Pn : H⊗nC 7→ H⊗nC jest
rzutem ortogonalnym: P ∗n = P 2

n = Pn oraz dla 1 ≤ k ≤ n− 1 jest

Pn = Pn(Pk ⊗ Pn−k).

Pozwala to dalej zde�niowa¢ Q-symetryczne iloczyny tensorowe jako obrazy projektorów
H~nC := PnH⊗nC . W [BLWys12, Proposition 2.5] udowodnili±my, »e H~nC = {f (n) ∈ H⊗nC :
Ψjf

(n) = f (n) ∀j = 1, 2, . . . , n − 1}. Jawny wzór na dziaªanie operatora symetryzacji Pn
podali±my w [BLWys12, Proposition 2.8], dla f (n) ∈ H⊗nC i f1, . . . , fn ∈ HC:

(Pnf
(n))(t1, . . . , tn) =

1

n!

∑
π∈Sn

Qπ(t1, . . . , tn)f (n)(tπ−1(1), . . . , tπ−1(n))

Qπ(t1, . . . , tn) :=
∏

1 ≤ i < j ≤ n
π(i) > π(j)

Q(ti, tj), for π ∈ Sn

(f1 ~ . . .~ fn)(t1, . . . , tn) =
1

n!

∑
π∈Sn

Qπ(t1, . . . , tn)f1(tπ(1)) · · · · · fn(tπ(n)).

Wynika z tego prawo zakazu dla anyonów [BLWys12, Proposition 2.9], które mówi, »e je±li
qN = 1 jest pierwiastkiem z jedynki, to f~N = 0 dla dowolnej f ∈ HC.
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Q-zdeformowana przestrze« Focka jest zde�niowana jako

FQ(H) :=
∞⊕
n=0

n!H~nC ,

gdzie czynnik n! mno»y iloczyn skalarny. Podstawowe operatory s¡ okre±lona dla ka»dego h ∈
HC, na podprzestrzeni FQfin(H) elementów z FQ(H) postaci F = (f (0), f (1), . . . , f (n), 0, 0, 0, . . .):

a+(h)f (n) := h~ f (n), f (n) ∈ H~nC (operator kreacji)
a−(h) := (a+(h))∗ �FQfin(H), (operator anihilacji).

Jawne wzory na dziaªanie operatorów anihilacji podali±my w [BLWys12, Propositions 3.1, 3.2].
Jedn¡ z gªównych idei pracy [BLWys12] byªo zbudowanie modelu matematycznego dla oper-

atorów kreacji i anihilacji w punkcie: ∂†t = a+(δt), ∂t = a−(δt), dla miary atomowej Diraca δt
w punkcie t ∈ T , które by speªniaªy warunki

∂†t f
(n) = ∂†t ~ f

(n), ∂tf
(n) = nf (n)(t, ·).

Formalnie mogli±my zapisa¢ wzory

a+(h) =

∫
T

h(t)∂†t σ(dt), (kreator)

a−(h) =

∫
T

h(t)∂†t σ(dt), (anihilator)

a0(h) =

∫
T

h(s)∂†s∂s σ(ds), (operator neutralny).

Wzory te maj¡ sens poprzez formy kwadratowe, które powstaj¡ poprzez iloczyny skalarne z
funkcjami testowymi, na przykªad

〈a0(h)f (n), g(n)〉FQ(H) =

∫
T

h(s)〈∂sf (n), ∂sg
(n)〉FQ(H) σ(ds)

= (n− 1)!n2

∫
T

h(s)

(∫
Tn−1

f (n)(s, t1, . . . , tn−1)g(n)(s, t1, . . . , tn−1)σ(dt1) . . . σ(dtn−1)

)
σ(ds)

= n!n

∫
Tn
h(t1)f (n)(t1, . . . , tn−1, tn)g(n)(t1, . . . , tn−1, tn)σ(dt1) . . . σ(dtn).

W szczególno±ci pokazali±my w [BLWys12, (3.11)], »e

(a0(h)f (n))(t1, . . . , tn) = (h(t1) + · · ·+ h(tn))f (n)(t1, . . . , tn).

Przy takim modelu mamy nast¦puj¡c¡ wªasno±¢.

Proposition. [BLWys12, Proposition 3.8] Operatory kreacji i anihilacji speªniaj¡ nast¦puj¡ce
relacje Q-komutacji:

∂s∂
†
t = Q(s, t)∂†t∂s + δ(s, t),

∂s∂t = Q(t, s)∂t∂s,

∂†s∂
†
t = Q(t, s)∂†t∂

†
s ,

które maj¡ sens jako formy kwadratowe dla iloczynów skalarnych z funkcjami testowymi. W
szczególno±ci symbol δ(s, t) ma nast¦puj¡cy sens:∫

T 2

f (2)(s, t)δ(s, t) σ(ds)σ(dt) :=

∫
T

f (2)(t, t) σ(dt).
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W[BLWys12, Section 4] zde�niowali±my Q-analogi procesów Gaussa i Poissona. Mianowicie,
dla ustalonego parametru λ ∈ R oraz zbioru B0(T ) rzeczywistych borelowskich funkcji mierzal-
nych, okre±lamy zespolon¡ ∗-algebr¦ z jedynk¡ P , generowan¡ przez wszystkie operatory {〈f, ω〉 :
f ∈ B0(T )}, gdzie

ωλ(f) = 〈f, ω〉 := a+(f) + λ · a0(f) + a−(f).

Przypadek λ = 0 odpowiada procesom Gaussowskim a przypadek λ = 1 (scentrowanemu)
procesowi Poissona. Operatory te s¡ istotnie samosprz¦»one na FQfin(H).
Elementy algebry P s¡ nieprzemiennymi wielomianami nieprzemiennych zmiennych 〈f, ω〉,

które dziaªaj¡ jako operatory liniowe na FQfin(H). Przy pomocy stanu pró»niowego τ na FQ(H)

okre±lamy iloczyn skalarny 〈p1, p2〉 := τ(p∗2p1), a nast¦pnie przestrze« Hilberta L2(τ) jako uzu-
peªnienie przestrzeni ilorazowej P/P0, gdzie P0 := {p ∈ P : τ(p∗p) = 0}. Wówczas odw-
zorowanie I : P/P0 3 p 7→ pΩ ∈ FQ(H) rozszerza si¦ do operatora unitarnego I : L2(τ) 7→
FQ(H). U»ywaj¡c notacji

〈f (n), : ω⊗ :〉 := I−1Pnf
(n) =

∫
Tn
f (n) : ω(t1) . . . ω(tn) : σ(dt1) . . . σ(dt)

pokazali±my nast¦puj¡c¡ rekurencj¦:

Proposition. [BLWys12, Proposition 4.3] : ω(t) := ω(t) oraz

: ω(t1) . . . ω(tn) : = ω(t1) : ω(t2) . . . ω(tn) : −λ
n∑
i=2

δ(t1, ti) : ω(t2) . . . ω(tn) :

− λ
n∑
i=2

δ(t1, ti)Q(t1, t2)Q(t1, t3) . . . Q(t1, ti−1) : ω(t2) . . . ω̌(ti) . . . ω(tn) :

W tym kontek±cie pojawia si¦ naturalne pytanie o relacj¦ pomi¦dzy wielomianami : ω(t1) . . . ω(tn) :
a Q-porz¡dkiem Wicka : ω(t1) . . . ω(tn) :W , który okre±la si¦ jako wykonanie wszystkich mo»li-
wych Q-komutacji ∂s∂

†
t 7→ Q(s, t)∂†t ∂s tak, aby wszystkie operatory kreacji znalazªy si¦ na

lewo od wszystkich operatorów anihilacji. Pokazali±my, »e w przeciwienstwie do przypadku bo-
zonowego (symetrycznej przestrzeni Focka), w naszym przypadku sytuacja jest bardziej zªo»ona.
Ogólnie, dla λ 6= 0 równo±¢ : ω(t1) . . . ω(tn) :=: ω(t1) . . . ω(tn) :W zachodzi tylko gdy Q ≡ 1.
Dla λ = 0 uzyskali±my nast¦puj¡cy wynik.

Twierdzenie. [BLWys12, Theorem 4.5] Je±li Q(s, t) = ±1 dla wszystkich (s, t) ∈ T (2), wówczas
w przypadku Q-Gaussowskim λ = 0 zachodzi równo±¢ : ω(t1) . . . ω(tn) :=: ω(t1) . . . ω(tn) :W .

Wyznaczyli±my tak»e zasad¦ Wicka dla produktów pól.

Twierdzenie. [BLWys12, Theorem 4.7]

ω(t1) . . . ω(tn) =
∑

V ∈P(n)
±

Q(V ; t1, . . . , tn) : ω(t1) . . . ω(tn) :V

przy czym sumowanie jest po wszystkich partycjch zbioru {1, . . . , n}, których bloki s¡ oznaczone
liczbami −1 lub 1, a Q(V ; t1, . . . , tn) jest dana wzorem [BLWys12, (4.11)], natomiast znaczenie
symbolu : ω(t1) . . . ω(tn) :V jest obja±nione przy opisie przykªadu [BLWys12, Example 4.6].

Uzyskali±my te» wzór na momenty τ(〈f (n), ω⊗n〉) [BLWys12, Corollary 4.8] i pokazali±my, »e
stan τ jest ±ladowy na P w dwóch przypadkach: λ 6= 0 i Q ≡ 1 lub λ = 0 i Q(s, t) = ±1 dla
wszystkich (s, t) [BLWys12, Corollary 4.9].
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W [BLWys12, Section 5] zde�niowali±my nowe poj¦cie Q-kumulant i Q-niezale»no±ci. W
tym celu rozwa»ali±my rodzin¦ {〈f, ξ〉 : f ∈ B0(T )} symetrycznych operatorów liniowych na
podprzestrzeni D zadanej przestrzeni Hilberta K, które speªniaj¡ warunki

B0(T ) 3 f 7→ 〈f, ξ〉 liniowe,
〈f, ξ〉 = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy f = 0 p.w.

Zakªadali±my tak»e, »e dla ka»dego n ∈ N istnieje zespolona miara Radona mn na T n, dla
której momenty mieszane s¡ dane jako caªki

τ(〈f1, ξ〉 . . . 〈fn, ξ〉) =

∫
Tn
f1(t1) . . . fn(tn) mn(dt1 × · · · × dtn), f1, . . . , fn ∈ B0(T ).

Wówczas zde�niowali±my Q-kumulanty w nast¦puj¡cy sposób.

De�nicja. [BLWys12, De�nition 5.2] n-ta miara Q-kumulantowa dla rodziny {〈f, ξ〉 : f ∈
B0(T )} jest to zespolona miara Radona cn, okre±lona na borelowskich podzbiorach T n, zadana
w nast¦puj¡cy sposób rekurencyjny: c1(dt) = m1(dt) oraz

mn(dt1 × · · · × dtn) =
∑

V ∈P(n)

Q(V ; t1, . . . , tn)
∏
B∈V

c|B|(dtB), for n ≥ 2,

gdzie sumowanie jest po wszystkich partycjach V ∈ P(n), a dla bloku B = {i1, . . . , ij} ∈ V
okre±lamy c|B|(dtB) := ck(dti1 × · · · × dtik). Dla f1, . . . , fn ∈ B0(T ) de�niujemy n-t¡ Q-
kumulant¦ operatora 〈f1, ξ〉, . . . , 〈fn, ξ〉 jako

Cn(〈f1, ξ〉 . . . 〈fn, ξ〉) :=

∫
Tn
f1(t1) . . . fn(tn) cn(dt1 × · · · × dtn)

W szczególno±ci, dla rodziny {〈f, ω〉 : f ∈ B0(T )} pól Gaussowskich/Poissonowskich, miary
Q-kumulantowe zadane s¡ wzorami c1(dt) = 0 oraz

cn(dt1 × · · · × dtn) = λn−2 δ(dt1 × · · · × dtn),

natomiast Q-kumulanty s¡ dane wzorami

Cn(〈fj1 , ω〉 . . . 〈fjk , ω〉) := λn−2

∫
T

fj1(t) . . . fjk(t) σ(dt), j1, . . . jk ∈ {1, 2, . . . , n}.

Jako przykªad pokazali±my, »e je±li fifj = 0 (p.w.) dla wszystkich 1 ≤ i < j ≤ n, to operatory
〈f1, ω〉, . . . , 〈fn, ω〉 s¡ Q-niezale»ne.
Poj¦cieQ-niezale»no±ci pozwoliªo nam zde�niowa¢ w [BLWys12, Section 6]Q-procesy Lévy'ego,

które s¡ procesami stacjonarnymi o przyrostach Q-niezale»nych.

De�nicja. [BLWys12, De�nition 6.1] Rodzin¦ operatorów {〈f, ξ〉 : f ∈ B0(T )} nazywamy
Q-procesem Lévy'ego je±li speªnia nast¦puj¡ce warunki:

(i) Q-NIEZALE�NO�� PRZYROSTÓW. Dla dowolnych mierzalnych parami rozª¡cznych
podzbiorów ∆1, . . . ,∆n ⊂ T , operatory 〈χ∆1 , ξ〉, . . . , 〈χ∆n , ξ〉 s¡ Q−niezale»ne.

(ii) STACJONARNO��. Dla dowolnych podzbiorów mierzalnych ∆1,∆2 ⊂ T , takich, »e
σ(∆1) = σ(∆2), jest

τ(〈χ∆1 , ξ〉n) = τ(〈χ∆2 , ξ〉n), dla wszystkich n ∈ N.

Przykªadem Q-procesu Lévy'ego jest pole operatorowe {ωλ(f) = 〈f, ω〉 : f ∈ B0(T )}, dla
dowolnego parametru λ ∈ R. Wi¦kszo±¢wªasno±ci tych operatorów przenosi si¦ na przypadek
ogólny {〈f, ξ〉 : f ∈ B0(T )}, przy odpowiednim doborze miary Q-Lévy'ego ν, gdzie

〈f, ξ〉 := a+(f ⊗ 1) + a0(f ⊗ x) + a−(f ⊗ 1)
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dziaªa na Q̃-przestrzeni Focka FQ̃(K), skonstruowanej na przestrzeni Hilberta K := L2(T, σ)⊗
L2(R, ν) dla Q−funkcji rozszerzonej na produkt kartezja«ski T (2) × R2 wzorem

Q̃(t1, x1, t2, x2) := Q(t1, t2), (t1, t2) ∈ T (2), (x1, x2) ∈ R2.

Operatory 〈f, ξ〉 s¡ istotnie samosprz¦»one (na odpowiedniej dziedzinie). Pokazali±my wzory
na miary Q-kumulantowe [BLWys12, Proposition 6.4]: c1(dt) = 0 oraz

cn(dt1 × · · · × dtn) =

(∫
R
xn−2ν(dx)

)
δ(dt1 × · · · × dtn), n ≥ 2.

Udowodnili±my te» [BLWys12, Proposition 6.6], »e Q-procesy Lévy'ego maj¡ wªasno±¢ nieza-
le»no±ci piramidalnej, wprowadzonej przez Burkhard Kümmerer [47].
W ko«cowej cz¦±ci artykuªu [BLWys12] udowodnili±my analog chaotycznego rozkªadu typu

Nualarta-Schoutensa dla Q-procesów Lévy'ego: dla dowolnego Q-procesu Lévy'ego dowolny el-
ement przestrzeni L2(ν) mo»e by¢ przedstawiony jako szereg nieprzemiennych caªek stochasty-
cznych [BLWys12, Theorem 7.2].

4.7.2. artykuª [BLWys17]. W artykule [BLWys17], wspólnym z Markiem Bo»ejko i Eugene
Lytvynovem, kontynuowali±my badania relacji Q-komutacji j¡dra hermitowskiego Q(t, s) =

Q(s, t) w ogólniejszym przypadku |Q(s, t)| ≤ 1. Przy takich zaªo»eniach badali±my reprezen-
tacjie, na (Q-zdeformowanej) przestrzeni Focka, Q-zdeformowanych relacji komutacji

(4) ∂s∂
†
t = Q(s, t)∂†t∂s + δ(s, t), s, t ∈ T.

Operatory ∂†t , ∂s s¡ realizowane jako kreatory i anihiliatory na Q-zdeformowanej przestrzeni
Focka, i speªniaj¡ dodatkowe relacje komutacji (podobne do przypadku anyonowego, ale nie
takie same):

∂†s∂
†
t = Q(t, s)∂†t∂

†
s , je±li |Q(s, t)| = 1,(5)

∂s∂t = Q(t, s)∂t∂s, je±li |Q(s, t)| = 1.(6)

W naszej konstrukcji funkcje Q-quasi symetryczne speªniaj¡ warunki

f (n)(t1, . . . , tn) = Q(tj, tj+1)f (n)(t1, . . . tj+1, tj . . . , tn), if |Q(tj, tj+1)| = 1,

dla wszystkich 1 ≤ j ≤ n − 1. Jednak»e, w przeciwie«stwie do przypadku anyonowego (czyli
dla |Q(s, t)| = 1), odwzorowanie

Sn 3 π 7−→ Ψπ

nie jest reprezentacj¡ unitarn¡ grupy permutacji, a operatory

Pn :=
1

n!

∑
π∈Sn

Ψπ

s¡ jedynie samosprz¦»onymi dodatnimi kontrakcjami [BLWys17, Theorem 4]. J¡dra takich
operatorów zostaªy opisane przez Palle Jørgensena, Daniila Proskurina and Yurija Samoilenko
in [49]:

ker(Pn) =
n−1∑
k=1

ker(1 + Ψk),

my natomiast opisali±my ich obrazy.
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Twierdzenie. [BLWys17, Theorem 7] Obraz ran(Pn) operatora Pn skªada si¦ ze wszyatkich
takich funkcji f (n) ∈ H⊗n, które s¡ Q−quasi-symetryczne, czyli:

f (n)(t1, . . . , tn) = Q(tj, tj+1)f (n)(t1, . . . tj+1, tj . . . , tn),

dla wszystkich 1 ≤ j ≤ n − 1, oraz σ⊗n−prawie wszystkich (t1, . . . , tn) ∈ T (n) dla których
speªniony jest warunek |Q(tj, tj+1)| = 1 (dla j = 1, . . . , n− 1).

W [BLWys17, Theorem 8] opisali±my tak»e rzuty ortogonalne Pn : H⊗n 7→ ran(Pn). Te
projektory maj¡ podobne wªasno±ci jak w przypadku anyonowym, mianowicie:

Pn = Pn(Pk ⊗ Pn−k), dla wszystkich 1 ≤ k ≤ n− 1.

Maj¡c zde�niowane operatory kreacji ∂†t i anihilacji ∂s na Q-zdeformowanej przestrzeni Focka
pokazali±my, »e speªniaj¡ one nast¦puj¡ce relacje Q-komutacji.

Twierdzenie. [BLWys17, Theorem 14] Operatory kreacji ∂†t i operatory anihilacji ∂s, dla
s, t ∈ T , speªniaj¡ relacje komutacji (4), (5) i (6), przy czym ich sens jest dany przez formy
kwadratowe jako iloczyny skalarne z funkcjami testowymi:

∂s∂
†
t = Q(s, t)∂†t ∂s + δ(s, t), oznacza∫

T 2

g(s)h(t) ∂s∂
†
t σ(ds) σ(dt) =

∫
T 2

g(s)h(t)Q(s, t) ∂†t∂s σ(ds) σ(dt) +

∫
T

g(t)h(t) σ(dt), g, h ∈ H;

a dla wszystkich ϕ(2) ∈ H⊗2, które znikaj¡ prawie wsz¦dzie na {(s, t) ∈ T (2) : |Q(s, t)| < 1},
jest

∂†s∂
†
t = Q(t, s)∂†t∂

†
s , oznacza∫

T 2

ϕ(2)(s, t) ∂†s∂
†
t σ(ds) σ(dt) =

∫
T 2

ϕ(2)(s, t)Q(t, s) ∂†t∂
†
s σ(ds) σ(dt)

∂s∂t = Q(t, s)∂t∂s, oznacza∫
T 2

ϕ(2)(s, t) ∂s∂t σ(ds) σ(dt) =

∫
T 2

ϕ(2)(s, t)Q(t, s) ∂t∂s σ(ds) σ(dt),

W szczególno±ci ∫
T 2

g(s)h(t) ∂†s∂
†
t σ(ds) σ(dt) = a+(g)a+(f).

Badali±my tak»e przypadek przestrzeni dyskretnej T (sko«czonej lub przeliczalnej). Szczególnie
ciekawym okazaª si¦ przypadek

Q(s, t) =


q je±li s > t,

q̄ je±li s < t,

−1 je±li s = t,

dla |q| = 1 i T ⊂ N. W tym przypadku operatory kreacji ∂†t i operatory anihilacji ∂s s¡
ogranicznone z normami równymi 1, i dla h ∈ `1(T → C) mamy nast¦puj¡ce oszacowanie:

‖a+(h)‖ = ‖a−(h)‖ ≤ ‖h‖1.

W tej sytuacji uzyskali±my nast¦puj¡cy wynik.

Twierdzenie. [BLWys17, Theorem 18 (Anyonowe prawo zakazu)] Je±li qm = 1 dla pewnego
m ≥ 2, to dla dowolnego h ∈ H = `2(T 7→ C) jest

a+(h)m = a−(h)m = 0.
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4.8. Perturbacje operatorów, artykuª [KWWys17]. W artykule [KWWys17], wspólnym z
Ann¡ Kul¡ i MicghaªemWojtylakiem badali±my wªasno±ci perturbacji rz¦du dwa (domkni¦tych,
g¦sto okre±lonych) operatorów na przestrzeni Hilberta H.
Motywacj¡ tych bada« byªa próba znalezienia operatorowej wersji t-transformaty miar. Idea

takich poszukiwa« jest nast¦puj¡ca. Je±li A = A∗ jest (ograniczonym) operatorem hermi-
towskim na przestrzeni Hilberta H, a ϕu(A) = 〈u,Au〉 jest stanem (wektorowym) dla u ∈ H,
‖u‖ = 1, to mo»na zde�niowa¢ rozkªad operatora A wzgl¦dem stany ϕu jako miar¦ probabilisty-
czn¡ µ = µA,u, której momenty s¡ momentami operatora:

ϕu(A
n) =

∫ +∞

−∞
xn µ(dx), for all n ≥ 0.

W przypadku operatora ograniczonego ci¡g jego momentów jest podgeometryczny, zatem miara
ma no±nik zwarty supp(µ) ⊂ [−‖A‖, ‖A‖] i dlatego µ jest wyznaczona jednoznacznie przez ci¡g
momentów. Miar¦ µ mo»na podda¢ t-transformacji µ 7→ µt i rozawa»ali±my pytanie czy istnieje
taka transformacja Ut : A 7→ At, dla której rozkªadem operatora At wzgl¦dem tego samego
stanu ϕ jest miara µt. T¡ ide¦ mo»na pokaza¢ na diagramie:

A
ϕu−−−→ µ

Ut

y yUt
At

ϕu−−−→ µt

Cz¦±ciow¡ motywacj¡ dla naszych bada« byªy tak»e wyniki i konstrukcja d-deformacji z pracy
[Wys05a].
Podstawowym obiektem naszych bada« byªa nast¦puj¡ca perturbacja rz¦du dwa:

A 7−→ As,t := A− s(u⊗ w)− t(g ⊗ h), s, t ∈ C, u, w, g, h ∈ H,
gdzie (u⊗w)(f) := 〈f, w〉u oznacza operator rz¦du jeden (rzut na u). Udowodnili±my najpierw
nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie. [KWWys17, Theorem 2] Niech A b¦dzie domkni¦tym g¦sto okre±lonym opera-
torem liniowym na przestrzeni Hilberta H i niech Qu,w(z) := 〈(z − A)−1u,w〉 b¦dzie funkcj¡
Weyla operatora A, okre±lon¡ dla z ∈ ρ(A) w rezolwencie ρ(A) operatora A. Niech σ(A) oz-
nacza spektrum A, wówczas dla u ∈ dom(A) i dowolnych w, g, h ∈ H, zachodzi:

(i) je±li z ∈ ρ(A) ∩ ρ(As,0) to wówczas z ∈ σ(A) wtedy i tylko wtedy, gdy

1 + sQu,w(z) + tQg,h(z) + stQu,w(z)Qg,h(z)− stQg,w(z)Qu,h(z) = 0.

(ii) Funkcja Weyla Qs,t
u (z) := 〈(z − As,t)−1u, u〉 perturbacji operatora jest dana przez funkcj¦

Weyla operatora A wzorem

Qs,t
u =

Qu,u + tQu,uQg,h − tQu,hQg,u

1 + aQu,w + tQg,h + stQg,hQu,w − stQg,wQu,h

.

Nast¦pnie, dla przypadku {u,w} = {g, h} badali±my dwie szczególne perturbacje

Ãs,t := A− s(u⊗ w)− t(w ⊗ u)

Âs,t := A− s(u⊗ u)− t(w ⊗ w).

W [KWWys17, Corollary 3] pokazali±my szczególn¡ posta¢ Theorem 2 w tych dwóch przypad-
kach.
Nast¦pnie zaªo»yli±my »e w = Au i udowdonili±my nast¦puj¡c¡ posta¢ Theorem 2 dla trans-

formacji hat i tilde.
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Twierdzenie. [KWWys17, Theorem 5] Niech A b¦dzie domkni¦tym g¦sto okre±lonym opera-
torem na przestrzeni Hilberta H i niech u ∈ dom(A), ‖u‖ = 1 oraz m = 〈u,Au〉. Wówczas,
przy oznaczeniach Qh = 〈(z − A)−1h, h〉 dla h ∈ H mamy nast¦puj¡ce wªasno±ci.

(1) Dla operatora Ãs,t := A− s(u⊗ Au)− t(Au⊗ u) gdzie s, t ∈ C, jest:
(1.1) je±li z ∈ ρ(A) ∩ ρ(Ãs,0) to z ∈ σ(Ãs,t) wtedy i tylko wtedy, gdy

(1− t)
[
1 +

s

z
(m+QAu)

]
+ t(z + sm)Qu(z) = 0

(2.2) Funkcja Weyla Q̃s,t
u := 〈(z − Ãs,t)−1u, u〉 dana jest wzorem

1

Q̃s,t
u (z)

=
1− t
Qu

(
1 +

s

z
(m+QAu(z))

)
+ t(z + sm)

(2) Dla operatora Âs,t = A− s(u⊗ u)− t(Au⊗ Au) gdzie s, t ∈ C, jest:
(2.1) je±li z ∈ ρ(A) ∩ ρ(As,0) to z ∈ σ(Âs,t) wtedy i tylko wtedy, gdy

(z + stm) + sz(1− tm)Qu + t(z + s)QAu = 0.

(2.2) Funkcja Weyla Q̂s,t
u := 〈(z − Âs,t)−1u, u〉 jest dana wzorem

1

Q̂s,t
u

= s+
1 + tQAu

(1− tm)Qu(z) + t
z
(m+QAu)

W przypadku operatora samosprz¦»onego A = A∗ otrzymali±y uproszczony wzór [KWWys17,
Lemma 6]

QAu(z) = z2Qu(z)− z −m,
z którego wybika nast¦puj¡ca charakteryzacja.

Twierdzenie. [KWWys17, Theorem 7] Niech A = A∗ b¦dzie samosprz¦»onym domkni¦tym
g¦sto okre±lonym operatorem na przestrzeni Hilberta H i niech u ∈ dom(A), ‖u‖ = 1 oraz
m = 〈u,Au〉. Ponadto niech Qu = 〈(z − A)−1u, u〉 b¦dzie funkcj¡ Weyla dla A wzgl¦dem u.

(1) Dla operatora Ãs,t := A− s(u⊗ Au)− t(Au⊗ u) gdzie s, t ∈ C, jest:
(1.1) je±li z ∈ ρ(A) ∩ ρ(Ãs,0) to z ∈ σ(Ãs,t) wtedy i tylko wtedy, gdy

(1− s)(1− t) + [z(s− st+ t) + stm]Qu(z) = 0

(2.2) Funkcja Weyla Q̃s,t
u := 〈(z − Ãs,t)−1u, u〉 jest dana wzorem

1

Q̃s,t
u (z)

=
(1− s)(1− t)

Qu

+ z(s− st+ t) + stm.

(2) Dla operatora Âs,t = A− s(u⊗ u)− t(Au⊗ Au) gdzie s, t ∈ C, jest:
(2.1) je±li z ∈ ρ(A) ∩ ρ(Âs,0) to z ∈ σ(Âs,t) wtedy i tylko wtedy, gdy

(1− st− tzitm) + (s− stm+ stz + tz2)Qu = 0.

(2.2) Funkcja Weyla Q̂s,t
u := 〈(z − Âs,t)−1u, u〉 jest dana wzorem

1

Q̂s,t
u

= s+
1 + t(z2Qu(z)−m− z)

(1− tm+ tz)Qu(z)− t
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Anna Krystek and Hiroaki Yoshida, w pracy [38], zde�niowali transformat¦ Up,q miar prob-
abilistycznych, p, q ∈ R oraz q ≥ 0, przy zaªo»eniu istnienia pierwszego momentu (m =∫
x µ(dx)). Transformata jest okre±lona poprzez nast¦puj¡c¡ równo±¢ odwrotno±ci transfor-

mat Cauchy'ego
1

GUp,q(µ)

(z) =
q

Gµ(z)
+ (1− q)z + (q − p)m,

i dla p = q = t daje ona t−transformat¦. Okazaªo si¦, »e nasza transformata tilde A 7→ Ãs,t =
A− s(u⊗ Au)− t(Au⊗ u) ma zwi¡zek z transformat¡ Up,q.

Twierdzenie. [KWWys17, Theorem 22] Niech A = A∗ b¦dzie samosprz¦»onym operatorem
na H, i nich µ b¦dzie jego rozkªadem wzgl¦dem stanu wektorowego ϕu(B) := 〈u,Bu〉 (dla
B ∈ B(H)). Niech m = 〈u,Au〉 i zaªó»my, »e (1− s)(1− t) ≥ 0. Wówczas rozkªad perturbacji
rz¦du dwa Ãs,t operatora A, wzgl¦dem ϕ jest transformat¡ Up,q rozkªadu µ operatora A, dla
q = (1− s)(1− t) i p = 1− s− t. Zatem

µÃs,t = µUs,t(A) = U1−s−t,(1−s)(1−t)(µ)

To daªo odpowied¹ na gªówne pytanie naszych bada«.
Transformacja A 7→ Âs,t = A − s(u ⊗ u) − t(Au ⊗ Au), dla samosprz¦»onego A, pozwala

zde�niowa¢ now¡ transformat¦ miar porbabilistycznych Ws,t : µ 7→ Ws,t(µ) dla s, t ∈ R, gdzie
Ws,t(µ) jest rozkªadem Âs,t a µ jest rozkªadem A (wzgl¦dem tego samego stanu). Wªasno±ci
tej transformaty s¡ otwartym problemem badawczym.
Nast¦pnie rozwa»ali±my zwi¡zek naszych bada« i nieprzemiennej probabilistyki, pokazuj¡c,

»e transformata Up,q zachowuje klas¦ wolnych rozkªadów Meixnera. Natomias nie jest tak w
przypadku transformaty Ws,t.
Dla rozkªadu Wignera, czyli miary w CTRG dla wolnej niezale»no±ci, pokazali±my jak przek-

sztaªcaj¡ j¡ transformaty Up,q i Ws,t ([KWWys17, Example 29]). Skonstruowali±my te» model
macierzy Jacobiego J dla transformat J 7→ J̃ i J 7→ Ĵ .
Pokazali±my tak»e zastosowania naszych bada« do macierzy na Cn.
Najpierw, w [KWWys17, Theorem 10], opisali±my zachowanie warto±ci wªasnych w przy-

padku najogólniejszej rozwa»anej perturbacji rz¦du dwa Asr,tr := A − sr(u ⊗ w) − tr(g ⊗ h),
przy dodatkowym parametrze r → +∞. Udowodnili±my, »e w taki przypadku dwie warto±ci
wªasne macierzy Asr,tr s¡ rozbie»ne do niesko«czono±ci, natomiast pozostaªe n − 2 warto±ci
wªasnych d¡»y do zer wielomianu q(z) = det(z −A) · (Qu,w(z)Qg,h(z)−Qg,w(z)Qu,h(z)) (który
ma stopie« n− 2).
Nast¦pnie badali±my zagadnienie przeplatania spektrów macierzy A i As,t := A− s(u⊗w)−

t(g ⊗ h), czyli kiedy pomi¦dzy dwoma kolejnymi warto±ciami wªasnymi jednej macierzy jest
dokªadnie jedna warto±¢ wªasna drugiej macierzy. Pokazali±my, »e je±li A = A∗ ma tylko
jednokrotne warto±ci wªasne, to funkcja Weyla dla ‖u‖ = 1 jest postaci

Qu(A) =
n∑
k=1

ck
z − λk

,
n∑
k=1

ck = 1.

W takjiej sytuacji znale»li±my prosty warunek na wªasno±¢ przeplatania spektrów.

Twierdzenie. [KWWys17, Theorem 17] Niech λmin i λmax b¦d¡ odpowiednio najmniejsz¡ i
najwi¦ksz¡ warto±ci¡ wªasn¡ maceirzy A. Zaªó»my, »e wspóªczynniki ck funkcji Weyla speªniaj¡
warunek ck 6= 0 dla wszystkich k = 1, . . . , n oraz »e st 6= s + t. Wóczas ka»dy z poni»szych
dwóch warunków

stm

st− s− t
≤ λmin, lub λmax ≤

stm

st− s− t
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poci¡ga za sob¡ wªasno±¢ przeplatania spektrów macierzy A i macierzy As,t := A− s(u⊗ w)−
t(g ⊗ h). W szczególno±ci, spektrum σ(As,t) ⊂ R jest rzeczywiste.

5. Opis pozostaªych osi¡gni¦¢ naukowych lub artystycznych,
niewymienionych w pkt. 4.

Moje pozostaªe osi¡gni¦cia matematyczne s¡ nast¦puj¡ce:
1. charakteryzacja grup dyskretnych z jednostajn¡ ±redni¡ Banacha
2. konstrukcja jednostajnie ograniczonych reprezentacji produktów wolnych, które nie s¡ uni-

taryzowalne
3. zde�niowanie i zbadanie wªasno±ci algebr Hecke na drzewach jednorodnych
4. zde�niowanie i zbadaniewªasno±ci sze±ciennej algebry Hecke na grupie kwantowej Uq(2)
5. zde�niowanie i zbadanie wªasno±ci d-deformacji na wolnej przestrzeni Focka oraz rozkªadów

zdeformowanych operatorów Gaussowskich
6. zde�niowanie i zbadanie wªasno±ci poj¦cia bf-niezale»no±ci - poª¡czenia niezale»no±ci wolnej

i boole'owskiej - oraz badania cf-niezale»no±ci - poª¡czenia niezale»no±ci wolnej i klasycznej.
7. zde�niowanie i zbadanie wªasno±ci sªabo monotonicznej przestrzeni Focka i rozkªadów ró»nych

klas operatorów na tej przestrzeni
8. udowodnienie centralnych twierdzen granicznych dla bm-niezale»nych nieprzemiennych zmi-

ennych losowych indeksowanych pewnymi sto»kami niesymetrycznymi
9. zde�niowanie i zbadanie wªasno±ci ª¡cznego promienia numerycznego zwi¡zanego z opera-

torami kreacji na boole'owskiej oraz na sªabo monotonicznej przestrzeni Focka.
Analogicznie jak poprzedni stosuj¦ oznaczenie |A| na ilo±¢ elementów sko«czonego zbioru A.

5.1. Jednostajna ±redniowalno±¢, artykuª [Wys88]. Poj¦cie ±redniej Banacha na grupie Z
liczb caªkowitych zostaªo uogólnione na grupy dyskretne i nazwane full Banach mean value.
Grupy o tej wªasno±ci zostaªy nazwane po angielsku amenable (ja po polsku nazywam je ±red-
niowalne lub grupy ze ±redni¡ Banacha). Z de�nicji, grupa dyskretna G jest ±redniowalna
je±li istnieje sko«czenie addytywna miara probabilistyczna M na G, która jest (lewostron-
nie) niezmiennicza, to znaczy »e dla ka»dego A ⊂ G i x ∈ G jest M(xA) = M(A), gdzie
xA := {xa : a ∈ A}.
Podane zostaªy, w szczególno±ci, nast¦puj¡ce dwie charakteryzacje istnienia ±redniej Banacha

na grupie dyskretnej G:
(1) Følner [1]. Dla dowolnego sko«czonego podzbioru A ⊂ G i dla ka»dego ε > 0 istnieje

sko«czony podzbiór (Følnera) F ⊂ G taki, »e |aF∆F | < ε|F | (rónowa»nie: |aF ∩ F | >
ε|F |) dla ka»dego a ∈ A. Tutaj aF := {ay : y ∈ F}, ∆ oznacza ró»nic¦ symetryczn¡
zbiorów a |F | jest ilo±ci¡ elementów.

(2) Kesten [2]. For every �nitely supported probability measure µ on G the probability
µ(2n)(e) of returning to the identity e ∈ G after 2n steps of a random walk de�ned by µ
on G goes to 1 subexponentially, i.e.

lim
n→∞

2n

√
µ(2n)(e) = 1.

Gordon Keller w pracy [7] wprowadziª jednostajn¡ wersj¦ warunku Følnera jako tak¡, dla
której model niestandardowy G∗ grupy G jest ±redniowalny. Nazwaª grup¦ dyskretn¡ jednosta-
jnie ±redniowaln¡ (ozn. (UF)) je±li istnieje taka funkcja K : N× (0, 1) 7→ N, »e dla dowolnego
podzbioru sko«czonego A ⊂ G mocy |A| ≤ n i dla dowolnego s ∈ (0, 1) isteniej taki zbiór
Følnera F ⊂ G. »e |F | ≤ K(n, s) i |F ∩ aF | > s|F | dla ka»dego a ∈ A (równowa»nie:
|AF | ≤ (1 + s)|F |). Tak»e Marek Bo»ejko [4] badaª jednostajn¡ ±redniowalno±¢ pokazuj¡c, »e
wszystkie dyskretne grupy nilpotentne s¡ jednostajnie ±redniowalne.
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W artykule [Wys88] zde�niowaªem jednostajny warunek Kestena (UK): mówimy, »e grupa
dyskretna G speªni (UK) je±li dla dowolnego skonczonego podzbioru A ⊂ G i dla funkcji
charakterystycznej m tego zbioru, okre±lonej jako

m(x) :=

{
1, x ∈ A
0, x /∈ A

jej pot¦gi splotowe w elemencie neutralnym e ∈ G

m2n(e) := (m ∗ . . . ∗m)︸ ︷︷ ︸
2n times

(e)

speªniaj¡ warunek zbie»no±ci

lim
n→∞

2n
√
m2n(e) = |A|

jednostajnie wzgl¦dem liczby elementów |A| (±redniowalno±¢ zakªada jedynie zwykª¡ zbie»no±¢).
Udowodniªem równowa»no±¢ (UF)⇔(UK) obu warunnków jednostajnych oraz to, »e oba s¡
równowa»ne ±redniowalno±ci dowolnej ultrapot¦gi G? grupy dyskretnej G.

5.2. Konstrukcja rodziny nieunitaryzowalnych jednostajnie ograniczonych reprezen-
tacji produktów wolnych, artykuª [Wys93]. Jacques Dixmier sformuªowaª w 1950r. prob-
lem podobie«stwa, zwany similarity problem: czy ka»da jednostajnie ograniczona reprezen-
tacja grupy dyskretnej (czy te» lokalnie zwartej) G jest podobna do reprezentacji unitarnej?
Dokªadniej, je±li reprezentacja π : G 7→ B(H) na przestrzeni Hilberta H speªnia warunek
supg∈G ‖π(g)‖ < ∞, to czy istnieje taki operator odwracalny (ograniczony) T ∈ B(H), »e
reprezentacja σ grupy G, okre±lona wzorem σ(g) := Tπ(g)T−1, jest unitarna? Dixmier pokazaª,
»e jest to prawd¡ dla grup ±redniowalnych, i w zwi¡zku z tym rozwini¦to badania jakie grupy
maj¡ t¡ wªasno±¢. W latach 1970-tych pokazano, »e grupa wolna nie ma tej wªasno±ci, jednak»e
pojawiaªy si¦ przykªadowe konstrukcje takich reprezentacji grupy wolnej, które s¡ jednostajnie
ogtraniczone ale nie unitaryzowalne.
Mój artykuª [Wys93] po±wi¦cony byª konstrukcji rodziny jednostajnie ograniczonych reprezen-

tacji produktu wolnego grup dyskretnych, z których wi¦kszo±¢ nie byªa unitaryzowalna. W
szczególno±ci moja konstrukcja daªa now¡ seri¦ reprezentacji grup wolnych.
Warto doda¢, »e pó¹niej, w 1997r. Gilles Pisier [10] udowodniª, »e ±redniowalno±¢ jest

rónowa»na problemowi podobie«stwa dla grup.
W artykule [Wys93] podaªem konstrukcj¦ rodziny πz, indeksowanej dyskiem jednostkowym
{|z| < 1}, reprezentacji jednostajnie ograniczonych produktu wolnego G = ∗Nj=1Gj, N ≥ 2
grup dyskretnych (2 ≤ N < ∞). Udowodniªem w [Wys93, Theorem 11], »e te reprezentacje
s¡ nieprzywiedlne je±li wszystkie grupy s¡ niesko«czone i »e unitarne s¡ tylko dla z ∈ ( −1

N−1
, 1).

Ponadto, poniewa» funkcje Mªotkowskiego

ϕz(g) :=

{
1 if g = e

(N−1)z+1
Nz

z‖g‖ if |g| ≥ 1.

s¡ wspóªczynnikami tych reprezentacji, uzyskaªem wniosek, »e te funkcje s¡ dodatnio okre±lone
dla z ∈ ( −1

N−1
, 1). Dodatkowo, poniewa» te funkcje s¡ blokowo radialne (na grupie wolnej), moje

reprezentacje s¡ (prawdopodobnie) nierównowa»ne z innymi znanymi konstrukcjami.
Okazaªo si¦ tak»e, »e dla zN = −1

N−1
reprezentacja πzN jest równowa»na lewej reprezentacji reg-

ularnej, natomiast dla z0 = 0 reprezentacja π0 jest równowa»na reprezentacji quasi-regularnej.
Moja konstrukcja rodziny {πz : |z| < 1} opiera si¦ na dziaªaniu produktu wolnego grup

dyskretnych na drzewie konstrukcji Jean-Pierre Serre'a. Rozwa»aªem operator dziaªaj¡cy na
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podzbiorze V1 tych wierzchoªków, które s¡ warstwami ilorazowymi podgrup. Dziaªanie polega
na �odcinaniu ostatniej litery�: PGj = 0 dla 1 ≤ j ≤ N oraz

g := g1g2 . . . gnGj
P7−→ g := g1g2 . . . gn−1Gjn , je±li gn ∈ Gjn \ {ejn}, jn 6= j.

Je±li L(g)hGj := ghGj oznacza (izometryczne) dziaªanie grupy na V1, to operatory

Az(g) := (I − zP)−1L(g)(I − zP), g ∈ G,
s¡ dobrze okre±lone na funkcjach o no±niku sko«czonym w V1. W tym okre±leniu u»ywam notacji
na szereg Neumanna (I − zP)−1 =

∑∞
k=0 z

kPk. Okre±lona tak rodzina posiada nast¦puj¡ce
wªasno±ci.

Twierdzenie. [Wys93, Theorem 3] Dla |z| < 1 rodzina {Az : |z| < 1} rozszerza si¦ do jednosta-
jnie ograniczonej rodziny reprezentacji produktu wolnego G na `2(V1) z normami ograniczonymi
przez

‖Az(g)‖ ≤ 1 + 2
√
N − 1

|z|
1− |z|

, dla ka»dego g ∈ G.

Reprezentacje te s¡ nieprzywiedlne, je±li grupy Gj s¡ niesko«czone (z wyj¡tkiem przypadków
z = 0 i z = −1

N−1
). Nast¦pnie zde�niowaªem rodzin¦ {Vz : |z| < 1} ograniczonych operatorów

odwracalnych na `2(V1) i zbadaªem reprezentacje πz(g) := V −1
z Az(g)Vz, które okazaªy si¦ by¢

unitane wtedy i tylko wtedy, gdy z ∈ ( −1
N−1

, 1) ([Wys93, Theorem 11] - jest to gªówny wynik tej
pracy). Ponadto obliczyªem te» jednostajne oszacowanie norm ‖πz(g)‖.

5.3. Algebra Hecke na drzewach jednorodnych, artykuª [Wys94]. Na zbiorze Vq wierz-
choªków drzewa jednorodnego Xq = (Eq, Vq) stopnia jednorodno±ci q ≥ 2 rozwa»amy nast¦pu-
j¡cy ci¡g funkcji (dwóch zmiennych) zale»nych od odlegªo±ci dist na Xq: dla n ≥ 0 okre±lamy

χn(x, y) =

{
1 je±li dist(x, y) = n

0 je±li dist(x, y) 6= n.

Te funkcje mo»na traktowa¢ jako j¡dra operatorów, okre±lonych (przynajmniej) na przestrzeni
K(Vq) funkcji o no±nikach sko«czonych na Vq wzorami:

χn(f)(x) =
∑
y∈Xq

f(y) =
∑

dist(x,y)=n

f(y), x ∈ Vq,

a zatem ich zªo»enie jest dobrze zde�niowane i dane jest wzorami:

χn ◦ χ0 = χn = χ0 ◦ χn, n ≥ 0,

χ1 ◦ χ1 = χ2 + qχ0,

χ1 ◦ χn = χn+1 + (q − 1)χn−1. n ≥ 2.

Zatem algebra Hecke H(Xq) := alg{χn : n ≥ 0}, generowana przez te j¡dra, jest przemienna,
ma jedynk¦ χ0 i jest generowana przez χ1. Mo»na j¡ traktowa¢ jako analog algerby funkcji
radialnych na grupie wolnej, w której zachodz¡ analogiczne relacje.
Gªównym zagadnieniem rozwa»anym w artykule [Wys94] byªo zbadanie czy H(Xq) jest

maksymaln¡ abelow¡ podalgebr¡ (ozn.: MASA=Maximal Abelian Sub-Algebra) w zadanej wi¦k-
szej algebrze operatorów na drzewie. Dokªadnie, je±li H(Xq) ⊂ A jest rozwa»ana jako podal-
gebra w algebrze A j¡der operatorowych ϕ(x, y) na Xq i je±li H(Xq)

′ := {ϕ ∈ A : ϕ ◦ χn =
χn ◦ ϕ, ∀ n ≥ 0} jest jej komutantem, to pytamy czy zawieranie H(Xq) ⊆ H(Xq)

′ jest istotne
czy nie; równo±¢ oznacza, »e H(Xq) jest MASA w A. A poniewa» H(Xq) jest generowana przez
χ1, problem ten mo»na przeformuªowa¢ nast¦puj¡co: czy prawd¡ jest, »e je±li ϕ ∈ A speªnia
ϕ ◦ χ1 = χ1 ◦ ϕ to ϕ ∈ H(Xq)?
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W artykule [Wys94] rozwa»aªem ró»ne przykªady algebry A, dobierane do tego problemu.
1. A = F(Xq), gdzie ϕ ∈ F(Xq) je±li istnieje m ∈ N takie, »e ϕ(x, y) = 0 o ile dist(x, y) > m.

Wówczas F(Xq) jest analogiem funkcji o no±nikach sko«czonych (w przypadku grup wolnych)
i H(X) ⊂ F(Xq). W tym przypadku pokazaªem nast¦puj¡c¡ wªasno±¢.

Twierdzenie. [Wys94, Theorem 3.1] Je±li q ≥ 3 to H(Xq) jest MASA w F(Xq).

Dowód jest czysto geometryczny i wykorzystuje pewien trik polegaj¡cu na mo»liwo±ci
odwrócenia strzaªki ª¡cz¡cej dwa wierzchoªki na drzewie, przesuwaj¡c j¡ mi¦dzy kolejnymi
wierzchoªkami, gdy q ≥ 3 (w rzeczywisto±ci wystarczy, gdy istnieje chocia» jeden wierzchoªek
stopnia co najmniej 3)

2. Dla q = 2 korzystamy z uto»samienia X2 = Z drzewa stopnia 2 i liczb caªkowitych. Sytuacja
jest odmienna od poprzedniej, gdy» algebra Hecke nie jest MASA.
W tej sytuacji s¡ dwie naturalne klasy macierzy (niesko«czonych) (aj,k)j,k∈Z, które komu-

tuj¡ z χ1:
• macierze Hankela hj,k := v(j + k), których wyrazy zale»¡ tylko od sumy indeksów,
• macierze Toeplitza tj,k := u(k − j), których wyrazy zale»¡ tylko od ró»nicy indeksów,

Niech Z1(Z) b¦dzie algebr¡ wszystkich operatorów ograniczonych jednocze±nie na `1(Z) i na
`∞(Z), z norm¡

‖a‖ := inf

{
C > 0 : max

{
sup
j∈Z

+∞∑
k=−∞

|aj,k|, sup
k∈Z

+∞∑
j=−∞

|aj,k|

}
≤ C

}
.

Niech F1(Z) oraz M1(Z) b¦d¡ domkni¦ciami odpowiednio F(Z) i H(Z) w Z1(Z), i niech
(M1(Z))′ b¦dzie komutantem algebry M1(Z) w Z1(Z). Niech H1(Z) i T1(Z) oznaczaj¡
podzbiory odpowiednio macierzy Hankela i Toeplitza w Z1(Z), wówczas H1(Z)∩T1(Z) = {0}
i jest nast¦puj¡ca charakteryzacja komutanta.

Twierdzenie. [Wys94, Theorem 4.1]M1(Z) nie jest MASA a komutant (M1(Z))′ rozkªada
si¦ na sum¦ porst¡

(M1(Z))′ = H1(Z)⊕ T1(Z).

W dowodzie najpierw pokazaªem, »e je±li a ∈ (M1(Z))′ to, dla ka»dego k ∈ Z, istnieje
granica wzdªu» przek¡tnej

v(k) = lim
n→+∞

a−n,n+k = lim
n→−∞

a−n,n+k

u(k) = lim
n→+∞

an,n+k = lim
n→−∞

an,n+k.

Nastepnie zde�niowaªem dwie macierze tj,k := u(k − j), hj,k = v(k + j) i pokazaªem, »e
t ∈ T1(Z) jest Toeplitza, h ∈ H1(Z) jest Hankela i zachodzi rozkªad a = t + h. Natomiast
okazaªo si¦, »e T1(Z) ⊂ Z1(Z) is MASA.

3. W ogólnym przypadku drzewa jednorodnego Xq stopnia q ≥ 2 rozwa»aªem F1(X) jako
domkni¦cie algebry F(X) w normie

‖ϕ‖ := inf

{
C > 0 : max

{
sup
x

∑
y

|ϕ(x, y)|, sup
y

∑
x

|ϕ(x, y)|

}
≤ C

}
.

W przypadku q = 2 czyli X2 = Z mamy istotne zawieranie F1(Z) ( Z1(Z) (podaªem na to
przykªad) tak wi¦c algebra F1(Z) jest istotnie mniejsza.
W ogólnej sytuacji, dla q ≥ 3, podalgebra HeckeM1(X) ⊂ F1(X) jest MASA.

Twierdzenie. [Wys94, Theorem 5.2] Podalgebra HeckeM1(X) ⊂ F1(X) jest MASA.
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Dowód opiera si¦ na rozwa»aniach kombinatorycznych, wykorzystuje si¦ tak»e fakt, i»
ϕ ∈ F1(X) je±li jednocze±nie

sup
x

∑
y,

dist(x, y) ≥ n

|ϕ(x, y)| −→
n

0, and sup
y

∑
x,

dist(x, y) ≥ n

|ϕ(x, y)| −→
n

0.

5.4. Sze±cienna algebra Hecke zwi¡zana z grup¡ kwantow¡ Uq(2), artykuªy [Wys10a,
Wys2009a]. W pracy [23] Stanisªaw Lech Woronowicz pokazaª, »e z grup¡ kwantow¡ SUq(N)
stowarzyszony jest q-zdeformowana symetria, która na bazie standardowej {εj ∈ CN : j =
1, . . . , N}, jest dana wzorami

σ(εa ⊗ εb) =


q · εb ⊗ εa je±li a < b,

εa ⊗ εa je±li a = b,

q · εb ⊗ εa + (1− q2)εa ⊗ εb je±li a > b.

Ta q-symetria jest operatorem samosprz¦»onym i speªnia równania Yanga-Baxtera, i równanie
kwadratowe Hecke σ2 = (1− q2)σ+ q2I. Zatem de�niuje ona rodzin¦ q-zdeformowanych algebr
Hecke {Hq,n : n ∈ N}, gdzie Hq,n jest algebr¡ operatorów splataj¡cych n-t¡ pot¦g¦ tensorow¡
ko-reprezentacji fundamentalnej grupy kwantowej SUq(2).
Dla grupy kwantowej Uq(2), której konstrukcj¦ podaªem w pracy [Wys04], skonstruowaªem

analogiczny operator α, dany na standardowej bazie ortonormalnej (j, k) := ej ⊗ ek w C⊗2

wzorami [Wys10a, Equations (2.6)]

α(j, j) = (j, j), j = 1, 2, 3,

α(1, 2) = −q(2, 1),

α(1, 3) = −q(3, 1),

α(3, 2) = −q(2, 3),

α(3, 1) = (1− q2)(3, 1)− q(1, 3),

który speªnia równania Yanga-Baxtera i jego kwadrat jest samosprz¦»ony α2 = (α2)∗. Ponadto
okazaªo si¦, »e speªnia on równanie trzeciego rz¦du (sze±cienne)

(α2 − I)(α + q2I) = 0

i dlatego generuje rodzin¦ sze±ciennych algebr Hecke Hq,n(2) (w sensie Funara [37]).
Moja konstrukcja byªa nowym nietrywialnym przykªadem rodziny sze±ciennych algebr Hecke

(u Funara byªo równanie sze±cienne α3 = 1).

5.5. d−deformacja wolnej przestrzeni Focka, artykuª [Wys05a]. W aartykule [Wys05a]
badaªem deformacje operatorów gaussowskich na wolnej przestrzeni Focka F(H), zbudowanej
na przestrzeni Hilberta H, oraz ich rozkªady wzgle¦dem stanu pró»niowego. Zde�niowaªem
nast¦puj¡ce deformacje.

De�nicja. [Wys05a, De�nition 2.1] Dla d > 0 i dla wektora f ∈ H okre±lamy dwa operatory
na F(H)

D(f)(x⊗ y) = 〈f, x〉 · 〈f, y〉 · Ω, x, y ∈ HC

D(f)v = 0 if v ⊥ HC ⊗HC,

D∗(f)Ω = f ⊗ f,
D∗(f)v = 0 je±li v ⊥ Ω.
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Tutaj Ω oznacza wektor pró»niowy, HC jest kompleksy�kacj¡ H a D∗(f) jest operatorem
sprz¦»onym do D(f) na F(H). Nast¦pnie, dla d ∈ R, dla wektora jednostkowego f ∈ H
i operatora kreacji A†(f) oraz operatora anihilacji A(f) rozwa»aªem deformacje operatorów
gaussowskich

Gd(f) := A(f) + dD(f) + A†(f) + dD∗(f)

i badaªem ich rozkªady µd wzgl¦dem stanu pró»niowego ω. Równowa»nie, sprowadziªem to do
wyznaczaniu momentów

Md(n) := 〈(Gd)
nδ0, δ0〉

operatorów Gd rozwa»anych na `2, dziaªaj¡cych na ortonormalnej bazie standardowej {δn : n ≥
0} ⊂ `2 wzorami

Gdδ0 = δ1 + dδ2,

Gdδ2 = dδ0 + δ1 + δ3,

Gdδn = δn−1 + δn+1, if n ≥ 3 orn = 1.

Motywacj¡ tych rozwa»an byªy moje poprzednie badania [BWys01], w których pokazaªem, »e t-
transformacja miary byªa zwi¡zana z perturbacj¡ dziaªaj¡c¡ nietrywialnie tylko na CΩ←→ H.
Dl;atego perturbacje dziaªaj¡ce nietrywialnie tylko na CΩ ←→ H ⊗ H stanowiªy nast¦pne
naturalne wyzwanie.
Pokazaªem [Wys05a, formulas (1), (2)] wzory rekurencyjne dla tych momentów, w których

pojawiaj¡ si¦ liczby Catalana Cn := (2n)!
n!(n+1)!

:

Md(0) = 1, Md(1) = 0, Md(2) = 1 + d2, Md(3) = 2d, Md(4) = 2 + 3d2 + d4,

Md(2n) = Cn + d2

n∑
s=1

Cn−s

s∑
k=1

CkMd(2s− 2k) + d
n∑
s=3

Cn−s

s−2∑
k=1

CkMd(2s− 2k − 1)

+ d
n−1∑
s=2

(Cn−s+1 − Cn−s)Md(2s− 1), n ≥ 3,

Md(2n+ 1) = d2

n∑
s=2

Cn−s

s−1∑
k=1

CkMd(2s− 2k + 1) + d
n∑
s=1

Cn−s

s∑
k=1

CkMd(2s− 2k)

+ d
n−1∑
s=0

(Cn−s+1 − Cn−s)Md(2s), n ≥ 2.

Funkcja tworz¡ca tych momentów jest dana jawnym wzorem [Wys05a, Proposition 3.1]:

Md(x) :=
2x2

4x3d+ (2d2 + 1)x2 − 2xd− d2 + (d+ x)
√

1− 4x2
,

z którego wynika posta¢ transformaty Cauchy'ego miary µd

Gd(z) :=
2

−z3d2 − 2z2d+ (2d2 + 1)z + 4d+ (1 + zd)z
√

1− 4
z2

.

Z tego wzoru otrzymuje si¦ cz¦±¢ absolutnie ci¡gª¡ miary.

Twierdzenie. [Wys05a, Theorem 4.1] Rozkªad µd ma g¦sto±¢

gd(x) :=
(1 + xd)x2

√
4− x2

(1 + xd)4 − (x2 − 1)(x2 − 2)(1 + xd)2 + (x2 − 1)2
, −2 ≤ x ≤ 2.
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W szczególno±ci

gd(0) = lim
x→0

gd(x) =
1

π(1 + 4d2)
.

Przypadek szczególny d = 1 ma nast¦puj¡cy jawny opis.

Proposition. [Wys05a, Proposition 5.1] Rozkªad µ1 ma g¦sto±¢

g1(x) =
1

2π
·
√

4− x2

5− x2
, −2 ≤ x ≤ 2

oraz atomy w −1 i
√

5, oraz posta¢ jawn¡

µ1 =
1

2
δ−1 +

1

2
√

5
δ√5 + g1(x)dx.

W tym przypadku momenty nieparzyste s¡ dane prostym wzoremM(2n+1) = 5n−1
2

, natomi-
ast momenty parzyste s¡ dane przez szereg hipergeometryczny Eulera, który te» mo»na jawnie
wyliczy¢.

Proposition. [Wys05a, Proposition 5.2] Momenty parzyste miary µ1 s¡ dane wzorem

M1(2n) =
1 + 5n−

1
2

2
+

4n+1(2n− 1)!!

10
√

5(2n+ 2)!!
·

[
1 +

∞∑
k=0

(2k + 5)!!(n+ 1)

(2k)!!2(n+ k + 2)

(
4

5

)k+1
]
.

W ogólnym przypadku 0 < d 6= 1 otrzymaªem nast¦puj¡cy wynik.

Twierdzenie. [Wys05a, Theorem 6.1] Dla dodatniej liczby d 6= 1 rozkªad µd ma g¦sto±¢ gd(x).
Ponadto, nie ma atomów je±li 0 < d <

√
3−1
2

. Je±li
√

3−1
2
≤ d <

√
3+1
2

, to rozkªad ten ma jeden

atom w przedziale [2,∞), a dla
√

3+1
2
≤ d ma dwa atomy: jeden w x+ ≥ 2 i drugi x− ≤ −2.

Atomy te s¡ jednoznacznie wyznaczone jako rozwi¡zania równa« ϕ(x+) = d = ψ(x−), w których
funkcje ϕ, ψ s¡ ±ci±le monotoniczne i dane wzorami

ϕ(x) =
1

x
·

(√
2(x2 − 1)

x2 − 2− x
√
x2 − 4

− 1

)
, x ≥ 2,

ψ(x) =
−1

x
·

(√
2(x2 − 1)

x2 − 2 + x
√
x2 − 4

+ 1

)
, x ≤ −2.

5.6. Niezale»no±ci nieprzemienne (bf-niezale»no±¢ i cf-niezale»no±¢), artykuªy [KWys13,
SWys16].

5.6.1. artykuª [KWys13]. W artykule [KWys13], wspólnym z Ann¡ Kul¡, skonstruowali±my
model dla mieszanej niezale»no±ci boole'owskiej i wolnej. Oparty jest on o konstrukcj¦ bf-
produktu przestrzeni Hilberta [KWys13, De�nition 2.1] oraz bf-rozszerze« operatorów [KWys13,
De�nition 2.2]. Mianowicie, bf-produkt rodziny przestrzeni Hilberta {Hξ = CΩ ⊕ H0

ξ : ξ ∈
X}, indeksowanych zbiorem cz¦±ciowo uporz¡dkowanym (X ,�), jest to przestrze« HIlberta H,
rozpi¦ta na (jednostkowym) wektorze pró»ni Ω oraz wszystkich tensorach prostych postaci

hη1 ⊗ · · · ⊗ hηm , hηk ∈ H0
ηk
, 1 ≤ k ≤ m, η1 6= η2 6= . . . 6= ηm,

gdzie ci¡g sko«czony (η1, . . . , ηm) jest ªa«cuchem (to zaczy, »e ka»de dwa jego elementy s¡
porównywalne). Wówczas H ma naturalny iloczyn skalarny na ka»dej podprzestrzeni H0

η1
⊗

· · ·⊗H0
ηm , i ka»de dwie takie podprzestrzenie s¡ ortogonalne, je±li okre±laj¡ce je ci¡gi indeksów

s¡ ró»ne.
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Na takiej przestrzeni, dla dowolnego indeksu ξ ∈ X , zde�niowali±my bf-rozszerzenie operatora
Aξ, ograniczonego na Hξ, do operatora ograniczonego na bf-produkcie H. Ideologicznie, takie
rozszerzenie dziaªa na tensorze prostym hη1⊗· · ·⊗hηm zgodnie z pierwszym indeksem η1 w taki
sposób, »e otrzymany w rezultacie ci¡g indeksów jest znowu ªa«cuchem; w przeciwnym razie
wynikiem jest wektor zerowy.
Udowodnili±my, »e ta konstrukcja posiada nast¦puj¡ce wa»ne dwie cechy, które uprawniaj¡

do nazwania jej bf-niezale»no±ci¡.

Twierdzenie. [KWys13, Theorem 2.1] Dla ξ ∈ X niech Aξ b¦dzie algebr¡ bf-rozszerze« opera-
torów z B(Hξ) na bf-produkt H.

(B) Je±li zbiór X indeksów jest antyªa«cuchem, to algebry {Aξ : ξ ∈ X} s¡ niezale»ne
boole'owsko.

(F ) Je±li zbiór X indeksów jest ªa«cuchem, to algebry {Aξ : ξ ∈ X} s¡ wolnie niezale»ne.

Dla takiej konstrukcji rozwa»ali±my tak»e analogi CTG. Jako zbiór cz¦±ciowo uporz¡dkowany
rozwa»ali±my X = Rd, z cz¦±ciowym porz¡dkiem � okre±lonym przez sto»ek dodatni Πd = Rd+.
Zde�niowali±my znormalizowane sumy cz¦±ciowe

Sξ :=
1√
|Jξ|

∑
η∈Jξ

Aη,

w których sumowanie jest po zbiorach sko«czonych postaci

Jξ := {η = (n1, . . . , nd) ∈ Nd : 0 ≤ aj ≤ bj} je±li ξ = (b1, . . . , bd) ∈ Πd,

a |Jξ| oznacza ilo±¢ elementów.
Przy takich oznaczeniach udowodnili±my nast¦puj¡ce twierdzenie (w którym ξ →∞ oznacza,

»e b1, . . . , bd →∞).

Twierdzenie. [KWys13, Theorem 3.1] Niech {Aξ : ξ ∈ Nd} b¦dzie rodzin¡ bf-rozszerze«
samosprz¦»onych operatorów speªniaj¡cych: ω(Aξ) := 〈AξΩ,Ω〉 = 0 and ω(A2

ξ) := 〈A2
ξΩ,Ω〉 =

1. Wówczas, dla ka»dego n ∈ N, istnieje granica

0 = lim
ξ→∞

ϕ((Sξ)
2n+1),

gn(d) = lim
ξ→∞

ϕ((Sξ)
2n)

i dla ka»dego d ∈ N, ci¡g (gn(d))n≥0 jest ci¡giem parzystych momentów symetrycznej miary
probabilistycznej µd on R.

Dowód sprowadza si¦ do oszacowania liczno±ci |bfNCn2 (Jξ)|, gdzie bfNCn2 (Jξ) jest zbiorem
wszystkich bf-porz¡dków na dwupartycjach zbioru {1, 2, . . . , 2n}, zadanych przez elementy
zbioru Jξ. W tym celu wprowadzili±my podzbiory bfNCn2,1(Jξ) takich elementów z bfNCn2 (Jξ),
które maj¡ tylko jeden blok zewn¦trzny i pokazali±my [KWys13, Lemma 3.2]

|bfNCn2,1(Jξ)| = Ln · |Jξ|n +O(|Jξ|n−1)

dla pewnego ci¡gu (Ln)n≥0. Podobnie pokazali±my w [KWys13, Lemma 3.3], »e

|bfNCn2 (Jξ)| = Kn · |Jξ|n +O(|Jξ|n−1)

dla pewnego ci¡gu (Kn)n≥0. Z tego wynikaªa reekurencja

gn(d) := Kn =
n∑
k=1

Kn−kLk.
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5.6.2. artykuª [SWys16]. W artykule [SWys16], wspólnym z Rolandem Speicherem, rozwa»al-
i±my konstrukcj¦ niezale»no±ci zadan¡ przez macierz (εij)i,j∈I , indeksowan¡ pewnym zbiorem
I, o wyrazach εij ∈ {0, 1}. Taka konstrukcja byªa podana przez Wojciecha Mªotkowskiego [43]
pod nazw¡ Λ−niezale»no±¢ (któr¡ my okre±lili±my mianem ε−niezale»no±¢).

De�nicja. [SWys16, De�nition 3.2]

(1) Niech Iεn ⊂ In b¦dzie podzbiorem skªadaj¡cym si¦ ze wszystkich takich ci¡gów i := (i(1), . . . , i(n)) ∈
In, które speªniaj¡ warunek: je±li i(k) = i(l) dla pewnego 1 ≤ k < l ≤ n, to istnieje
k < p < l takie, »e εi(k)i(p) = 0.

(2) Rodzina {Ai : i ∈ I} podalgebr w nieprzemiennej przestrzeni probabilistycznej (A, ϕ) jest
ε−niezale»na, je±li
• Ai i Aj komutuj¡ gdy εij = 0;
• je±li i := (i(1), . . . , i(n)) ∈ Iεn oraz ak ∈ Ai(k) s¡ takie, »e ϕ(ak) = 0 dla k = 1, . . . , n,
to ϕ(a1 . . . an) = 0.

Jako przykªad podali±my, »e ε-produkt grup G := ?εGi, okre±lony jako iloraz produktu
wolnego grup przez relacje komutacji postaci [Gi, Gj] = e je±li εij = 1, speªnia warunki ε-
niezale»no±ci w nieprze,moiennej przestrzeni probabilistycznej (C[G], τ), gdzie τ jest stanem na
algebrze grupowej C[G] okre±lonym jako branie warto±ci w elemencie neutralnym e ∈ G.
Gªównym wynikiem artykuªu [SWys16] jest opis ε-niezale»no±ci przy pomocy wolnych ku-

mulant. Zazwyczaj taka relacja jest dana poprzez wzór na momenty-kumulanty , w którym
dany moment mieszane jest wyra»ony jako suma, w której pojawiaj¡ si¦ kumulanty zwi¡zane
z pewnymi partycjami. Pokazali±my jaki szczególny zbiór partycji pojawia si¦ w takim wzorze
dla ε-niezal»no±ci, oraz »e w takim wzorze wyst¦puj¡ wolne kumulanty {κm : m ≥ 1}. .
Mianowicie, aby wyliczy¢ moment mieszany postaci ϕ(a1 . . . an), dla elementów ak ∈ Ai(k),

1 ≤ k ≤ n, gdzie algebry Ak s¡ ε−niezale»ne w (A, ϕ), rozwa»amy ci¡gi indeksów i :=
(i(1), . . . , i(n)) i okre±lamy zbiory NCε(i) zwi¡zanych z nimi ε-nieprzecinaj¡cych partycji w
nast¦puj¡cy sposób [SWys16, De�nition 5.1]. Mówimy, »e π ∈ NCε(i) je±li π jest partycj¡
zbioru {1, . . . , n} o nast¦puj¡cych wªasno±ciach

• blok partycji π ª¡czy dwa elementy 1 ≤ k < l ≤ n (notacja: k ∼π l) tylko je±li
odpowiadaj¡ce im elementy z i s¡ równe, czyli je±li i(k) = i(l);
• je±li istnieje 1 ≤ k1 < l1 < k2 < l2 ≤ n takie, »e k1 ∼π k2 oraz l1 ∼π l2, gdzie k1 �π l1, to
εi(k1)i(l1) = 1; czyli przeci¦cia s¡ dopuszczalne tylko je±li odpowiednie algebry komutuj¡.

Wówczas wzór na momenty-kumulanty dla ε-niezale»no±ci jest dany przez nast¦puj¡ce twierdze-
nie.

Twierdzenie. [SWys16, Theorem 5.2] Niech {Ai : i ∈ I} b¦d¡ ε-niezale»nymi podalgebrami
w nieprze,miennej przestrzeni probablistycznej (A, ϕ) i niech ak ∈ Ai(k) dla 1 ≤ k ≤ n. Niech
i := (i(1), . . . , i(n)), wówczas prawdziwy jest nast¦puj¡cy wzór

ϕ(a1 . . . an) =
∑

π∈NCε(i)

κπ(a1 . . . an),

gdzie, z de�nicji

κπ(a1 . . . an) :=
∑
B∈π

κB(a1 . . . an),

κB(a1 . . . an) := κm(ak1 , . . . , akm) je±li B = {k1 < · · · < km} ∈ π.

5.7. Sªabo monotoniczna przestrze« Focka, artykuªy [Wys05, CGWys20].
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5.7.1. artykuª [Wys05]. Moj¡ motywacj¡ do konstrukcji sªabo monotonicznej przestrzeni Focka
byªa ch¦¢ skonstruowania przykªadu operatorów monotonicznie niezale»nych, dziaªaj¡cych na
(podprzestrzeni) wolnej przestrzeni Focka, które by miaªy rozkªady dane przez prawo arkusa
sinusa, czyli przez monotoniczne CTG. Taka przestrze« pojawiªa si¦ pocz¡tkowo w wykªadach
Marka Bo»ejki z 2002r., opublikowanych jednak dopiero w [44], jako specjalny przykªad ogól-
nej deformacji typu µ−CCR i µ−CAR zde�niowanych przez Wiesªawa Pusza and Stanisªawa
Lecha Woronowicza [45]. Mianowicie, 0-CAR daje dyskretn¡ przestrze« monotoniczn¡ Focka
(Murakiego), a w przypadku 0-CCR otrzymuje si¦ sªabo monotoniczn¡ przestrze« Focka.
Jednak moja konstrukcja startowaªa z innego punktu widzenia ni» obserwacja Marka Bo»ejki.

Rozwa»aªem podprzestrze« FWM(H) wolnej przestrzeni Focka F(H), zbudowan¡ na przestrzeni
Hilberta H, która jest rozpi¦ta przez vektor pró»ni Ω oraz tensory proste postaci

eir ⊗ · · · ⊗ ei1 , dla ir ≥ . . . ≥ i1,

gdzie {er : r ∈ N} jest baz¡ ortonormaln¡ w H. Nast¦pnie, dla dowolnego i ∈ N, okre±la
si¦ operatory sªabo monotonicznej kreacji (AMi )∗ = A∗(ei) i sªabo monotonicznej anihilacji
AMi := A(ei) na FWM(H) nast¦puj¡cymi wzorami

(AMi )∗Ω = ei,

AMi Ω = 0,

(AMi )∗(eir ⊗ · · · ⊗ ei1) = ei ⊗ eir ⊗ · · · ⊗ ei1 , je±li i ≥ ir,

(AMi )∗(eir ⊗ · · · ⊗ ei1) = 0, je±li i < ir,

AMi (eir ⊗ · · · ⊗ ei1) = eir−1 ⊗ · · · ⊗ ei1 , je±li i = ir,

AMi (eir ⊗ · · · ⊗ ei1) = 0, je±li i 6= ir,

Sªabo monotoniczne operatory kreacji i anihilacji s¡ okre±lone tak, aby zachowywaªy sªabo
monotoniczn¡ przestrze« Focka FWM(H). Ponadto, s¡ one wzajemnie sprz¦»one do siebie.
Dla operatorów poªo»enia Gi := (AMi )∗+AMi , i ∈ N, podaªem bezpo±redni dowód odpowied-

niego CTG [Wys05, Theorem 3.1]. Pozwoliªo mi to otrzyma¢ nowy wzór rekurencyjny na (znor-
malizowane) najwy»sze wspóªczynniki dwumianowe (które s¡ parzystymi momentami rozkªadu
arkus sinus)

gn =
n∑
k=1

1

k
· gk−1 · gn−k, where gn :=

1

2n

(
2n

n

)
,

który, po pomno»eniu przez 2n daje dowód znanego wzoru(
2n

n

)
=

n∑
k=1

2

k
·
(

2k − 2

k − 1

)
·
(

2n− 2k

n− k

)
.

Czerpi¡c dalsz¡ motywacj¦ z konstrukcji t-deformacji wolnej przestrzeni Focka [BWys01],
rozwa»aªem deformacje wolnych operatorów kreacji i anihilacji, dane przez operator okre±lony
w [Wys05, De�nition 4.1]: dla f, x ∈ H i ‖f‖ = 1 niech

C(f)x = 〈f, x〉Ω,
C(f)v = 0 je±li v ∈ FWM(H), v ⊥ H, v ⊥ Ω,

C(f)∗Ω = f,

C(f)∗v = 0, je±li v ⊥ Ω.



AUTOREFERAT 45

Nast¦pnie, dla parametru c ∈ R i wektora jednostkowego f ∈ H, rozwa»aªem nast¦puj¡ce
operatory samosprz¦»one na wolnej przestrzeni Focka F(H)

Gc(f) := (a†(f) + c · C(f)∗) + (a(f) + c · C(f)),

i obliczyªem ich momenty wzgl¦dem stanu pró»niowego ψ

Mc(n) := 〈Gc(f)nΩ,Ω〉 = ψ(Gc(f)n)

Te momenty okazaªy si¦ by¢ momentami nast¦puj¡cej miary probabilistycznej.

Twierdzenie. [Wys05, Theorem 4.2] Ci¡g {Mc(n) : n = 0, 1, 2, . . .} jest ci¡giem momentów
miary probabilistycznej µc, danej nast¦puj¡cymi wzorami (zale»nymi od parametru c ∈ R)

µc = δ0, dla c = −1,

µc(dx) =
1

π
· dx√

4− x2
, dla |c+ 1| =

√
2,

µc(dx) =
1

2π(1 + c)2
·
√

4− x2

1− c(c+2)
(1+c)4x2

dx, dla |c+ 1| <
√

2, c 6= −1,

µc(dx) =
1

2π(1 + c)2
·
√

4− x2

1− c(c+2)
(1+c)4x2

dx+
1

2

(
1− 1

c(c+ 2)

)
(δx+

c
+ δx−c ), dla |c+ 1| >

√
2,

x±c := ±(1 + c)4

c(c+ 2)
.

W szczególnym przypadku c = cN := 1−
√

2N
2N−1

otrzymuje si¦ miary Kestena [3].

Dla c = −1 +
√

2 operatory te maj¡ rozkªad arkusa sinusa.
Nast¦pnie rozwa»aªem obci¦cia operatorów Gc(f), dla c = −1 +

√
2, do sªabo monotonicznej

przestrzeni Focka FWM(H). To obci¦cie, oznaczone jako B(f), tak»e ma rozkªad arkusa sinusa,
ale, niestety, nie byªy one monotonicznie niezale»ne. Dlategov wprowadziªem dodatkow¡ per-
turbacj¦ sªabo monotonicznych kreacji i anihilacji, która daªa nast¦puj¡ce operatory [Wys05,
De�nition 5.2]

Kc(n) := (AMn + (AMn )∗) + c · (Dn +D∗n),

w których operatory perturbacji Dn i D∗n zostaªy zde�niowane na FWM(H) w nast¦puj¡cy
sposób (podbnie jak operatory monotonicznej kreacji i ahnihilacji).

De�nicja. [Wys05, De�nition 5.1]

D∗n(eir ⊗ · · · ⊗ ei1) = en ⊗ eir ⊗ · · · ⊗ ei1 , je±li n > ir,

D∗n(eir ⊗ · · · ⊗ ei1) = 0, je±li n ≤ ir,

Dn(eir ⊗ · · · ⊗ ei1) = eir−1 ⊗ · · · ⊗ ei1 , je±li n = ir > ir−1,

Dn(eir ⊗ · · · ⊗ ei1) = 0, poza tym.

Pokazaªem w [Wys05, Theorem 5.1], »e rodzina operatorów {Kc
n : n ∈ N} jest monotonicznie

niezale»na (dla dowolnego c ∈ R), a dla c = −1 +
√

2 ka»dy operator ma rozkªad arkusa sinusa
[Wys05, Proposition 5.2].
W nast¦nej kolejno±ci rozwa»aªem operatory na FWM(H), okre±lione dla parametru λ > 0

wzorem
Pλ := (A∗ + cD∗ + λI) (A+ cD + λI)

które, w kontek±cie nieprzemiennej probabilistyki, mog¡ de�niowa¢ proces typu Poissona z
intensywno±ci¡ λ (je±li rozwa»a si¦ ich rozkªady wzgl¦dem stanu pró»niowego). Okazaªo si¦, »e
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w tym przypadku tak nie jest, poniewa» otrzymane rozkªady nie byªy tymi, które uzyskaª, w
formie niejawnej, Naofumi Muraki [32].
Niemniej jednak pewne ciekawe rachunki pozwoliªy opisa¢ rozkªady tych operatorów.

Twierdzenie. [Wys05, Theorem 6.1] Miara typu Poissona νλ, dana momentami

ψ((Pλ)
n) =

∫ +∞

−∞
xn νλ(dx),

ma nast¦puj¡ c¡ jawn¡ posta¢

νλ = β+(λ)δλ(1+λ2+x+) + β−(λ)δλ(1+λ2+x−) + hλ(x)dx,

gdzie

1. atom dodatni x+ :=
√

4 + 1
λ2 ma mas¦

β+(λ) :=

√
1 + 4λ2 − 1

3
√

1 + 4λ2 + 1 + 4λ2

i wyst¦puje dla wszystkichλ > 0,
2. atom ujemny x− := −(λ+ 1

λ
) ma mas¦

β−(λ) :=
2(1− λ2)

2− λ2

i wyst¦puje wtedy i tylko wtedy, gdy 0 < λ ≤ 1,
3. cz¦±¢ absolutnie ci¡gªa jest dana wzorem

hλ(x) :=
λ

π
·
√

[(λ+ 1)2 − x][x− (λ− 1)2]

x[2(1 + λ2)x− (x2 + λ2(λ2 − 2))]
, for (λ− 1)2 ≤ x ≤ (λ+ 1)2,

dla wszystkich λ > 0.

5.7.2. artykuª [CGWys20]. W artykule [CGWys20], wspólnym z Vitonofrio Crismale i Mari¡
Elen¡ Griseta, badali±my rozkªady sum operatorów poªo»enia na sªabo monotonicznej przestrzeni
Focka FWM(H). Je±li {ei ∈ H : i ∈ N} oznacza baz¦ ortonormaln¡ w przestrzeni Hilberta H,
to A†i i Ai oznaczaj¡ odpowiednio operator kreacji i anihilacji przez wektor ei. Operatory te s¡
wzajemnie sprz¦»one (Ai)

∗ = A†i i speªniaj¡ pewne relacje komutacji.

Lemat. [CGWys20, Lemma 2.1] Nast¦puj¡ce relacje komutacji s¡ prawdziwe:

A†iA
†
j = 0 je±ªi i < j,

AkAjA
†
j =

{
Ak je±li j ≥ k

0 otherwise

AjA
†
jAk = Ak je±li j ≥ k.

W szczególno±ci, AjA
†
j komutuje z Ak je±ªi j ≥ k.

Wa»n¡ wªasno±ci¡ jest to, »e ∗-algebry generowana przez operatory kreacji i anihilacji s¡
monotonicznie niezale»ne.

Twierdzenie. [CGWys20, Theorem 2.2] Niech Bi b¦dzie ∗−algebr¡ generowan¡ przez Ai i A
†
i i

niech (B, ω) b¦dzie C∗-przestrzeni¡ probabilistyczn¡skªadaj¡c¡ si¦ z C∗-algebry B = B(FWM(H))
wszystkich operatorow ograniczonych na sªabo monotonicznej przestrzeni Focka FWM(H) ze
stanem pró»niowym ω. Wówczas algebry {Bi : i ∈ N} s¡ monotonicznie niezale»ne w (B, ω)
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Ka»dy operator poªo»enia Gi := Ai + A†i jest samosprz¦»ony i wzgl¦dem stanu pró»niowego
ma rozkªad Wignera, poniewa» momenty (parzyste) s¡ liczbami Catalna

ω((Gi)
n) =

{
1

k+1

(
2k
k

)
je±li n = 2k

0 je±li n = 2k + 1.

Jest to inna sytuacja ni» w dyskretnej monotonicznej przestyrzeni Focka u Muraki'ego, gdzie
operatory poªo»enia maj¡ dwupunktowy rozkªad Bernoulli'ego 1

2
(δ−1 + δ+1).

Dla sumy dwóch operatorów poªo»enia G1 +G2 podali±my ci¡g momentów.

Proposition. [CGWys20, Proposition 3.2] Dla dowolnego n ∈ N (parzyste) momenty operatora
G1 +G2

ω((G1 +G2)2n) = dn

speªniaj¡ rekurencj¦

dn =
n∑
k=1

dn−k(dk−1 + Ck−1), d0 = 1

gdzie Cn s¡ liczbami Catalana.

Z tej wªasno±ci wynika, »e rozkªad mo»na wyliczy¢ jawnym wzorem

Twierdzenie. [CGWys20, Theorem 3.4] Rozkªad operatora G1+G2 wzgl¦dem stanu pró»niowego
ω jest absolutnie ci¡gªy i ma g¦sto±¢ g(x) dan¡ wzorem

g(x) =


1

4π

(√√
100− 16x2 − x2 + 10−

√
4− x2

)
dla |x| ≤ 2

1
4π

√
−2x2 − 2|x|

√
4− x2 + 20 dla 2 ≤ |x| ≤ 5

2

0 dla |x| ≥ 5
2
.

Poniewa» operatory G1 i G2 s¡ monotonicznie niezale»ne, szczególno±ci, wynika st¡d »e
powy»sza miara jest splotem monotonicznym dwóch kopii rozkªadu Wignera. Analogicznie, z
monotonicznej niezale»no±ci operatorów G1, . . . , Gm, dla dowolnego m ∈ N wynika, »e rozkª¡d
sumy G1 + · · · + Gm jest m-t¡ pot¦g¡ splotow¡ monotoniczn¡ rozkªadu Wignera. Rozkªad
(wzgl¦dem ω) sumy m opratorów poªo»enia opisali±my (jedynie) za pomoc¡ rekurencji dla jego
momentów.

Twierdzenie. [CGWys20, Theorem 3.5] Momenty sumy G1 + · · ·+Gm

ω((G1 + · · ·+Gm)2n) = d(m)
n

speªniaj¡ rekurencj¦

d(m)
n =

n∑
k=1

d
(m)
n−k

k∑
j=1

d
(j)
k−1, d

(m)
0 = 1, d(1)

n = Cn for all m ≥ 1, n ≥ 0,

w której Cn oznaczaj¡ liczby Catalana.

Pokazali±my te» w [CGWys20, Proposition 3.6], »e d(m)
n jest wielomianem stopnia n zmiennej

m.
Je±li teraz νm oznacza miar¦ probabilistyczn¡, która jest rozkªade sumy G1 + · · ·+Gm (wzgl¦-

dem ω), to jest to miara o no±niku zwartym zawartym w przedziale [−am, am], gdzie prawe ko«ce
am speªniaj¡ dodatkowe relacje [CGWys20, Theorem 3.9]

am+1 = am +
1

am
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oraz oszacowanie [CGWys20, Theorem 3.10]√
m+

√
m(m+ 1) ≤ am ≤

√
2m+

√
2m.

Lewe oszacowanie jest równowa»ne z tym, »e ci¡g am√
m

jest malej¡cy do
√

2, tak wi¦c no±niki
[− am√

m
,+ am√

m
] rozkªadów unormowanych sum 1√

m
(G1 + · · · + Gm) s¡ ci¡giem zst¦puj¡cym do

przedziaªu [−
√

2,
√

2], jak to wynika z monotonicznego CTG.

5.8. bm-CTG dla sto»ków niesymetrycznych, artykuª [OWys19]. W artykule [OWys19],
wspólnym z moim doktorantem Lahcenem Oussi, badali±my CTG dla pewnych sto»ków niesymetrycznych,
analogicznie do przypadku sto»ków symetrycznych. Sto»ki niesymetryczne nie s¡ sklasy�kowane
i problemem jest znalezienie takich, które by miaªy dodatkow¡ struktur¦ geometryczn¡ (tak¡
jak np. charakterystyka obj¦to±ciowa).
Badali±my trzy klasy sto»ków niesymterycznych:

1. sto»ki sektorowe

Π = Ωd
u := {

d∑
k=1

akuk : ak ≥ 0, k = 1, . . . , d},

gdzie u := (u1, . . . ,ud) jest d-elementowym ci¡giem wektorów liniowo niezale»nych w Rd o
dodatnim wyznaczniku det(u) > 0, które nie s¡ ortonormalne;

2. sto»ki cyrkularne

Π = Cd
θ := {(t;x) ∈ R+ × Rd−1 : ‖x‖ ≤ t tan θ},

gdzie θ ∈ (0, π
2
) \ {π

4
} a ‖x‖ jest norm¡ euklidesow¡ wektora x ∈ Rd;

3. sto»ek Vinberga Π = ΠV : okre±lamy pi¦ciowymiarow¡ rzeczywist¡ podprzestrze« liniow¡
V ⊂M3(R)

V :=

a =

 a1 a4 a5

a4 a2 0
a5 0 a3

 ∈M3(R) : dla a1, . . . , a5 ∈ R

 ,

z iloczynem skalarnym 〈a, b〉 =
3∑
i=1

aibi+ 2
5∑
j=4

ajbj dla a, b ∈ V . Sto»ek Vinberga ΠV ⊂ V ⊂

M3(R) jest zde�niowany przez nast¦puj¡ce trzy warunki:

a1 ≥ 0, a1a2 ≥ a2
4, a1a3 ≥ a2

5.

W ka»dej z tych klas wyszczególnili±my (dyskretny przeliczalny) podzbiór indeksów I:
(1) I := Ωd

u ∩ Zd,
(2) I := Cd

θ ∩ (N× Zd−1),
(3) I := ΠV ∩M3(Z).

Nast¦pnie, dla ξ ∈ Π i N ∈ N zde�niowali±my sko«czone podzbiory zdylatowanych przedziaªów
JN(ξ) := [0, Nξ] ∩ I i udowodnili±my nast¦puj¡ce bm-CTG:

Twierdzenie. [OWys19, Section 3] Niech {Xρ : ρ ∈ I ⊂ Π} b¦dzie rodzin¡ bm-niezale»nych zmi-
ennych losowych w nieprzemiennej przestrzeni probabilistycznej (A, ϕ), speªniaj¡cych ϕ(Xρ) =
0 i ϕ((Xρ)

2) = 1. Dla ξ ∈ Π i N ∈ N okre±lamy sumy cz¦±ciowe

SN(ξ) :=
1√
|JN(ξ)|

∑
ρ∈JN (ξ)

Xρ
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znormalizowane przez pierwiastek z ilo±ci elementów. Wówczas dla dowolnego n ≥ 0 istnieje
granica

gn = gn(Π) := lim
N→∞

ϕ((SN(ξ))n)

Dla sto»ków sektorialnych i cyrkularnych te granice nie zale»¡ od wyboru ξ ∈ Π, natomiast
dla sto»ka Vinberga zale»¡ w pewien sposób. Ponadto, ci¡g graniczny jest ci¡giem momentów
miary probabilistycznej µΠ na R przy czym gn = 0 je±li n jest nieparzyste, a momenty parzyste
speªniaj¡ rekurencj¦

g2n =
n∑
k=1

γk · g2k−2 · g2n−2k, g0 = 1,

w której ci¡g (γk)k≥1 jest charakterystyk¡ obj¦to±ciow¡ sto»ka niesymetrycznego Π (z wyj¡tkiem
sto»ka Vinberga).

W szczególno±ci pokazali±my istnienie charakterystyki obj¦to±ciowej dla sto»ków (niesymetrycznych)
cyrkularnych i sektorowych (por. [KWys10]).

Twierdzenie. [OWys19, Theorem 4.1] Dla ka»dego sto»ka sektorowego Π = Ωd
u i ka»dego sto»ka

cyrkularnego Π = Cd
θ istnieje ci¡g (γn)n≥1, zale»ny (tylko) od sto»ka, taki, »e dla dowolnego

ξ ∈ Π jest

γn =
1

(vol[0, ξ])n

∫
[0,ξ]

(vol[0, ρ])n−1 dρ.

Ponadto, ci¡g (γn)n≥1 wyra»a si¦ przez charakterystyk¦ obj¦to±ciow¡ odpowiedniego sto»ka symetrycznego:
dla sto»ków cyrkularnych jest on równy ci¡gowi charakterystyki obj¦to±ciowej sto»ka Lorentza,
natomiast dla sto»ków sektorowych Ωd

u jest

γn =
1

detu
· 1

nd
,

gdzie 1
nd

jest charakterystyk¡ obj¦to±ciow¡ sto»ka symetrycznego Rd+.

Dla sto»ka Vinberga sytuacja jest bardziej skomplikowana. Aby j¡ zbada¢ rozwa»ali±my
nast¦puj¡c¡ transformacj¦

M3(R) 3 A = (aij)
3
i,j=1 7→ T (A) =

(
aij√
aiiajj

)3

i,j=1

∈M3(R),

która na sto»ku Vinberga ma nast¦puj¡c¡ posta¢

ΠV 3 ξ =

 a1 a4 a5

a4 a2 0
a5 0 a3

 7−→ T (ξ) :=

 1 α β
α 1 0
β 0 1

 =: ξ(α, β) ∈ ΠV

gdzie

α :=
a4√
a1a2

, β :=
a5√
a1a3

, α, β ∈ [−1, 1].

Znale¹li±my wzór na obj¦to±¢ przedziaªu [0, ξ] ⊂ ΠV , a charakterystyka obj¦to±ciowa ma nast¦u-
j¡c¡ form¦.

Proposition. [OWys19, Proposition 4.1] Dla ξ ∈ ΠV oraz T (ξ) = ξ(α, β) istnieje ci¡g γn(α, β),
taki, »e

γn(α, β) =
1

(vol[0, ξ])n

∫
[0,ξ]

(vol[0, ρ])n−1 dρ
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5.9. �¡czny promie« numeryczny i spektralny dla ukªadu sko«czonego operatorów,
artykuª [KWys20]. W artykule [KWys20], wspólnym z Ann¡ Kul¡, wprowadzili±muy poj¦cia
ª¡cznego promienia numerycznego oraz ª¡cznego promienia spektralnego dla ukªadu d ∈ N
operatorów (ograniczonych) na przestrzeni Hilberta, które s¡ zwi¡zane ze sªabo monoton-
iczn¡ przestrzeni¡ Focka i z boole'owsk¡ przestrzeni¡ Focka. W badaniach tych korzystali±my
ze schematu wprowadzonego pzrez Gelu Popescu [46], który wprowadziª analogiczne poj¦cia
zwi¡zane z woln¡ przestrzeni¡ Focka.
Przypomnijmy, »e dla operatora T na przestrzeni HilbertaH de�niuje si¦ (klasyczny) promie«

numeryczny
w cl(T ) := sup{|〈Th, h〉| : h ∈ H, ‖h‖ = 1}

oraz klasyczny promie« spektralny

rcl(T ) := lim
m→∞

‖Tm‖
1
m .

Nasz¡ pierwsz¡ obserwacj¡ byªo, »e dla danej zdeformowanej przestrzeni Focka F?(H) (gdzie
? mo»e oznacza¢ q-deformacj¦, t-deformacj¦, sªabo monotoniczn¡ czy boole'owsk¡ przestrze«
Focka, lub inn¡), je±li dimH = d, to mo»na zde�niowa¢ takie poj¦cia zwi¡zane z danymi na
nich operatorami kreacji. Mianowicie, je±li A?1, . . . , A

?
d s¡ danymi operatorami kreacji na (danej)

przestrzeni Focka F?(H), okre±lonymi przez wektory bazy ortonormalnej {e1, . . . , ed} ⊂ H, i
je±li T1, . . . , Td ∈ B(H) s¡ operatorami ograniczonymi na (innej) przestrzeni Hilberta H, to
okre±lamy nast¦puj¡ce dwa poj¦cia:

(1) ª¡czny ?-promie« numeryczny ukªadu T1, . . . , Td:

w?(T1, . . . , Td) := wcl(A
?
1 ⊗ T ∗1 + . . .+ A?d ⊗ T ∗d )

(2) ª¡czny ?-promien spektralny ukªadu T1, . . . , Td:

r?(T1, . . . , Td) := rcl(A
?
1 ⊗ T ∗1 + . . .+ A?d ⊗ T ∗d )

Pewne ogólne wªasno±ci ª¡cznego ?-promienia numerycznego s¡ nast¦puj¡ce.

Proposition. [KWys20, Proposition 4]
(i) w?(λT1, . . . , λTd) = |λ|w?(T1, . . . , Td) dla dowolnego λ ∈ C;

(ii) w?(T1 + T ′1, . . . , Td + T ′d) ≤ w?(T1, . . . , Td) + w?(T
′
1, . . . , T

′
d);

(iii) w?(U
∗T1U, . . . , U

∗TdU) = w?(T1, . . . , Td) dla dowolnego unitarnego U : K → H;
(iv) w?(IK⊗T1, . . . , IK⊗Td) = w?(T1, . . . , Td) dla dowolnej o±rodkowej przestrzeni Hilberta K;
(v) r?(T1, . . . , Td) ≤ w?(T1, . . . , Td).

W szczególno±ci wªasno±¢ (iii) zapewnia, »e ª¡czny ?-promie« numeryczny nie zale»y od
wyboru bazy ortonormalnej w H.
W [KWys20, Section 3] rozwa»ali±my przypadek operatorów kreacji na boole'owskiej przestrzeni

Focka
FB(H) := CΩ⊕H,

na której operatory kreacji B∗i , i = 1, . . . , d, s¡ okre±lone wzorami

B∗i (h) =

{
ei je±li h = Ω,

0 je±li h ∈ H.

Wówczas pokazali±my, »e ª¡czny boole'owski promie« numeryczny ukªadu d ≥ 1 operatorów
T1, . . . , Td jest zde�niowany jako:

wB(T1, . . . , Td) := wcl(B
∗
1 ⊗ T ∗1 + . . .+B∗d ⊗ T ∗d )

i ma nast¦puj¡cy jawny opis.
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Proposition. [KWys20, Proposition 5]

wB(T1, . . . , Td) = sup

{
|〈g0,

d∑
j=1

Tjgj〉| : g0, g1, . . . , gd ∈ H,
d∑
j=0

‖gj‖2 = 1

}
Co wi¦cej, ª¡czny boole'owski promie« numeryczny ma nast¦puj¡ce wªasno±ci.

Proposition. [KWys20, Proposition 6] �¡czny boole'owski promie« numeryczny speªnia
(i)B wB(T1, . . . , Td) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy T1 = · · · = Td = 0;

(ii)B prawdziwe jest oszacowanie

1

2

∥∥∥∥∥
d∑
j=1

TjT
∗
j

∥∥∥∥∥
1
2

≤ wB(T1, . . . , Td) ≤

∥∥∥∥∥
d∑
j=1

TjT
∗
j

∥∥∥∥∥
1
2

;

(iii)B wB(X∗T1X, . . . , X
∗TdX) ≤ ‖X‖2wB(T1, . . . , Td) dla dowolnego operatora ograniczonego

X ∈ B(H).

Pó¹niej okazaªo si¦, »e lewa nierówno±¢ w (ii)B w rzeczywisto±ci jest równo±ci¡. Udowodnil-
i±my te», »e poj¦cie to zgadza si¦ z klasycznym dla d = 1.
Natomiast ª¡czny boole'owski promie« spektralny ukªadu d operatorów T1, . . . , Td, zde�owany

jako:
rB(T1, . . . , Td) := rcl(B

∗
1 ⊗ T ∗1 + . . .+B∗d ⊗ T ∗d )

jest zawsze zerowy [KWys20, Proposition 11].
�¡czne mmonotoniczne promienie numeryczny i spektralny zde�niowali±my dla sªabo mono-

tonicznych kreacji i anihilacjiM∗
j , j = 1, . . . , d, dziaªaj¡cych na sªabo monotonicznej przestrzeni

Focka FWM(H) i dla bazy ortonormalnej {ej ∈ H : j = 1, 2, . . . , d}. Wówczas de�niujemy
(1) ª¡czny monotoniczny promie« numeryczny ukªadu d operatorów T1, . . . , Td,

wM(T1, . . . , Td) := wcl(M
∗
1 ⊗ T ∗1 + . . .+M∗

d ⊗ T ∗d )

(2) the ª¡czny monotoniczny promie« spektralny ukªadu d operatorów T1, . . . , Td,

rM(T1, . . . , Td) := rcl(M
∗
1 ⊗ T ∗1 + . . .+M∗

d ⊗ T ∗d )

Jawny wzór na ª¡czny monotoniczny promie« numeryczny pokazali±my w [KWys20, Proposition
14]:

wM(T1, . . . , Td) = sup

{∣∣∣∣∣
d∑
j=1

∑
α∈M

〈gα, Tjgjα〉

∣∣∣∣∣ : gα ∈ H,
∑
α∈M

‖gα‖2 = 1

}
Tutaj M jest zbiorem wszystkich sko«czonych ci¡gów sªabo malej¡cych liczb naturalnych ze
zbioru {1, 2, . . . , d} natomiast jα := (j, ik, . . . , i1) je±li α := (ik, . . . , i1) i j ≥ ik ≥ · · · ≥
i1. Ponadto, w [KWys20, Lemma 1] udowodnili±my, »e dla sªabo monotonicznych operatorów
kreacji jest

∥∥∥∑d
j=1M

∗
j ⊗ T ∗j

∥∥∥ =
∥∥∥∑d

j=1 TjT
∗
j

∥∥∥, z czego wynika nast¦puj¡ca wªasno±¢.

Proposition. [KWys20, Proposition 15] �¡czny monotoniczny promie« numeryczny speªnia
(i)M wM(T1, . . . , Td) = 0 i� T1 = · · · = Td = 0;

(ii)M prawdziwe jest oszacowanie

1

2

∥∥∥∥∥
d∑
j=1

TjT
∗
j

∥∥∥∥∥
1
2

≤ wM(T1, . . . , Td) ≤

∥∥∥∥∥
d∑
j=1

TjT
∗
j

∥∥∥∥∥
1
2

;

(iii)M wM(X∗T1X, . . . , X
∗TdX) ≤ ‖X‖2wM(T1, . . . , Td) dla dowolnego operatora ograniczonego

X ∈ B(H).
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Dla ª¡cznego monotonicznego promienia spektralnego znale¹li±my nast¦puj¡cy jawny wzór.

Proposition. [KWys20, Proposition 18] �¡czny monotoniczny promie« spektralny speªnia

rM(T1, . . . , Td) = lim
k→∞

max
1≤m≤d

∥∥∥∥∥∥
d∑

j=m

∑
Mj

k

TαT
∗
α

∥∥∥∥∥∥
1
2

,

gdzieMj
k := {α = (ik, . . . , i1) ∈ Nk : d ≥ ik ≥ · · · ≥ i1 = j} i Tα := Tik . . . Ti1.

Podali±my te» przykªad oszacowania ª¡cznego monotonicznego promienia numerycznego dla
sªabo monotonicznych operatorów anihilacji [KWys20, Propositions 19, 21].

5

9

√
d ≤ wM(T1, . . . , Td) ≤ d,

i postawili±my hipotez¦, »e mo»e on by¢ proporcjonalny do
√
d.

Z drugiej strony, ª¡czny monotoniczny promie« spektralny dla sªabo monotonicznych opera-
torów anihilacji speªnia

rM(M1, . . . ,Md) = 1.

6. Opis osi¡gni¦¢ dydaktycznych, organizacyjnych i popularyzuj¡cych nauk¦
lub sztuk¦.

6.1. Osi¡gni¦cia dydaktyczne.

(1) Zaprosiªem Mari¦ Elen¦ Griseta z Universitá degli Studi di Bari, Wªochy, do wspólnych
bada«, podczas jej semestralnego pobytu w Instytucie Matematycznym UniwersytetuWrocªawskiego
w ramach programu Erasmus w 2014-2015r. Rezultaty tej wspóªpracy, w ramach ut-
worzonego przeze mnie seminarium roboczego, zostaªy pó¹niej cz¦±ci¡ jej Rozprawy Dok-
torskiej.

(2) Zaprosiªem Lahcena Oussi z Université Hassan II de Casablanca, Maroko, do uczestnictwa
w Studiach Doktoranckich w Instytucie Matematycznym Uniwersytetu Wrocªawskiego, ut-
worzyªem grup¦ robocz¡ w ramach której powstawaª jego Doktorat, którego jestem o�cjal-
nym Promotorem.

6.2. Osi¡gni¦cia organizacyjne.

(1) 1981-1984 Byªem Przewodnicz¡cym Koªa Naukowego Matematyków Teoretyków w Instytu-
cie Matematycznym Uniwersytetu Wrocªawskiego.

(2) 1982-1984 Byªem Przewodnicz¡cym Sekcji �eglarskiej Uniwersytetu Wrocªawskiego.
(3) 1990-1995 Byªem Przewodnicz¡cym Koªa NSZZ Solidarno±¢ przy Instytucie Matematy-

cznym Uniwersytetu Wrocªawskiego.
(4) 2012-2016: Byªem Prodziekanem Wydziaªu Matematyki i Informatyki UniwersytetuWrocªawskiego,

odpowiedzialnym za Dydaktyk¦ Matematyki i Sprawy Socjalne.
(5) 2012-2016: Byªem czªonkiemUczelnianej Komisji Rekrutacyjnej UniwersytetuWrocªawskiego.
(6) 2016-2020: Byªem czªonkiem Uczelnianej Komisji Dyscyplinarnej dla Studentów Uniwer-

sytetu Wrocªawskiego.
(7) 2016-2020: Byªem czªonkiem Uczelnianej Komisji Dyscyplinarnej dla Nauczycieli Aka-

demickich Uniwersytetu Wrocªawskiego.
(8) 2012-2016: Byªem Przewodnicz¡cym Wydziaªowej Komisji do Spraw Jako±ci Ksztaªcenia

Wydziaªu Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Wrocªawskiego.
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(9) 1998-2003: Byªem czªonkiem Komitetów Organizacyjnych 6 konferencji o nazwie Non-
commutative Harmonic Analysis Workshops, które odbywaªy si¦ we Wrocªawiu w Instytucie
Matematycznym Uniwersytetu Wrocªawskiego. Byªem odpowiedzialny za sprawy �nansowe
oraz zakwaterowanie i wy»ywienie uczestników zagranicznych, gªóównie z Niemiec, Japonii,
tak»e z Francji i Austrii.

(10) 2004-obecnie: Byªem czªonkiem (nieformalnym Przewodnicz¡cym) Komitetu Organiza-
cyjnego 12 Konferencji Non-commutative Harmonic Analysis and Non-commutative Prob-
ability Workshops, które odbywaªy si¦ w Mi¦dzynarodowym Centrum Konferencyjnym In-
stytutu Matematycznego PAN w B¦dlewie, corocznie w latach 2004-2012, i co dwa lata w
okresie 2014-2018. W mojej gestii byªo: przygotowanie formalnych zaprosze« dla uczest-
ników zagranicznych (którzy tego potrzebowali), wszelkie sprawy �nansowe, przydziaª zak-
waterowania i decyzje dotycz¡ce dodatkowych wydarze«. Ponadto przygotowywaªem nasze
aplikacje konferencyjne, które nast¦pnie prezentowaªem na posiedzeniach Komisji w Cen-
trum Banacha IM PAN.

(11) 1990-obecnie: przygotowywaªem wraz z Profesorem Markiem Bo»ejko, wszystkie nasze ap-
likacje grantowe (najpierw do MEN=Ministerstwa Edukacji Narodowej, potem KBN=Komitetu
Badan Naukowych i NCN=Narodowego Centrum Nauki), jak równie» przygotowywaªem
wszystkie raporty roczne i ko«cowe. W szczególno±ci uczestniczyªem w planowaniu tre±ci
merytorycznych projektów, jak równie» planowaªem koszty i wydatki oraz opracowywaªem
uzyskane wyniki do sprawozda«.

(12) Byªem czªonkiem Komitetu Redakcyjnego publikacji w ramach Banach Center Publication
73 Quantum probability. Proceedings of the 25th QP Conference on Quantum Probability
and Related Topics held in B¦dlewo, June 20�26, 2004

(13) Byªem czªonkiem Komitetu Redakcyjnego publikacji w ramach Banach Center Publication
78 Non-commutative harmonic analysis with applications to probability. Papers from the
9th Workshop held in B¦dlewo, September 29 � October 10, 2006.

(14) We wspóªpracy z Profesorami Markiem Bo»ejko (Instytut Matematyczny Uniwersytetu
Wrocªawskiego = IM UWr) i Nobuaki Obata (Tohoku University, Sendai, Japonia) przy-
gotowaªem aplikacj¦, raporty roczne i ko«cowe do wspólnego projektu Quantum probability
and in�nite dimensional analysis, w ramach wspóªpracy JSPS-PAN 2000-2002.

(15) We wspóªpracy z Profesorami Markiem Bo»ejko (IM UWr) i Michaelem Schürmannem
(Universität Greifswald, Niemcy) przygotowaªem aplikacj¦, raporty roczne i ko«cowe do
sieci EU Network Quantum probability with applications to physics, information theory and
biology, contract HPRN-CT-2002-00279.

(16) We wspóªpracy z Profesorami Markiem Bo»ejko (IM UWr) i Michaelem Schürmannem
(Universität Greifswald, Niemcy) przygotowaªem aplikacj¦, raporty roczne i ko«cowe do
Wspólnego Projektu Non-commutative harmonic analysis and quantum stochastic processes,
w ramach wspóªpracy KBN-DAAD 2003-2004.

(17) We wspóªpracy z Profesorami Markiem Bo»ejko (IM UWr) i Quanhua Xu (Université de
Franche-Comté Besancon, Francja), przygotowaªem aplikacj¦, raporty roczne i ko«cowe do
Wspólnego Projektu Non-commutative harmonic analysis with applications to probability,
w ramach programu POLONIUM 2007-2008.

(18) We wspóªpracy z Profesorami Markiem Bo»ejko (IM UWr) i Ew¡ Damek (IM UWr),
braªem udziaª w przygotowywaniu aplikacji, raportów rocznych i ko«cowego, z ramienia
grupy badawczej Analiza Harmoniczna w¦zªa Uniwersytet Wrocªawski w Projekcie Euro-
pean Commission Marie Curie Host Fellowship for the Transfer of Knowledge Harmonic
Analysis, Nonlinear Analysis and Probability, 2005�2009, MTKD-CT-2004-013389.

(19) We wspóªpracy z Profesorami Markiem Bo»ejko (IM UWr) i Nobuaki Obata (Tohoku Uni-
versity, Sendai, Japonia) przygotowaªem aplikacj¦, raporty roczne i ko«cowe do wspólnego
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projektu 2008�2009 Non-commutative harmonic analysis on discrete structures with appli-
cations to probability, w ramach wspóªpracy JSPS-PAN.

(20) We wspóªpracy z Profesorami Markiem Bo»ejko (IM UWr) i Uwe Franzem (Université de
Franche-Comté Besancon, Francja), przygotowaªem aplikacj¦ do Wspólnego Projektu w
ramach programu POLONIUM 2013-2014.

(21) We wspóªpracy z Profesorami Markiem Bo»ejko (IM UWr) i Eugene Lytvynovem (Swansea
University, Wielka Brytania), przygotowaªem projekt umowy o wspóªpracy Uniwersytetu
Wrocªawskiego i Swansea University, w ramach Programu ERASMUS, 2014-2021.

(22) Byªem czªonkiem Komitetu Organizacyjnego Specjalnej Seski Naukowej z okazji 100-lecia
urodzin Profesora Stanisªawa Hartmana, 6-7 czerwca 2014r.

(23) We wspóªpracy z Profesorami Markiem Bo»ejko (IM UWr) i Vitonofrio Crismale z Univer-
sitá degli Studi di Bari, Wªochy, przygotowaªem projekt mowy o wspóªpracy Uniwersytetu
Wrocªawskiego i Uniwersytetu w Bari w ramach programu ERASMUS, 2015-2021.

(24) We wspóªpracy z Profesorami Markiem Bo»ejko (IM PAN) i Francesco Fidaleo (Universytet
Roma II), przygotowaªem projekt wspóªpracy wspóªpracy Uniwersytetu Wrocªawskiego i
Universitá degli Studi di Roma �Tor Vergata� (Wªochy) w ramach programu ERASMUS
2019-2025.

(25) We wspóªpracy z Profesorami Markiem Bo»ejko (IM PAN) i Franco Fagnola (Politecnico
di Milano, Wªochy) zorganizowaªem Sesj¦ �Noncommutative Harmonic Analysis, Noncom-
mutative Probability and Quantum Groups� na Wspólnej Konferencji Unione Matematica
Italiana (UMI), Societa Italiana di Matematica Applicata e Industriale (SIMAI) i Polskiego
Towarzystwa Matematycznego (PTM), Wrocªaw, 17-20.09.2018r.

6.3. Osi¡gni¦cia popularyzuj¡ce nauk¦.
(1) 1987 Wykªady na Szkole dla studentów matematyki w Instytucie Matematycznym Uniwer-

sytetu Wrocªawskiego, Michaªowice (Polska).
(2) 1992-1993 Prowadziªem specjalne lekcje z matematyki, w ramach opieki IM UWr, dla

uczniów klasy matematycznej w III Liceum Ogólnoksztaªc¡cym we Wrocªawiu.
(3) 28.03�1.04.2012r. wygªosiªem cykl odczytów pod tytuªem Zwarte grupy kwantowe dla

studentów matematyki na Szkole ABSYNT w B¦dlewie, zorganizowanej przez Profesora
Michaªa Wojciechowskiego z IM PAN.

(4) 15-26.04.2013 wygªosiªem cykl wykªadów Introduction to non-commutative probability dla
studentów studiów licencjackich, magisterskich i doktorskich w Department of Mathematics,
Swansea University, Swansea (Wielka Brytania), w ramach Programu ERASMUS.

(5) 7.06.2014 Wygªosiªem referat O ró»nych poj¦ciach niezale»no±ci w probabilistyce na Sesji
Specjalnej z okazji 100-lecia urodzin Profesora Staniasªawa Hartmana.

(6) 26�30.10.2015 wygªosiªem cykl wykªadów Independences and central limit theorems in non-
commutative probability dla studentów studiów licencjackich, magisterskich i doktorskich
w Department of Mathematics, Swansea University, Swansea (Wielka Brytania), w ramach
Programu ERASMUS.

(7) 10�17.06.2017 wygªosiªem cykl wykªadów Limit theorems in non-commutative probability
dla studentów studiów licencjackich, magisterskich i doktorskich w Dipartimento di Matem-
atica, Universitá degli Studi di Bari Aldo Moro, Bari (Wªochy)
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