AUTOREFERAT

JANUSZ WYSOCZANSKI

SPIS TRESCI

1. Imie i nazwisko 2

2. Posiadane dyplomy, stopnie naukowe lub artystyczne — z podaniem podmiotu
nadajacego stopieni, roku ich uzyskania oraz tytulu rozprawy doktorskiej i rozprawy
habilitacyjnej lub osiggniecia stanowigcego podstawe nadania stopnia doktora

habilitowanego. 2
3. Informacja o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach naukowych lub
artystycznych. 2

4. Opis najwazniejszych osiagnie¢ naukowych lub artystycznych, o ktérych mowa w
art. 227 ust. 1 pkt. 1 lit. a ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie

wyzszym i nauce (Dz. U. z 2018 r. poz. 1668 ze zm.). 2
4.1. Srednia Banacha na grupach dyskretnych, artykut [Wys88a] 3
4.2. Uzwarcenie Roydena liczb catkowitych, artykul [Wys96| 4
4.3. Charakteryzacja (blokowo) radialnych mnoznikéw Herza-Schura na produkcie

wolnym grup dyskretnych, artykut [Wys95] 6
4.4. Zwarta grupa kwantowa U,(2), artykuty [Wys04, Wys2009a] 9
4.5. t-deformacja, artykuly [BWys98, BWys01, Wys06] 12
4.6. bm-niezaleznos¢, artykuty [Wys07, Wys08, Wys10, KWys10, OWys20] 16
4.7. Relacje Q-komutacji, artykuty [BLWys12, BLWys17| 25
4.8. Perturbacje operatorow, artykut [KWWys17| 32
5. Opis pozostalych osiagnie¢ naukowych lub artystycznych, niewymienionych w pkt.

4. 35
5.1. Jednostajna §redniowalnos¢, artykul [Wys88] 35
5.2.  Konstrukcja rodziny nieunitaryzowalnych jednostajnie ograniczonych reprezentacji

produktow wolnych, artykut [Wys93] 36
5.3.  Algebra Hecke na drzewach jednorodnych, artykut [Wys94] 37
5.4. SzeScienna algebra Hecke zwiazana z grupa kwantowa U,(2), artykuly [Wys10a,

Wys2009a] 39
5.5. d—deformacja wolnej przestrzeni Focka, artykut [Wys05a] 39
5.6. Niezalezno$ci nieprzemienne (bf-niezaleznosé¢ i cf-niezaleznosc), artykuty

|[KWys13, SWys16| 41
5.7.  Stabo monotoniczna przestrzen Focka, artykuly [Wys05, CGWys20] 43
5.8. bm-CTG dla stozkéw niesymetrycznych, artykut [OWys19| 48
5.9. Laczny promien numeryczny i spektralny dla uktadu skonczonego operatoréw,

artykul [KWys20] 50
6. Opis osiagnie¢ dydaktycznych, organizacyjnych i popularyzujacych nauke lub sztuke. 52
6.1. Osiagniecia dydaktyczne 52
6.2. Osiagniecia organizacyjne 52
6.3. Osiagniecia popularyzujace nauke 54

Bibliografia 54



2 AUTOREFERAT

1. IMIE I NAZWISKO

Janusz Wysoczanski
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PODSTAWE NADANIA STOPNIA DOKTORA HABILITOWANEGO.

a. Magister matematyki. Wydziat Matematyki, Fizyki i Chemii Uniwersytetu Wroctawskiego,
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Wroctawskiego, 27.11.1990r. tytul pracy doktorskiej: “Free products of representations”

c. Doktor habilitowany nauk matematycznych w zakresie matematyki. Wydzial
Matematykii Informatyki Uniwersytetu Wroctawskiego, 19.05.2009r., tytut rozprawy habili-
tacyjnej: “Konstrukcje modeli nieprzemiennej probabilistyki”

d. Profesor w dziedzinie nauk $cistych i przyrodniczych, w dyscyplinie matematyka
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3. INFORMACJA O DOTYCHCZASOWYM ZATRUDNIENIU W JEDNOSTKACH NAUKOWYCH LUB
ARTYSTYCZNYCH.

(1) 1985-1990: asystent, Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroctawskiego

(2) grudzien 1993 — kwiecieni 1995: Staz podoktorski w Department of Mathematics and
Statistics, University of Saskatchewan, Saskatoon (Kanada)

(3) od 1990: adiunkt, Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroctawskiego

(4) od 1.03.2022: profesor, Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroctawskiego

4. OPIS NAJWAZNIEJSZYCH OSIAGNIEC NAUKOWYCH LUB ARTYSTYCZNYCH, O KTORYCH
MOWA W ART. 227 UST. 1 PKT. 1 LIT. A USTAWY Z DNIA 20 LIPCA 2018 R. PRAWO O
SZKOLNICTWIE WYZSZYM 1 NAUCE (Dz. U. z 2018 R. POZ. 1668 ZE ZM.).

Nastepujace osiggniecia matematyczne uwazam za moje najwazniejsze:

(1) charakteryzacja grup dyskretnych ze $rednia Banacha poprzez wlasnosci przestrzeni funkcji
Littlewooda

(2) konstrukcja uzwarcenia Roydena liczb catkowitych

(3) charakteryzacja radialnych mnoznikéw Herza-Schura na produkcie wolnym grup dyskret-
nych

(4) konstrukcja grupy kwantowej U,(2) i opis jej wiasnosci, oraz konstrukcja jej operatora
Kaca-Takesaki zwanego multiplicative unitary

(5) wprowadzenie (razem z Markiem Bozejko) pojecia t-deformacji miar i splotéw oraz opis ich
wlasnosci

(6) wprowadzenie nowego pojecia niezalezno$ci w nieprzemiennej probabilistyce, zwanego bm-
niezaleznosé, udowodnienie dla niego centralnych twierdzen granicznych zwiazanych ze
stozkami dodatnimi, konstrukcja (wraz z Anna Kula) ruchéw Browna dla bm-niezaleznosci i
znalezienie charakterystyki objetosciowej (volume characteristic) dla symetrycznych stozkow
dodatnich, udowodnienie (wraz z Lahcenem Oussi) Prawa Matych Liczb dla bm-niezaleznych
zmiennych losowych indeksowanych elementami dodatnich stozkéw symetrycznych
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(7) skonstruowanie (wraz z Markiem Bozejko i Eugene Lytvynovem) operatorowej realizacji
uogdlnionych relacji Q-komutacji, dla ciaglego jadra Q(z, y), opis ich wtasnosci i wprowadze-
nie pojecia (Q—niezaleznosci

(8) konstrukcja (wraz z Anna Kula i Michalem Wojtylakiem) perturbacji operatorowych rzedu
2 (rank 2-perturbations), opis ich wlasnosci, w szczegolnosci konstrukcja operatorowej wersji
t-transformaty i jej uogolnien, opis wtasnosci tych uogoélnieri

4.1. Srednia Banacha na grupach dyskretnych, artykut [Wys88al. W artykule [8] Nico-
las Theodore Varopoulos wprowadzit pojecie tensordw Littlewooda jako istotnego narzedzia
do badania uogolnienia nieréwnosci von Neumanna dla trzech komutujacych kontrakeji. W
artykutach [5, 6] Marek Bozejko badal przestrzenie funkcji Littlewooda To(G) i T1(G) na grupie
dyskretnej GG, ktore sa tensorami Littlewooda niezmienniczymi na dzialanie grupy. W pracy
|Wys88a| rozwazalem ogdlna definicje przestrzeni Littlewooda T,(G) dla 1 < p < oco. Mi-
anowicie, funkcj f : G — C jest w przestrzeni 7,,(G) jesli moze by¢ przedstawiona jako suma
fx™Yy) = ay(x,y) + as(x,y) dwoch jader na G x G, ktore spelniaja warunki

(1) ai(z,y)as(z,y) = 0 dla wszystkich z,y € G

(2) istnieje taka stata C' > 0, ze

1/p 1/p
sup Z lai(x,y)[? <C and sup Z las(x,y)[? <C.
T€G \ yea veG \sea

Kres dolny takich stalych C' > 0 jest norma Banacha na przestrzeni 7,(G), oznaczang |f|;,.
Inna, réwnowazng, norma na 7,(G) jest

I [ML S Sy

A1, Az €A yEA2

1/p

gdzie kres gorny jest po wszystkich skoniczonych podzbiorach Ay, Ay C G, a Myy := max{|A4|, | 42|}
Réwnowaznosé tych dwoch norm jest dana jako nieréwnosci

[fle < 1Flle, < 297 £,

Sredniowalno$¢ (t.j. istnienie $redniej Banacha, ang. amenability) na grupie dyskretnej G
jest scharakteryzowana przez warunek Fglnera: dla kazdego s > 0 i dla kazdego skonczonego
podzbioru A C G istnieje skoniczony podzbior F' C G, dla ktérego spetniona jest nastepujaca
nier6wnosc:
|AF| < (14 9)|F|.

Inna charakteryzacje sredniowalnosci jest warunek Hulanickiego: dla dowolnej dodatniej funkcji
f € 01(G) norma || f[l1 := > ,cq |f(@)] jest rownowazna z norma splotows || f|lva = sup{]|f *
gl : g € 2(G)}. W artykule [Wys88a|, wykorzystujac te charakteryzacje $redniowalnosci,
udowodnitem nastepujaca charakteryzacje sredniowalnosci grup dyskretnych.

Twierdzenie. [Wys88a, Theorem 1| Grupa dyskretna G ma Sredniq Banacha wtedy i tylko
wtedy, gdy T,(G) = (P(G) dla kazdego (rownowaznie: dla pewnego) p > 1.

Nastepnie rozwazalem funkcje Littlewooda na grupie wolnej Fy, N > 2, ktora jest daleka
od sredniowalnosci. Badalem radialne funkcje Littlewooda, przy czy radialnosé jest wzgledem
standardowej funkcji dlugosci | - | : Fy — N, zwigzanej z wolnymi generatorami. Rozwazatem
szczegolne funkcje radialne y,,, okreslone dla n € NU {0} wzorem

(2) = L, |z|=mn
Xl =30, 2| #n, dla zeq.



4 AUTOREFERAT

Podatem oszacownanie na normy tych funkeji, w przestrzeni 7,(Fy), poprzez ich normy w

*(Fy)

Proposition. [Wys88a, Proposition 1| Norma funkcji x,, w przestrzeni T,(Fy) jest rownowazna
2 nastepujgeq normg (2

N) " lxallz < Ixalle, < 3Y71xalle.

7 tego wynika réwnowaznosé¢ norm dla skonczonych kombinacji liniowych funkcji x,,, czyli
funkcji radialnych o nognikach skoriczonych f = S2*_ a,x, ([Wys88a|, Proposition 2)

k k 1/p
IS el (zran\puxnm) |

n=0 n=0

Stad bezposrednio wynika, ze przestrzen Tlf“d(G) C T,(GQ) radialnych funkcji Littlewooda jest
izomorficzna z wagowa przestrzenia (F(v), z waga

o
vie > a2,
n=0

gdzie ¢,, jest miara punktowa Diraca w n € N. Pokazalem takze, ze odwzorowanie liniowe
M T,(G) C T;*(G), okreslone jako usrednianie po stowach o tej samej dtugosci

LS fw), i Jal =,

M(f)(z) :

jest ograniczone jest ograniczone dla kazdego p € [1,00) (w szczegolnosei jest rzutem ortogo-
nalnym dla p = 2).

Rezultaty tych moich badan przyciagnely uwage innych matematykow, takich jak Gilles
Pisier |9, 11| czy Jean Renault [12]. Niedawno, Nicolas Monod i Andreas Thom, razem z Maria
Gerasimova and Dominikiem Gruberem, w pracy [13]|, wykorzystali moje wyniki do badania
problemu Dixmiera unitaryzowalnosci reprezentacji jednostajnie ograniczonych. Ich gétéwnym
narzedziem jest wyktadnik Littlewooda

Lit(G) := inf{p € [0, 00] : Ti(G) C *(G)}

Z mojej pracy wynika, ze dla grup ze $rednia jest Lit(G) < 1 (a dla grup nieskonczonych
Lit(G) = 1). Pokazali oni takze, ze dla grupy dyskretnej G, ktoéra nie ma Sredniej Banacha,
zawsze istnieje p > 1 dla ktorego T,(G) ¢ °(G).

4.2. Uzwarcenie Roydena liczb catkowitych, artykul [Wys96]. W artykule [39] Halsey
Royden wprowadzit nowe pojecie uzwarcenia powierzchni Riemanna, nazwane pozniej uzwarce-
niem Roydena, jako przestrzen Gelfanda przemiennej algebry funkceji ograniczonych, ktore maja
ograniczong catke Dirichleta. Analogiczna teoria byta rozwinieta dla grafow (i, ogolniej, sieci
elektrycznych) przez Maretsugu Yamasaki [40] i Paolo Mao Soardi [41]. Jednakze ni byto jawnie
opisanych przykladow takiego uzwarcenia. W pracy [Wys96| badalem uzwarcenie Roydena dla
przypadku dyskretnego zbioru Z liczb catkowitych, ktory rozwazatem jako drzewo jednorodne
stopnia 2. Mooim celem bylo opisanie w sposéb jawny uzwarcenia Roydena takiego grafu.
Algebra Roydena BD(Z) skltada sie z funkcji f : Z — R, dla ktorych

|fllee := sup{|f(n)|: n€Z} jest skoniczona,
D(f) = Z |f(n+1)— f(n)|> suma Dirichleta jest skoficzona.

ne”L
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Na tej algebrze okreslona jest norma

1F1l = 11 fllee + D(f)?

z ktora BD(Z) jest przemienna algebra Banacha z jedynka, z punktowym dodawaniem i mnoze-
niem. Zwarta przestrzen Gelfanda tej algebry, oznaczana jest R = R(Z) i nazywana uzwarce-
niem Roydena grafu 7Z, jest przestrzenig wszystkich liniowych zespolonych funkcjonatéw multy-
plikatywnych ¢ : BD(Z) — C, zwanych charakterami, unormowanymi na funkeji I stale rownej
1 (t.j. jedynce algebry) przez ¢(I) = 1. Odwzorowanie p,(f) = f(n) (wartos¢ w punkcie)
okresla charaktery ¢, € R, przez co Z C R jako podzbiér otwarty i gesty.

Kazda funkcja f € BD(Z) rozszerza sie do funkcji ciaglej na R wzorem f(p) = o(f).
Okazuje sie (|Wys96|, Proposition 3.2), ze wartosci charakteréw sa rzeczywiste R > ¢ :
BD(Z) — R. Charaktery nietrywialne (rézne od wszystkich ¢,,) znikaja na funkcjach o nosniku
skorficzonym i ze mozna sie ograniczy¢ do badania uzwarcenia podzbioru N liczb naturalnych,
zamiast Z.

Poniewaz BD(Z) C (*°(Z), kazdy charakter na algebrze ¢>°(Z) jest charakterem na BD(Z).
Przestrzen Gelfanda (>°(7Z) jest uzwarceniem Cecha-Stone’a BZ, zatem problem wyznaczenia
uzwarcenia Roydena sprowadza sie do znalezienia jaka roznice robi warunek skoriczono$ci sumy
Dirichleta.

W moich rozwazaniach przydatnym nietrywialnym przyktadem funkcji w BD(Z) okazala sie
nastepujaca konstrukcja. Dla Jy := {4¥l : k € Z} i J; := {2 4* : k € Z} okredlamy

0 jesli |n| € Jy
f(n):=<1 jesli |n| ey
liniowo pomiedzy

Uogolnieniem tego przyktadu jest proces linearyzacji |Wys96, Section 2|, ktory okazal sie
gtownym narzedziem do badania uzwarcenia R. Ten proces moze by¢ rozwazany zaré6wno
dla Z jak i dla N. Mianowicie, dla ciagu (a,)nez liczb rzeczywistych i dla $cisle rosnacego ciagu
(rn)nez liczb naturalnych okreslamy funkcje

an jesli k=,
O { :

liniowo pomiedzy wszystkimi r,.

Wowcezas jesli
1

— < 400,
Tnt1 — Tn

neL

to f € BD(Z).

W [Wys96, Proposition 3.8| pokazatem, ze dla f € BD(N) zbior punktow skupienia ciagu
(f(n))n>o jest domknietym przedzialem [liminf f, limsup f]. To pokazuje jaka roznice daje
warunek Dirichleta, w porownaniu z algebra ¢*°(N), dla ktorej dowolny zbior ograniczony C R
moze by¢ zbiorem punktéow skupienia dla f € (*°(N), a wiec takze wartoScia charakteru (czyli
ultrafiltru) z SN. W Definicji 5.1 wprowadzitem relacje rownowaznoséci na ultrafiltrach, w
zaleznosci od tego czy zgadzaja sie na BD(Z), a w Theorem 5.3 podalem bezposredni dowod
homeomorfizmy uzwarcenia Roydena R i przestrzeni ilorazowe;j.

W [Wys96, Section 6] podatem jawny opis uzwarcenia Roydena R. Najpierw pokazatem ktore
elementy SZ nie s¢ rtownowazne. W tym celu wprowadzitem pojecie przedstawienia roztgcznego
pary zbior6w nieskoniczonych A, B C N. Jest to jednoznaczne przedstawienie w postaci sum
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nieskoniczonych

+oo +oo
A - U A]‘, B - U Bj,
j=1 j=1
min 4; < maxA; <minB; <maxB; j=12,...
kj = minB; —maxA;, k;=minAj,; —maxB;, j=12,....
Twierdzenie. [Wys96, Theorem 6.1] Dwa ultrafiltry 2,Q) € SZ nie sq réwnowazne wtedy

i tylko wtedy, gdy istniejg dwa nieskoriczone podzbiory A € Q i B € U, ktérych rozgczne
przedstawienie pary (A, B) spetnia warunek

+o0 1 +o0 1
Zk—<+00, Zy<+0®
j=1 "7 j=1 "7

W [Wys96, Proposition 6.3] pokazalem, ze moc uzwarcenia Roydena R jest taka sama jak
moc uzwarcenia Cecha-Stone’a 7. Opis bazy otoczen topologii na ‘R zostal podany w Theorem
6.4.

Oczywiscie Theorem 6.1 daje takze opis réwnowaznego warunku na réwnowaznos$é¢ dwdch
ultrafiltrow. Jednakze, chcac opisa¢ doktadniej klasy réwnowaznosci ultrafiltrow, znalaztem
tylko nastepujacy warunek.

Proposition. [Wys96, Proposition 6.2] Niech ¢ : N — N bedzie bijekcjq, 2 € 5N niech bedzie
ultrafiltrem i niech () = {p(A) : A € Q}. Wowczas ¢(Q) € BN jest takze ultrafiltrem i
warunek

sup |¢p(n) — n| < 400

neN
pocigga za sobg réwnowazno$é ultrafiltrow Q 1 ¢(Q), ktdre, w konsekwencji, okreslajg ten sam
element uzwarcenia Roydena R

Moja konstrukcja byta jedynym jawnym przykladem uzwarcena Roydena co najmniej do
roku 2014 (jak podano w artykule [42])

4.3. Charakteryzacja (blokowo) radialnych mnoznikéw Herza-Schura na produkcie
wolnym grup dyskretnych, artykul [Wys95|. Funkcje ¢ : G — G na grupie dyskret-
nej G nazywamy mnoznikiem Herza-Schura jesli operator mnozenia M, zachowuje alge-
bre B((*(G)) operatorow ograniczonych na ¢*(G): My : B((*(G)) — B({*(G)). Operator
mnozenia My jest okreslony w nastepujacy sposob. Jesli {6, € (*(G) : z € G} jest stan-
dardowa baza ortonormalna i L € B(*(G)) jest operatorem ograniczonym, to dla macierzy
L(z,y) := (Ld,, 0,) okreslamy

My(L)(z,y) == ¢(y~"z) Lz, y)

Przestrzen mnoznikéw Herza-Schura na grupie dyskretnej G oznaczamy By(G). Jest ona alge-
bra z mnozeniem punktowym My, My, = My, .y,. Z definicji, normg mnoznikowa jest norma
operatora mnozenia |||, = ||My| @2(c)—se2@)- W artykule [21] Marek Bozejko i Gero
Fendler pokazali, ze By(G) jest izometrycznie izomorficzna z algebra mnoznikéw catkowicie
ograniczonych na algebrze Fouriera A(G).

The space of all Herz-Schur multipliers on G is denoted by Bs(G). By definition, the mul-
tiplier norm is the norm of the multiplication operator |[¢|| s, = || Myl B2(@)—B2(c)). Marek
Bozejko with Gero Fendler have shown in [21] that Herz-Schur multipliers on G are isometrically
isomorphic to completely bounded multipliers of the Fourier algebra A(G).
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W 1987r Uffe Haagerup i Ryszard Szwarc pokazali charakteryzacje radialnych mnoznikow
Herza-Schura na grupie wolnej Fy (o0 N > 2 wolnych generatorach), podajac jawny wzor na
norme mnoznikowa. Jednakze dopiero w 2010r. ukazal si¢ ich wspolny artykut z Troelsem
Steenstrupem [14].

Moja praca [Wys95| dotyczyta mnoznikow Herza-Schura na produkcie wolnym grup dyskret-
nych.

Jesli {G; : j € J} jest rodzing gruo dyskretnych, indeksowana przeliczalnym zbiorem J, to
ich #loczyn wolny, oznaczany

G:= x Gj,
jed
jest grupa, w ktorej

(1) element neutralny e € G jest utozsamieniem elementow wszystkich neutralnych e; € Gy,
(2) kazdy inny element x € G \ {e} jest jednoznacznej postaci

T=G1. Gm, 9 €Gi\{€,} 1 F . Fm, 1< <m

Dla elementow G okreslamy dlugo$é blokowa: |le|| = 0 oraz ||z|| = m dlaz = g1...9m €
G \ {e}. Pozwala to zdefiniowaé¢ funkcje blokowo radialne na produkcie wolnym G: funkcja
f : G — C jest blokowo radialna jesli f(x) = f(y) dla wszystkich takich x,y € G dla ktorych
llz|]| = |ly||.-Rownowaznie, funkcja blokowo radiwalna jest okreslona przez ciag (¢(n)),>o liczb
zespolonych: f(z) := p(||z||) dla z € G.

Grupa wolna Fy o N > 2 wolnych generatorach jest iloczynem wolnym N kopii grupy
addytywnej Z liczb caltkowitych, jednakze naturalna diugosé |x| na Fy (wzgledem wolnych
generatorow) jest zupelnie inna niz dlugosé blokowa (np. jesli s jest wolnym generatorem, to
|s™| = m, natomiast ||s"| = 1 dla m € N).

Wazna cecha grupy wolnej jest to, ze dziata ona na drzewie jednorodnym. W moich badaniach
iloczynow wolnych korzystatem z ich dziatania na drzewie dwu-jednorodnym (tzw. bi-partite
trees), zdefiniowanym plrzez Jean-Pierre Serre’a w ksiazce [16]. Takie drzewo T'(G) skiada sie
ze

(1) zbioru wierzchotkéw V' = V5 U Vi, ktore sadwoch rodzajow: Vy := G jest zbiorem
elementow produktu wolnego, a Vi := {gG, : ¢ € G,j € J} sktada sie z warstw
wszystkich elementow.

(2) zbioru (niezorientowanych) krawedzi E(G) := {(g, 9G;), (9G;,9) : g € G,j € J}, ktore
tacza kazdy element g € G ze wszytstkimi jego warstwami.

Na drzewie T'(G) jest naturalna odlegtosé¢ d(vq, v) pomiedzy dowolnymi wierzchotkami vy, vy €
V', okreslona jako najkrotsza droga (czyli geodezyjna) ktora je taczy.

W moich badaniach ograniczytem sie do przypadku iloczynu wolnego N > 2 grup o tej samej
liczbie elementow 2 < k = |G| < oo dla wszystkich 1 < j < N. Woéwczas drzewo T'(G) jest
dwu-jednorodne: wierzcholki z V maja stopieri N (czyli ilog¢ sasiednich wierzchotkow jest V),
natomiast wierzchotki z V; maja stopien k.

[loczyn wolny G dziata na drzewie T'(G) poprzez lewe translacje L : V +— V', L(g)h := gh oraz
L(g)hG; := ghGj, ktore zachowuja oba rodzaje wierzchotkow. Jest to dzialanie izometryczne:
d(gvy, gve) = d(vy,v9) dla wszystkich g € G i vy,v3 € V.

Istotna cecha tej konstrukcji jest to, ze taczy dlugos$é blokowa z odlegloscia na drzewie:
d(g,h) = 2||g~h||. Ponadto, sa dwa szczegolne rodzaje operatoréw translacji (“pochodnych”)
na T(G), z korych kazdy okazal sie istotny w moich badaniach produktoéw wolnych: przesuniecie
w kierunku wierzchotka e € Vi (w konstrukeji jednostajnie reprezentacji nieunitaryzowalnych)
oraz przesuniecie w kierunku “punktu w nieskonczonosci” (do charakteryzacji blokowo radial-
nych mnoznikéw Herza-Schura).
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Moj artykut [Wys95] jest poswiecony badaniu blokowo radialnych mnoznikow Herza-Schura
na produkcie wolnym G := '*JG]-. W tym celu skonstruowalem specjalny operator 7" : V +—
je

V, dziatajacy na wierzchotkach drzewa T'(G), ktory jest stowarzysony z nieskoriczong $ciezka
w = (Vn)n>0, startujaca z vop = e, w ktorej d(v,,v9) = n i d(vp, v,11) = 1. Wowezas okreslamy
Tv, = Uny1, natomiast dla v € w T'v jest okreslony za pomoca warunkow d(Tv,v,) = d(v,v,)—1
dla wszystkich n > 0. Okazuje sie, ze dla skoniczonych k, N < co operator T jest ograniczony na
(%(V) i ze zarowno dla T? jak i dla T*T podprzestrzenie (2(Vy), 2(V1) C (*(V) sa niezmiennicze.
Ta sama wlasno$¢ maja operatory U? i U*U, gdzie U jest ko-izometrig na ¢?(V') zadana wzorem

1 1

U= —T +——T .
\/m r32(‘/0) \/ﬁ “2(‘/1)

Zbadalem C*-algebre C*(U?,U*U), ktoéra okazala si¢ by¢ izomorficzna z C*(S5?,5*S), dla op-
eratora S : (% — (?, S(3,) = 8,1, ktory jest sprzezony dl standardowego izometrycznego
przesuniecia S*(6,) = d,+1. Pozwolito to na uzyskanie nastepujacej charakteryzacji blokowo
radialnych mnoznikéw Herza-Schura na produktach wolnych skoriczonych grup dyskretnych tej
samej mocy 3 < k < oo dla3 < N < oo.

Twierdzenie. [Wys95, Theorem 6.1] Niech f : G — C bedzie funkcjg blokowo radialng na

iloczynie wolnym G := ~*JGJ i niech f(x) = @(||z||) dla x € G. Zatdzmy ponadto, Ze 3 < N, k.
je

Wowcezas f jest mnoznikiem Herza-Schura f € Bo(G) wtedy i tylko wtedy, gdy operator Hankela

h na (?, zadany macierzq Hankela h;; := p(i +j) — (i +j+ 1) dla i,j > 0, jest sladowy.

Witedy istnieje granica d := lim,,_, p(m) oraz dwa operatory Sladowe a, b na (2, takie, ze

1. dla 3 < k < oo norma mnoznikowa jest rowna || f|| s, = |d|+ ||a||1 + ||bl]1, gdzie || ||1 oznacza
norme $ladowq, natomiast operatory Sladowe a, b sq jednoznacznymi rozwigzaniami uktadu
rownan

h = kla— L§'bS

_ N-1 1
Sh = F5b—55a
2. dla k = oo norma mnoznikowa jest rowna

N -2

1 *
[ fllB, = |d] + [|lh + N _3° ShS|x + m||5h||1

natomiast operatory Sladowe a,b sq (jednoznacznymi) rozwigzaniamsi uktadu réwnan

N -2
b = - -Sh
No1°

1
= h+ —5"ShS.
a +N_1SSS

W przypadku k = 2 mamy do czynienia z produktem wolnym N > 3 kopii dwuelementowe]
grupy cyklicznej G; = Zy i wowczas otrzymujemy nastepujaca charakteryzacje.

Twierdzenie. |[Wys95, Theorem 7.1| Blokowo radialna funkcja f : G = *?’leQ — C, okreslona
ciggiem f(x) = ¢(||z]]) dla x € G, jest mnoznikiem Herza-Schura f € Bo(G) wtedy i tylko
wtedy, gdy operator Hankela h na (2, zadany macierzq Hankela h; j := ¢(i+7)—(i+j+2) dla
i,j >0, jest sladowy. Wéwczas istniejq state c, d takie, Ze f(z) = c+d(—1)1*I+F(2), dla pewnej
funkegi blokowo radialne; F', ktora znika w nieskonczonosSci. Ponadto, norma mnoznikowa jest
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dana wzorem

N —2 T -
= d+——=||( I — h N
Il = Lo+l + 3= | (1= 5= BREE
7l = lel+ 1l + [, N = oo,

przy czym, z definicji, T(a) := S*aS dla dowolnego operatora a ograniczonego na (2.

Dla N = 2ik > 3 otrzymaltem charakteryzacje blokowo radialnych mnoznikow Herza-Schura
W nastepujacej postaci.

Twierdzenie. [Wys95, Theorem 7.4] Blokowo radialna funkcja f : G = G1xGo — C, okreslona
ciggiem f(x) = ¢(||z]|) dla © € G, jest mnoznikiem Herza-Schura wtedy i tylko wtedy, gdy
operator Hankela h okreslony macierzq Hankela

o delird) —elitj+ 1), if i-j=0,
v eli+j—1)—p(i+i+1), if i,j>1,

jest Sladowy. Wowczas istnieje gramica d = lim,_ . p(n) i norma mnoznikowa jest dana
wzorem
k—2 T -1
= |d/+—=|{]—- h k<
£l = lal+ =2 (1= 25) ke
1flle, = |d|+|hl:, k= occ.

W koricowej czesci pracy [Wys95| znalaztem normy mnoznikowe rodziny funkeji blokowo radi-
alnych na iloczynie wolnym, indeksowanych zespolonym dyskiem jednostkowym D := {|z| < 1},
odkrytej przez Wojciecha Mtotkowskiego [17], okreslonej wzorem

_ 1 if n=0
peln) = { W=Detlon if g > 1,
Rezultaty moich badari [Wys95| byly wykorzystywane przez innych autorow. W szczegolnosci
Eric Ricard i Quanhua Xu [20] uzyli ich do pokazania oszacowania liniowego norm pewnych
naturalnych projektoréw w zredukowanych iloczynach wolnych C*-algebr grupowych. Uffe
Haagerup i Séren Moller [15] uogo6lnili moje wyniki na iloczyny wolne C*-algebr. Eric Ricard i
Ana-Maria Stan [18] wykorzystali je do wyliczenia norm mnoznikowych funkcji charakterysty-
cznych zbiorow Leinerta. Tao Mei i Mikael de la Salle [19] uogolnili wyniki z prac [Wys95, 14]
na grupy hiperboliczne.

4.4. Zwarta grupa kwantowa U, (2), artykuly [Wys04, Wys2009a|. W artykule [23] Stanistaw
Lech Woronowicz udowodnil, miedzy innymi, ze jesli jest dany niezdegenerowany uktad liczb
zespolonych E :={Ey, v : 1 <ky,....,ky <N, ki,...,ky € N}, wowczas uklad elementow
{ujr, : 1 < j,k < N}, speliajacych dwa warunki:

(1) unitarnosci:

N N
Zuj-rurk = Zujru:k =0;,l, forall 1<j,k<N;
r=1 r=1

(2) skreconego wyznacznika:
N

> Uik Uk Bk = Ejygp A, forall 1<y, iy <N
ki, kn=1
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definiuje zwarta grupe kwantowa. Woronowicz podal jako przykiad, ze dla kazdego N > 2
oraz q € (—1,1), grupa kwantowa SU,(/N) moze by¢ otrzymana dzieki powyzszej konstrukcji
dla uktadu E zdefiniowanego przy pomocy funkcji ¢ : Sy — N, okreslonej na grupie permutacji
Sy, ktora liczy ilos¢ inwersji dla permutacji o € Sy: i(o) = [{(i,j) : ¢ < j and k; = o(i) >
o(j) =kj, i,7=1,...,N}|. Wowczas definiuje si¢ £ wzorami

Ey, . = (—q)’(”), o(j)=Fk;, j=1,...,N

SkN
Bpin = 0, if {kr... knt #{L,...,N}.

W pracy [Wys04| pokazalem analogiczna konstrukcje dla N = 3, w ktorej uktad E jest zdefin-
iowany dla ¢ € (—1, 1) przy pomocy fukncji ¢(o), ktora liczy ilosé cykli w permutacjach o € S:

Ek17k2,k3 = (_q)3_6(0)7 if U() kj? ] 17273;
Ekl,kz,ks = 07 if {k17k27k3}#{17273}'

Jawna definicja jest nastepujaca: Ei193 = 1, E139 = Fa13 = E321 = —q, Ea31 = E312 =
q* oraz E; ;= 0 jesli {i,7,k} # {1,2,3}. Ten uklad jest niezdegenerowany. Z warunkow
unitarnosci i skreconego wyznacznika wynika, ze koreprezentacja fundamentalna v := (ujk)ikzl
ma macierz postaci:

a 0 —quvc*
u= [0 v 0 ,
c 0 wv'a*
gdzie v := wugy jest unitarny i komutuje z @ := uq; i ¢ := ugy, ¢ jest normalny (cc* = c*c) i

g—komutuje z a czyli ac = qca. Ponadto mamy relacje aa* + ¢*cc* = I = a*a + c*c. Wowcezas
jesli A oznacza C*—algebre generowana przez elementy a,c,v, to (A, u) jest zwarta grupa
kwantowa. Komnozenie ® i koodwrotnosé¢ k sa zadane odpowiednio wzorami |[Wys04, formluas
(2.7), (2.8)]. W rezultacie otrzymujemy grupe kwantowa U,(2).

W [Wys04, Section 3] skonstruowatem nieprzywiedlne x-reprezentacje C*-algebry A (w szczegol-
nosci jej generatoréw a,c,v) jako operatoréw ograniczonych na przestrzeni Hilberta. Opisuje
to nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. [Wys04, Theorem 3.1] Nieprzywiedlne x-reprezentacje C*-algebry A tworzq dwie
serie:

a. seria jednowymiarowych reprezentacji (charakterdw) m, x, parametryzowanych wszystkimi
parami (a,\) € S' x S, gdzie ST := {z € C: |z| = 1} jest zespolonym okregiem jed-
nostkowym, danych wzorams

Tar(a) =al, 7mua(v) =AM, mua(c)=0.

Ta seria jest zwigzana z trywialnoscig jedra dim(ker m, \(c)) = 0 operatora m, \(c).
b. seria nieskoriczenie wymiarowych reprezentacji m, \, parametryzowanych wszystkimi parami
(a, \) € ST x 81, dziatajgcych na (%, i danych wzorami na standardowej bazie ortonormalnej

{6, : n>0} C ¢
Wa,A(a)(Sn = vV 11— (]2"5n—1>
7Toz,/\<c)5n = aqn6n7
7Ta,)\(’l})5n = )\(Sn

Ta seria odpowiada warunkows dim(ker m, x(c)) > 1.

Pokazatem, ze C*—algebra A = C*(U,(2)) ma strukture iloczynu tensorowego

C*(Uy(2)) = C7(SU,(2)) @ C(U(1)),
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w ktorym C'(U(1)) jest przemienna C*-algebra funkeji ciaglych na grupie U(1).
Moja konstrukcja pozwolila odkry¢ dodatkows strukture grupy kwantowej U,(2), opisang w
kolejnym twierdzeniu.

Twierdzenie (|Wys04|, Theorem 4.1). Grupa kwantowa Uy(2) jest produktem skreconym swoich
podgrup kwantowych Ay = C*(SU,(2)) i A, = C(U(1))

Uyg(2) = SU,(2) %o U(1),

gdzie skrecenie o : Ay X Ay — As X Ay jest dane wzorami o(1®v) =v®1, c(a®v*) =¥ ®aq,
olc@v®) =vil®ecdlak € Z, pray czoym v=F := (v)¥ dla k € N, v° = 1.

W twierdzeniu [Wys04, Theorem 5.1| opsatem serie koreprezentacji unitarnych grupy kwan-
towej U,(2), parametryzowanych parami (s,p) € S X Z, gdzie S :={0,3,1,%,2,3.3,.. }.
Twierdzenie (|[Wys04|, Theorem 5.1). Jesli d° jest (2s 4+ 1)-wymiarowq koreprezentacjq grupy
kwantowej SU(2) a by, = diag(v®, . .. ,PT2%) jest diagonalng reprezentacjq grupy U(1), to ich
iloczyn tensorowy

u, == d°Q by
jest nieprzywiedlng unitarng koreprezentacjg grupy kwantowej U,(2).

W koncowej czesci artykutu [Wys04] podalem jawny opis operatora Kaca-Takesaki (zwanego
multiplicative unitary) dla grupy kwantowej U,(2). Poprzednio znany byl tylko jeden taki
jawny opis, podany dla grupy kwantowej SU,(2) przez E. Christofera Lance’a [24]. Wzor, ktory
podalem, jest dosy¢ skomplikowany, a wyglada nastepujaco.

Twierdzenie (|[Wys04|, Theorem 6.2). Operator Kaca-Takesaki W dla grupy kwantowej U,(2)
dziata na przestrzei Hilberta H @ H, gdzie H := (*(N x Z x Z) @ (*(Z), i zadany jest wzorami
(w ktorych korzystam z notacji zwanej leg numbering)

W= w1245682(2356)(48)w§345682(48)Sgg 5285845482(2635)

Dowdd tego wzoru i objasnienie znaczenia poszczegdlnych symboli zajmuje w [Wys04, Section
6] strony 839-846. Mowige dosyé ogdlnie, S jest operatorem Stinespringa S(r ® y) = y ® z,
Y jest permutacjq czynnikow w tloczynie tensorowym a w jest gtownym budulcem operatora
Kaca-Takesaki dla SU,(2), skonstruowanym przez Lance’a (por. [24], wzdr (1.11), gdzie jest
on oznaczony jako v).

Takie same wyniki, dotyczace x-reprezentacji C*-algebry C*(U,(2)), dla ¢ € C\ {0}, op-
ublikowano pozniej w pozniej w [25], jednak autorzy nie zacytowali mojej pracy. Mimo tego
moj artykul [Wys04] zainspirowal pewne dalsze badania. W szczegdlnosci Uwe Franz, Adam
Skalski i Reiji Tomatsu [26] korzystali z moich wynikéw w badaniu stanéw indempotentnych,
Anna Kula [27| uogolnita moje wyniki i otrzymata pelna klasyfikacje, dla N = 3, grup kwan-
towych ktore powstaja z konstrukcji Woronowicza. Struktura produktu skreconego pojawita
sie takze w pracy Piotra Soltana [28|, w ktorej badal on sfery Podlesia, a takze jako przyktad
konstrukeji rozszerzenia, w sensie Veinermana i Vaesa, w artykule [29].

Pozniej zauwazylem (i opublikowatem [Wys2009a] w Kyoto University Information Repos-
itory KURENAI http://hdl.handle.net/2433/140904 ), ze dla N > 4 warunki unitarnosci i
skreconego wyznacznika trywializuja sie dla ukladu E zdefiniowanego przy pomocy funkcji
c: Sy — N liczacej ilosé cykli.



12 AUTOREFERAT

4.5. t-deformacja, artykuly [BWys98, BWys01, Wys06]. W artykule [BWys98| napisanym
wspolnie z Markiem Bozejko, zdefiniowaliSmy nowa transformate na zbiorze P M (R) miar prob-
abilistycznych na R w nastepujacy sposob. Dla p € PM(R) rozwazamy jej transformate
Cauchy’ego (czy tez Cauchy’ego-Stieltjesa), okreslona dla z € C* := {2z € C : Im(z) > 0}

wzorem Go) /_+oo pu(dz)

w Z—X

Wowezas dla 0 < ¢t < 11 pary miar probabilistycznych p, p € PM(R) wzor

1 t 1—1t
6,0 G0 Tar M0

okresla nowa miare probabilistyczna 1. Wynika to z twierdzenia Nevanlinny o reprezentacji
odwrotnosci transformaty Cauchy’ego miary probabilistycznej, ktore zapewnia, ze prawa strona
powyzszego wzoru jest taka odwrotnodcia pewnej miary probabilistycznej n, ktora zalezy od
1 i v oraz od parametru t. Dla p = dyp mozna wywnioskowa¢ wiecej, mianowicie dla ¢ > 0
okreslamy t-transformate n = p; miary g wzorem

1 t
G TGy U ) >0

Odwzorowanie U; : PM(R) 3 u — puy € PM(R) nazywamy t-transformata. Rodzina {U; : ¢ >
0} jest ciagla polgrupamultyplikatywna na PM(R), ktora komutuje z dylatacjami miar. W
szczegélnosci mamy U, ! = Uy

Pozwala to nazdefiniowanie ¢t-transformaty dowolnego splotu. Mianowicie, jesli x jest jakims
danym splotem, na przyktad klasycznym, wolnym, boole’owskim, monotonicznym czy innym,
to okreslamy nowy splot x; jako

pore v i=Us (e x1vg), for p,v e PM(R).

Dla takiej transformacji splotow pokazaliSémy nastepujace twierdzenie graniczne. Niech D,
oznacza dylatacje miary przez a € R, czyli D,(u)(E) = p(a™'E).

Twierdzenie. [BWys98, Theorem 7| Zaldzmy, zZe miara probabilistyczna p € PM(R) ma
Srednig 0 1 wariancje 1, oraz Ze istnieje miara probabilistyczna v € PM(R), ktdra jest x-stabg
granicg n-krotnych splotow dylatacji miary p

\Dﬁ(u)*...*Dﬁ(u)/:Ou
n;igles

Wowczas, dla t-transformacyi splotu *, istnieje *-staba granica, oznaczana vt

Dﬁ(u)*t“’*tDﬁ(”),:oyt

W szczegdlnosci, jesli v jest miarg w centralnym twierdzeniu granicznym dla splotu %, to V' jest
miarg w centralnym twierdzeniu granicznym dla *;.

Opisalismy takze transformacje v — v w jezyku rozwinie¢ transformat Cauchy’ego w utamki
taricuchowe.
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Transformacja v +— v' jest w pewnym sensie dopelnicza wzgledem t-transformacji, jak
pokazuja ponizsze rozwiniecia w utamki tancuchowe. Mianowicie, dla t-transformacji, jesli

1
GN(’Z): bl
zZ—a; — b
Z— a9 — 2 b
Z— as — i b
4
Z— Q4 —
b
Z—CL5——5
to
1
Gﬂt<z)_ tbl
z—t-a1 —
b
Z — a9 — 2 b
Z— as — i b
Z— Q4 — ! b
5

Z— a5 — —

7 drugiej strony, dla miary v z centralnego twierdenia granicznego i dla t-transformaty splotu,
jesli

1
G,(z) = h
Z— b
Zz — b3
z— by
z — b
I
to
1
Gut(z) = by
T tho
T ths
T thy
T

z — —

Badania te byly kontynuowane w pracy [BWys01| wspolnej z Markiem Bozejko. Zauwazylismy
w niej, ze t-transformata Uy := p; miary p jest w istocie jej t-ta potega w splocie boole’owskim.
Wynika to ze wzoru [BWys01, (4.13)] dla kumulant boole’owskich K, (z):

Ky (2) = 1 (2).
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Nastepnie rozwazaliSmy centralne twierdzenia graniczne dla splotu klasycznego * i dla splotu
wolnego @. Przypomnijmy, ze dla splotu wolnego, centralne twierdzenie graniczne daje (abso-
lutnie ciagly) rozktad Wignera (ang. semi-circle law)

1
w(dr) = 2—\/4 — 22, x| <2,
m

dla ktorego transformata Cauchu’ego ma rozwiniecie w utamek taficuchowy postaci

z__

Okazuje sie, ze dla t-transformaty splotu wolnego odpowiednie miary w centralnym twierdzeniiu

granicznym sg zwigzane z miarami Kestena (3] v, = w™, n > 2, dla ¢, == 1 — ;~: dla

ustalonego n > 2 jest to miara spektralna dla prostego spaceru losowego na grupie wolnej
F,, o n wolnych generatorach. Transformata Cauchy’ego miary Kestena w'» ma rozwiniecie w

utamek tancuchowy postaci

G, (2) =

W ogélnym przypadku ¢ > 0 znalezliSmy wzory na momenty m,(w') miary w' z centralnego
twierdzenia granicznego dla t-transformacji @, splotu wolnego @: ma,1(w') = 0 dlan > 0
oraz
Mo (w') = Z ) > 0.
VENC2(2n)

Powyzsze sumowanie jest po zbiorze NCy(2n) wszystkich nieprzecinajacych sie dwupartycji
zbioru {1,2,...,2n} a fin(V) oznacza liczbe blokdw wewnetrznych w partycji V [BWys01, For-
mula (6.18)|. Badali$my tez wielomiany C,,(t) := ma, (w"), okreslone przez parzyste momenty
miary w!, dla ktérych pokazalismy nastepujacy fakt.

Proposition. [BWys01, Proposition 6.1] Dla n = 1,2,... wielomian C,(t) zmiennej t ma
stopieri n — 1 i jest dany wzorem Cy(t) =1 oraz

n—2
e =re et {(0) - ("0 e
k=0

n+k n+k
_ <k<n-—2 > 2
(k+1) ( k )’ O<ksn 1=

Wspotezynniki
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tworza, tablice Delaney’a

14 28 42 42
20 48 90 132 132

1

1 1

1 2 2

13 5 5

1 4 9 14 14
1 5

1 6

Nastepnie podalismy konstrukcje t-zdeformowanej wolnej przestrzeni Focka i operatoréow ktorych
rozklady, wzgledem stanu prozniowego ¢, sa miarg w'. Mianowicie, operatory te byly wolnymi
operatorami t-Gaussowskimi, czyli sumami G¢(f) = a:(f) —i—al(f) operatora t-kreacji al(f) iop-
eratora t-anihilacji a,(f), dla wektoréow jednostkowych || f|| = 1. t-deformacja wolnej przestrzeni
Focka polegata na domnozeniu iloczynéw skalarnych przez kolejne potegi parametru t:

n

(@1® ... @2y @ ... @ yr) = - " [l 1)
j:l

W centralnym twierdzeniu granicznym dla t-transformaty *, splotu klasycznego * miara graniczna
N jest transformata N — N rozkladu normalnego N. Znalezliémy wzor na mommenty miary

Nt
Proposition. [BWys01, Proposition 8.3] Momenty parzyste ma,(N*) sa dane wzorem

Man(N*) = Z ntee) -y > 0.

VeP2(2n)
Momenty nieparzyste sq zerowe.

W powyzszym wzorze sumowanie jest po wszystkich dwupartycjach zbioru {1,2,...,2n}
(tutaj przeciecia sa dopuszczalne), natomiast foc(V) oznacza liczbe zewnetrznych sktadowych
spdjnych partycji V € Py(2n). Warto zauwazy¢, ze o ile dla partycji bez przecie¢ pojecia blokdw
wewnetrznych i zewnetrznych sa dobrze okreslone, o tyle dla partycji z przecieciami wtasciwe i
dobrze okreslone sg pojecia wewnetrznych i zewnetrznych sktadowych spojnych.

Dla przypadku t-transformacji splotu klasycznego takze skonstruowalidémy t-zdeformowana
symetryczna przestrzen Focka i operatory t-Gaussowskie (sumy odpowiednich kreacji i anihi-
lacji), ktorych rozklady, wzgledem stanu prézniowego, byly miarami N.

Wiadomo, ze splot * definiuje relacje pomiedzy momentami m,, (1) danej miary p a jej ku-

mulantami r,(f)(u), w szczegolnosci

mn(p) = Z r®(V), dla splotu wolnego % = @
VENC(n)
m,(p) = Z r®(V), dla splotu klasycznego % = *
VeP(n)
W tych wzorach, dla « € {*, @} mamy notacje r™ (V) = ry (i) - ... - 73, (1) jesli partycja V

sktada sie z m blokéw V = {By,, B,,} o licznosciach k; := |B;|, dla j — 1,...,m. Znalezlismy
analogiczne wzory dla t-transformacji splotéow klasycznego i wolnego.
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Proposition. [BWys01, Propositions 10.3, 10.4]

ma(p) = Z r@) (V) #utO) - dlg t-transformacgi splotu wolnego @,
VeENC(n)

mu(p) = Z rED WO dla t-transformacii splotu klasycznego
VeP(n)

Koncowa czesé artykutu [BWys01]| jest poswiecona badaniu twierdzen granicznych typu Pois-
sona dla t-transformacji splotu wolnego i klasycznego. Wolna miara Poissona o intensywnosci
0 < a <1 ma rozwiniecie (swojej transformaty Cauchy’ego) w utamek tancuchowy

Gu(z) = !

Z— o —

z—(1+a)-— -

z—(14+a)— -
z—(l—l—oz)—.—

Pokazalismy, ze dla t-transformacji &, splotu wolnego odpowiadajaca miara w analogicznym
twierdzeniu granicznym typu Poissona jest dana wzorem [BWys01, 11.40]

1 1
GH(Z) = R S = ;

zZ—8 - —

z—(14+a)—

t-o

z—(14a)—
z—(l—i—a)—t'.—a

W przypadku ttransformaty *; splotu klasycznego korzystaliSmy z transformaty Fouriera by
uzyska¢ wzor na miare p(t) w analogicznym twierdzeniu granicznym typu Poissona.
Wnhniosek. [BWys01, Corollary 11.4]
o~ ()"
p(t) =€ t Z 5n+(1—t)a

n!

n=0

W moich dalszych badaniach t-transformacji [Wys06| udowodnitem (Theorem 2.1), 7e alge-
bra von Neumanna generowana przez przeliczalnie wiele wolnych operatoréow t-Gaussowskich
{Gi(e;) - 7 =1,2,...}, okreSlonych na wektorach bazy ortonormalnej {e; : 7 > 1} C H, jest
faktorem typu /.. Ten wynik byl motywacja dla Erica Ricarda, ktéry uogdlnit go na dowolna
skoniczong liczbe wolnych operatoréow ¢-Gaussowskich.

Artykuty [BWys98, BWys01| maja tacznie 70 cytowan wg MathSciNet i zainspirowaly wiele
dalszych badan.

4.6. bm-niezalezno$é¢, artykuly [Wys07, Wys08, Wys10, KWys10, OWys20|. Pojecie bm-
niezaleznos$ci ma swoje poczatki w mojej konstrukeji stabo monotoniczne; przestrzeni Focka
|[Wys05], a propos ktorej Viacheslav Belavkin postawil mi pytanie czy taka konstrukcje mozna
uogo6lni¢ na czesciowo uporzadkowane zbiory indekséw zamiast N. W zbiorze czesciowo uporzad-
kowanym dwa elementy moga by¢ nieporéwnywalne i to stanowi istotng réznice w poréwnaniu z
liczbami naturalnymi, ktére zazwyczaj stanowig zbiér indekséow dla klasycznych czy nieprzemi-
ennych zmiennych losowych. Dodatkowo, badania Rolanda Speichera [31] i Naofumi Muraki
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|33] pokazaly, ze jest tylko pie¢ (uniwerslnych) poje¢ niezaleznosci (tensorowa czyli klasyczna,
wolna, boole’owska, monotoniczna i antymonotoniczna). Jednakze warunek uniwersalnosci jest
tutaj kluczowy: bm-niezaleznos¢ nie jest uniwersalna (w znaczeniu tych badan).

4.6.1. artykuly [Wys07, Wys08]. Badatem problem postawiony przez Belavkina w pracy [Wys07],
uzyskujac czesciowa odpowiedz, mianowicie pokazatem konstrukcje bm-produktu rodziny przestrzeni
Hilberta, indeksowanych zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym, oraz konstrukcje bm-rozszerzen
operatoréow zadanych na tych przestrzeniach.

Dla zbioru czesciowo uporzadkowanego (X, <) idlarodziny {He : & € X'} przestrzeni Hilberta
indeksowanych elementami X, ktore maja wspolny wektor jednostkowy €2, okreslamy

e bm-produkt
H = ®§€XH§
jako przestrzen Hilberta rozpietg przez () oraz tensory proste postaci

hfn®h5n—1®"'h£17 hgjeng,hng_Q’ 51-<£2_<_<£n

dlaj=1,2,....nineN
e bm-rozszerzenie operatora ograniczonego A; € B(H;) na bm-produkt H ([Wys08,
Definition 2.1])

Konstrukcja ta miata taka wtasnos¢, ze operatory, indeksowane podzbiorami liniowo uporzad-
kowanymi, byly wolnie niezalezne, natomiast operatory indeksowane zbiorami catkowicie nieu-
porzadkowanymi (antytancuchami) byty niezalezne boole’owsko. Podalem jeszcze pewne do-
datkowe warunki spetniane przez tg konstrukcje, ktore nazwatem BM1 i BM2. Nastepnie, dla
bm-rozszerzen operatorow, udowodnitem analogi klasycznego centralnego twierdzenia granicznego
(w skrocie: CTG), dobierajac szczegolne przyktady zbioréw czesciowo uporzadkowanych. Bada-
nia te kontynuowatem w pracy [Wys08|. Twierdzenia graniczne formutowalem w stabym sen-
sie, jako zbiezno$¢ momentoéw unormowanych sum bm-rozszerzen operatoréw. Taki rodzaj
zbieznosci jest standardem w nieprzemiennej probalistyce, gdzie zmienne losowe nie sa funkc-
jami mierzalnymi lecz samosprzezonymi elementami danej C*-algebry.

W szczegdlnosci, w pracach [Wys07, Wys08] udowodnitem nastepujace wersje CTG dla bm-
rozszerzen.

1. [Wys07, Theorem 4.1] Dla zbioru indeksow I = N x N okreslamy Jyn := {(a,0) € I: 0 <
a< M, 0<b< N} oraz

1
Sun = Ag,
MN TN Z ¢

EeJun

gdzie A¢ sa bm-rozszerzeniami operatoréow. Assume that ¢ is the vacuum state and that
©(A¢) =0, p(A7) =1 for all £ € I. Then for ever n € N

_ : 2n+1
0 = Jlm  o((Sun)™"),

_ : 2n
gn = lm o((Sun)™),

gdzie (gn)n>0 jest ciagiem (parystych) momentéw symetrycznej miary probabilistycznej na
R, ktora spetnia rekurencjegy = g, = 1 oraz

=1
In = Z 72 Jk=19n—k
k=1
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Jest ona rownowazna [Wys07, Remark 3.3| rekurencji dla liczb naturalnych

n

2
b, = Z (Z) bi_1bn_r, with the substitution b, := (n!)%g, € N,
k=1

ktora zlicza pewne uporzadkowane drzewa z korzeniem. W ogélniejszym przypadku I; := N¢,
dla d > 2, otrzymalem rekurencje

“ 1
nl(d) = i “ gr—1(d) + gn—r(d)
k=1
Jest ona rownowazna [Wys07, Remark 3.4| rekurencji dla liczb naturalnych

bn(d) = Z (Z) cbp_1(d) - by_r(d), podstawienie: b, (d) := (n!)%g,(d) € N,

k=1

. [Wys07, Theorem 5.5] Dla stozkow Lorentza w czasoprzestrzeni Minkowskiego i zbioru in-

deksow Iy := {(k;m) € NxZ?: k > ||m||}, okreslilem podzbiory skoriczone Jy := {(k;m) €
NxZ?: |m]| < k < N}. Dlakazdeggo d > 2 otrzymalem bm-wersje centralnego twierdzenia
granicznego (bm-CTG) dla bm-rozszerzen operatoroéw, w ktorych momenty parzyste g,(d)
(symetrycznej) miary granicznej spetniaja rekurencje go(d) = ¢g1(d) = 1 and

gn(d) = ; (k(ddjll)>_ “Ge-1(d) - gnr(d), n>2.

. [Wys08, Theorem 6.1] Dla stozka dodatniego II; = Symm?(R) symetrycznych dodatnio

okreslonych d-wymiarowych acierzy rzeczywistych i dla zbioru indeksow I; C II; sktada-
jacego sie z takich macierzy w Il;, ktérych wyrazy sa liczbami catkowitymi, okreslitem
podzbiory skoticzone

In = {(ajk>;‘l,k:1 €lly: 0<aj; <N;}, where N:=(Np,...,N,) €N~

Podobnie, dla kazdego d > 2, otrzymatem bm-CTG dla bm-rozszerzen operatoréw, w ktorych
ciag parzystych momentow g, (d) (symetrycznej) miary granicznej spetnia rekurencje go(d) =
g1(d) = 1 oraz

gn(d) = qa(k)* - ger(d) - gu-i(d), n>2.

gdzie ciag (va4(k))ken jest okreslony przez funkcje beta Eulera

Cd+1dH1l (k—1)(d+1)
D) 2 2

Ya(k) : B( ), Bla+1;b+1):= /195“(1 — )" dx

4.6.2. artykul [Wys10]. W pracy [Wys08| sformutowatem warunki bm-niezaleznosci jedynie dla
bm-rozszerzen operatoréw. Ostateczna wersja w pelnej ogolnosci ukazata sie w moim artykule
[Wys10] w nastepujacej postaci.

Definicja. [Wys10, Definition 2.1] Niech (I, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzqdkowanym. i
niech B bedzie algebrq z zadanym na niej funkcjonatem liniowym ¢ @ B — C. Mowimy, Ze
rodzina podalgebr {Bg : £ € 1} algebry B, indeksowana zbiorem 1, jest bm-niezalezna wzgledem
©, jesli spetnia nastepujgce dwa warunks:

BM1. Jesli £,m,p € 1 spetniajg: &€ < p = nlub & ~ p >=n lub & < p ~ n, to dla dowolnych

elementow be € Be, b, € B,, b, € B,
bebyby, = @(b,) - beby,.
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BM2. Jesli& = ... =& o0& <00 <& dlapewnychl <m <k <nand&,...,§, €1
to

n

(2) plbe, - be,) = [ [ o (be,)-

J=1

Uzywam tutaj notacji & ~ 7 jesli elementy &£, n € I sg nieporéwnywalne. Jesli I jest liniowo
uporzadkowany, to warunki BM1 i BM2 oznaczaja pojecie niezaleznosci monotoniczne; Mu-
raki [32], natomiast jesli I jest antylancuchem (czyli £ ~ ndla dowolnych &, 7 € I), to warunek
BM1 nigdy nie zachodzi i otrzymujemy pojecie niezaleznosci boole’owskiej [Wys10, Remark
2.5].

W nieprzemiennej probabilistyce pojecia niezaleznosci sa regutami pbliczania momentow
mieszanych postaci p(bg, . .. bg,) za pomoca momentow indywidualnych poszczegolnych elemen-
tow. W [Wysl0, Lemma 2.3| pokazatem, ze warunki BM1, BM2 maja ta wlasnos¢ i dlatego
stanowig nowe pojecie nieprzemiennej niezaleznosci. Metoda obliczania momentéw mieszanych
przy pomocy tych warunkoéw polega na stosowaniu najpierw warunku BM1 dopoki to mozliwe,
a do tego, co zostanie, stosuje sie¢ warunek BM2. Co wiecej, w [Wys10, Lemma 2.4| pokazalem,
ze obliczenie momentu mieszanego nie zalezy od tego w jakiej kolejnosci zastosujemy BM1.

W artykule [Wys10] zdefiniowatem takze pojecia bm-produktu algebr [Wys10, Definition 3.1]
oraz uogdlnionego bm-produktu przestrzeni Hilberta [Wys10, Subsection 3.3| i uogdlnionych bm-
rozszerzen operatorow [Wysl0, Definition 3.7|. Uogolniony bm-produkt zostal zdefiniowany w
taki sposob, ze otrzymalem konstrukcje o wtasnosci tgcznosci.

Definicja. [Wys10, Subsection 3.3] Niech {H¢ : £ € 1} bedzie rodzing przestrzeni Hilberta in-
deksowanq zbiorem czeSciowo uporzgdkowanym 1. Zaktadamy, ze te przestrzenie majg wspolny
wektor jednostkowy Q € He dla wszystkich § € 1. Dla dowolnego podzbioru J C I przez

My = @y He
oznaczamy bm-produkt przestrzeni Hilberta He dla ktorych £ € J. Jesli J = 0 to z definicji

Hy = CQ. Jesli J1, Ty C 1 to definiujemy Hy, ®™ Hy, = Hy,u3,- I ogolnie, jesli {J; : t € A}
jest rodzing podzbiorow 1 to okreslamy

@ Hy, = Hy, dla J:=|]J,
teA
Konstrukcja ta ma nastepujgce wtasnosci;
o jesli Jy C Jy to Hy, C Hy,,
e lgcznosé: jesli J1,J5,J3 C 1 to

(HJl ®™" 7‘[J2) ®™ Hy, = Hiy,us,03, = Hy, @ (HJQ ®"" HJ;;)

Nastepnym wyzwaniem, po sformutowaniu pojecia bm-niezaleznosci i zbadaniu jego wtas-
noéci, byto udowodnienie bm-analogow CTG dla ogélnych bm-niezaleznych zmiennych losowych.
Samo sformutowanie stanowito problem, jak réwniez dobranie odpowiednich zbioréw indeksow
w zadanym zbiorze czesciowo uporzadkowanym. Okazalo sie, ze dobrymi obiektami do tych
badan sg symetryczne stozki dodatnie, ktorych klasyfikacje podali Jacques Faraut i Adam Ko-
ranyi w [34]. Oto ich lista, dla d € N:

(1) I = (R, )%, for d € N;

(2) =A% = {(t;z) € Ry x R?: ¢t > |||/}, stozki Lorentza w czasoprzestrzeni Minkowskiego;
(3) II = Symm? (R), symetryczne dodatnio okreslone rzeczywiste macierze d-wymiarowe;

(4) II = Herm? (F), hermitowskie dodatnio okreslone macierze d-wymiarowe o wyrazach zes-

plonych F = C lub wyrazach kwaternionowych F = H
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(5) II = Herm? (0), dodatnio okreslone macierze hermitoweskie wymiaru 3 o wyrazach bedacych
oktawami Cayleya F = O (jednak tego przypadku nie rozwazaltem)

W artykule [Wys10] rozwazalem przypadek II = Herm? (F) dla F € {C, H}, przy czym dyskretny

podzbior indeksow I; C Il sktadat sie z macierzy o wyrazach postaci z = a+bi € C gdzie a,b € Z

oraz w = a+ bi+ c¢j + dk dla a,b,c,d € Z (tutaj i, j, k sa jednostkami kwaternionowymi). Te

zbiory indeksow zastepuja liczby naturalne N, ktére numeruja zmienne losowe w klasycznym czy

nieprzemiennych CTG. Co wiecej, w takich twierdzeniach rozwaza sie sumy N € N niezaleznych

zmiennych losowych Sy = \/_N(Xl +...4+Xx), unormowanych czynnikiem (v/N)~'. W moich

badaniach okreslitem zakres sumowania zbiorami skonczonymi Jn C 1, zdefiniowanymi przy
pomocy ciagéw d-elementowych N = (Ny,..., Ny) € N¢ wzorem
(ajk);{k:l € Jn wtedy itylko wtedy, gdy 0<a;; <N;, j=1,...,d

Przy takich zatozeniach udowodnitlem nastepujace bm-CTG. W jego sformulowaniu uzywam
notacji p := dim(Fg) na oznaczenie rzeczywistego wymiaru F = C,H (czyli p € {2,4}).
Twierdzenie. [Wys10, Theorem 5.4] Dia d > 3 niech I; C Herml(C) lub I; C Herm? (H).
Ponadto, niech {Be : £ € 14} bedzie rodzing podalgebr danej x—algebry z jedynkq B, ktora
jest bm-niezalezna wzgledem danego stanu ¢ na B. Zatozmy takze, zZe dane sq¢ samosprzezone

elementy be = b € Be, ktore spetniajg ¢(be) = 0 i o((be)?) = 1. Rozwazmy unormowane sumy
czesciowe

Wowczas dla dowolnego catkowitego n > 0 istniejq granice
0= gu(dp) = Jim o((Sn))
—00
0 = lim ¢((Sn)*"™),
N—oo

gdzie N — oo oznacza, Ze Ny,...,Ng; — oo. Ponadto, (gn)n>0 jest ciggiem momentow
parzystych miary probabilistycznes na R, spetniajgcym rekurencie: go = g1 = 1 oraz

n

g = > (Vap(k) - Gt Gk, gdzic

k=1
1
Yap(k) = (a+ 1)/ 2%(1 — z)*=DED g oraz
0
, = Pld=1)
2

Powyzsze rekurencje s uogélnieniem rekurencji dla liczb Catalana C,, := HLH (2:), dla ktorych
v(k) = 1 jest ciagiem stalym, jak rowniez rekurencji dla momentow M,, = 2%(2:) rozktadu
arcus sinus (CTG dla niezaleznoosci monotonicznej), w ktorym to przypadku v(k) = . Mi-

anowicie,
n nl
C,= Cio1-Chg; M, = — - Myg_1- M, .

Jako przyklad pokazalem takze ze dla przypadku zespolonego (czyli p = 2) wspolezynniki sa

dk

dane jawnym wzorem 7g2(k) = (d)_d a dla przypadku kwaternionowego (czyli p = 4) sa dane

_ —d
wzorem ”7d74<k3) = ((22dd—11)k)

otwartym problemem.

. Wyznaczenie odpowiednich miar probabilistycznych jest nadal
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W artykule [Wys10| rozwazalem takze przyktad stozka dodatniego niesymetrycznego - stozka
Vinberga - dla ktorego uzyskalem podobna rekurencje w ktorej

9 Ly 3
K= — . 3(1 —2)2*=1 gg.
) = =y / (1 — )30 gy

4.6.3. artykut [KWys10]. Badania bm-niezaleznosci kontynuowatem w artykule [KWys10| wspol-
nym z Anng Kula, w ktorej badaliSmy konstrukcje analogéw ruchéw Browna. Nasze badania in-
spirowane byty wynikami Naofumi Muraki [35] dotyczacymi (ciagtej) monotonicznej przestrzeni
Focka.

Ogolnie, ruch Browna jest procesem stacjonarnym o przyrostach niezaleznych, ktore maja
rozktad normalny. Przed naszymi badaniami uog6lnienia ruchoéw Browna byty w dwoch kierunk-
ach: albo klasyczne zmienne losowe byly indeksowane parametrem wielowymiarowym, albo
parametr byt rzeczywisty ale niezalezno$é¢ nieprzemienna.

Nasze podejscie prowadzito do uogoélnienia w obu kierunkach jednocze$nie: parametr czasowy
byt wielowymiarowy, brany z symetrycznego stozka dodatniego, natomiast niezaleznos¢ byta
nieprzemienna.

W nieprzemiennej probabilistyce standardowa metoda konstruowania ruchéw Browna pochodzi
z pracy Robina L. Hudsona and Kalyanapurama R. Parthasarathy’ego [36] i polega na braniu
operatorow Gaussowskich B; := a(x[o))+a'(x[o,)) na odpowiedniej przestrzeni Focka, dla t > 0
oraz funkcji charakterystycznych (indykatorow) xjos przedziatow.

Naszym celem byto przeniesienie tych warunkéw do sytuacji bm-niezaleznosci. ZrobiliSmy to
w nastepujacy sposob.

W zbiorze czesciowo uporzadkowanym (II, <) przedzialy okreslamy dla £ < n € II jako
E,n] :={pell: &=<p=<n}. Wsymetrycznych stozkach dodatnich IT, podanych w klasyfikacji
Faraut’a-Koranyi’ego, przedzialy [0, &), dla £ € TI, maja dobrze zdefiniowana objetos¢ wyrazona
wzorami zaleznymi od beta funkcji danego stozka.

W pracy [KWys10] rozwazalismy jedynie stozki: RY, A% (stozek Lorentza), Symm? (R) (przy-
padek rzeczywisty) i Herm? (C) (przypadek zespolony). Stozki te maja nastepujaca ciekawa
wlasnosé, ktorg nazwaliSmy volume characteristic (charakterystyka objetosciowa).

Twierdzenie ([KWysl10|, Theorem 2). Dla kazdego z tych symetrycznych stozkéw dodatnich 11
istnieje taki cigg (Yn)n>1, 2€ dla dowolnego przedziatu [§,m] C 1T jest

/[6 (vO1(E, )" dp =0 (vo11, 1)

gdzie vol[€,n] oznacza objetosé Euklidesowq przedziatu [€, ).

Twierdzenie to uogélnia prosta wlasnosé liczb rzeczywistych:

b
x—a"‘ldx———l-b—a", dla 0<a<d
( ) n 7

. 1
gdzie v, = =.

Nastepnie skonstruowaliémy bm-przestrzen Focka, a na niej operatory kreacji 6+ i anihilacji
0~, ktore postuzyly do zdefiniowania bm-ruchéw Browna, oznaczonych jako

5t —
Q¢ =g + 0
Przyrosty, bedace analogami klasycznych B; — B, zdefiniowalismy jako
Q[ﬁ»’ﬂ = 5[?7” + (5[;7]}, dla ¢ <nell
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Wowcezas okazato sie, ze rozklady takich bm-ruchéw Browna, w zaleznosci od stozka dodat-
niego I, sg dane przez inny rodzaj bm-CTG, w ktérym sumowanie bm-niezaleznych zmiennych
losowych jest po zdylatowanych przedziatach. Pokazalidmy to w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie. [KWysl0, Theorem 7| Dla N € N oraz p € II okreslamy Jy(p) = [0, Np| N1,
gdzie 1; C 11 sktada sie z elementow z wymzamz’ catkowitymi. Niech

S =
<) \ vol[0 56[%1:\/0]

przy czym be sq bm-niezaleznymi samosprzezonymi elementami algebry (B, ), spetniajgcymi
warunki ©(be) = 0 1 p((be)?) = 1. Wowczas, dla dowolnego n € N istniejq granice

g = lim o(Sn(p)™),
0 = Jim (Sx(p)" ),

i definiujq momenty symetrycznej miary probabilistycznej v = v(I1) na R. Ponadto, cigg (gn)n>0
momentow parzystych spetnia rekurencje (uogdlniong rekurencje Catalana)

gn = Z% * k-1 In—k>
k=1

gdzie v, = v, (I1) jest charakterystykq objetosciowq stozka 11.

Nasze bm-ruchy Browna okazaly sie mie¢ rozklady, wzgledem stany prézniowego w na bm-
przestrzeni Focka, dane przez te nowe bm-CTG miary graniczne v = v(II) [KWys10, Theorem
16]. Ta whasnosé odpowiadata takze bm-wersji twierdzenia Donskera (jego zasady niezmiennic-
zosci), takze sformulowanej i udowodnionej w [KWys10, Theorem 18|.

Uzasadnienie nazwy bm-ruch Browna bierze si¢ rowniez z bm-niezaleznosci przyrostow. Mi-
anowicie, dla przedzialu I C II zdefiniowalismy A(I) jako x-algebre z jedynka generowana
przez operatory kreacji postaci 6 () oraz anihilacji 0~ (x;). Przez A oznaczamy *-algebre z
jedynka generowang przez wszystkie operatory kreacji 07 () i anihilacji 6~ (), dla wszystkich
przedziatow I = [, n] C II. Dla dwoch (roztacznych) przedziatow Ip, I, C II oznaczamy

I < I Jeéh 51 =< 52 dla WSZYStkiCh 51 € [1,52 € I,
I I jesli & ~ & dla wszystkich & € 1,6 € I

Twierdzenie. [KWys10, Theorem 10| Niech I, ..., I,, C Il bedq przedziatami, ktore dla wszys-
thich 1 < 7 # k < m spetniajq: albo I; < Iy, albo I; = Iy, albo I; = I,. Wowczas algebry
A(L), ..., A(Ln) sa bm-niezalezne. W szczegdlnosci operatory

Q[]. :(5}:"‘5[_]6./4([]), jzl,...,m
ktore stanowiq przyrosty bm-ruchéw Browna na interwatach I;, sq bm-niezalezne.

Warto zauwazy¢ ze powyzsze sformutowanie nie moze by¢ takie jak w przypadku rzeczywis-
tego parametru czasowego, poniewaz na osi rzeczywistej dwa rozlaczne przedziaty I N Iy = ()
maja wtasnoéé: albo I; < I albo I, < ;. Natomiast w zbiorze czesciowo uporzadkowanym, na
przyktad stozku dodatnim, dwa roztaczne przedziaty nie musza spetniaé¢ zadnej z tych relacji.

4.6.4. bm-Prawo Matych Liczb, artykut [OWys20]. W artykule [OWys20| wspolnym 7z Lahcenem
Oussi badaliSmy nieprzemienne analogi klasycznego Prawa Matych Liczb, ktore nazwaliSmy bm-
LSN (bm-Law of Small Numbers), dla bm-niezaleznych zmiennych losowych indeksowanych ele-
mentami symetrycznych stozkéw dodatnich. Podobnie jak w poprzednich badaniach rozwazal-
iSmy nastepujace stozki dodatnie dlda d € N: II = (Ry)%, II = A% = {(t;z) € Ry x R? :
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t > |jz||}, stozki Lorentza w czasoprzestrzeni Minkowskiego, oraz II = Symm?(R), dodatnio
okreslone symetryczne macierze rzeczywiste wymiaru d, w ktérych zbiér indeksow I C 11 sktadat
sie z elementow (wektorow, macierzy) o wyrazach catkowitych.

Jednym z podstawowych problemow bylo znalezienie wtasciwego pojecia rozbieznosci £ — oo,
ktore jest kluczowe w sformutowaniu bm-LSN. W efekcie podaliSmy nastepujacy sposob tego
okreslenia.

Definicja. [OWys20, Definition 1.5| Dla £ € 11, okreslamy rozbieznosé £ % nastepujqco:

(1) jesti & :== (ar,...,aq) €EII=RL, to ¢ L gdy a; — oo dla wszystkich 1 < j <d,

(2) jesli € := (,z) €M =Ry x RY= AL to &€ D 0o gdy t — ||z]| — oo,

(3) jesli € € I = Symm? (R) C My(R) i 0 < Ay < ... < Ay sq wartoSciami wtasnymi macierzy
&, tofgoogdy)\lﬁoo.

Okreslenia te gwarantuja, w szczegolnoscei, ze objetosci voll0, £] przedzialow rosng do nieskon-
czonosci gdy & I 0.

Glowny wynik pracy [OWys20] jest nastepujacy.
Twierdzenie. |OWys20, Theorem 4.4] Niech Il = R%, II = A} lub II = Symn? (R) i niech
I C II bedzie odpowiednim podzbiorem dyskretnym indeksow w danym stozku. Niech (A, p)
bedzie nieprzemienng przestrzeniq probabilistyczng i niech {Xg ceA: pcel 0=2p=¢}
bedzie uktadem samosprzezonych (nieprzemiennych) zmiennych losowych. Zatdzmy takze, Ze
(1) dla kazdego & € I, zmienne {X5 € A: 0= p=¢&, pel} sqgbm-niezalezne (wzgledem @),
(2) istnieje taka stata A > 0, ze dla wszystkich p € 1 i dla kazdego n € N

lim < sup vol[0,¢] - gp((Xg)")) =\

£E)OO pe[ové]ml
Dla & € 1, okreslamy sumy czeSciowe Sg = Z Xf,. Wowczas, dla kazdego n € N istnieje
pE[0,£]NI
granica
hm o((Se)" Z Ay
§—>oo TENC(n)
przy czym funkcja V' = Vi, okreslona na nieprzecinajgcych sie partycjach, zalezy od stozka
dodatniego 1 jest wyznaczona przez granice
BMO
V(r) = lim BMO(m, )] <7T’§)|
5300 V01[07£] ()

Tutaj b(m) jest liczbg blokdw partycji m, natomiast granica istnieje dla kazdej partycji m €
NC(n).Ponadto funkcja V() spetnia nastepujacy wzor rekurencyjny:
(1) Jesli b(m) =1, to V(m) =
(2) Jesli b(m) > 2, to
V() = gV (m)V (),
przy czym cigg (Yn)nen jest charakterystykq objetosciowq danego stozka dodatniego -y, =
Y (I1).

Funkcja V' (7), okreglona na nieprzecinajacych partycjach, spelnia rekurencje podana w [OWys20,
Corollary 4.5], z wyjasnieniami znajdujacymi sie w [OWys20, Notations 4.2 and 4.3.]. Oznacze-
nie BMO(7, ) wymaga dodatkowego wyjasnienia.
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Definicja ([OWys20], Definition 4.1). Niech NC(n; k) C NC(n) bedzie podzbiorem tych partycji
bez przecieé, ktore majq doktadnie k blokéw. Dla m = (By,...,By) € NC(n; k) oraz £ € 11
okreslamy

BMO(m, &) == {p = (1, px) - 5 =U(B;) € [0,§]NT1 <5<k, oraz p<,7}.

W tej definicji [(B) oznacza etykiete (label) danego bloku, natomiast p < m oznacza, ze
ciag = (1, ..., ug) elementow z [0, &] NI zadaje $cisty bm-porzqdek na partycji m [OWys20,
Definition 3.8|. Jest to wyjasnione w [OWys20, Section 3|, w ktorej przedstawilismy takze algo-
rytm obliczania momentéw mieszanych. W szczegblnosci Lemat 3.1 i Theorem 3.12 pokazuja
kluczowe wtasnosci kombinatoryczne wykorzystywane do dowodu bm-LSN.

Wyjasnie to pokrotce. Do dowodu glownego twierdzenia potrzeba obliczenia granicy, przy
¢ & 0o, momentow ©((S¢)™). Taki moment jest suma sktadnikow postaci o(X5§ -...- X5 ),
gdzie p1, ..., p, € [0,&]NI. Z ciagiem (p1, ..., p,) zwiazana jest jednoznacznie partycja m zbioru
{1,2,...,n}, ktorej bloki tacza jednakowe elementy ciagu. W ten sposob kazdy blok B € 7
otrzymuje etykiete (label) I(B) taka, ze j € B jesli p; = [(B). Taka partycja m moze mie¢
przeciecia, ale pokazaliémy algorytm (w Remark 2.3) ktory, wykorzystujac bm-niezaleznosé,
wytwarza jedyng nieprzecinajaca partycje 7 = (By, . . ., By), ktora jest $cisle bm-uporzadkowana
i stanowi maksymalne rozdrobnienie 7. Ta partycja pozwala obliczy¢ dany moment mieszany
wzorem [OWys20, (2.3)]

k
(X5, XS =T]e | I X |-

j=1 sEB,

gdzie dla 1 < j <k jesli B; € 7 spetnia |B;| =pi Bj = {ps, <--- < ps,} to

o | I Xoo | = 0(X5,, - - X5).

SGB]'

W [OWys20, Sections 5, 6] przedstawiamy redykcje dowodu gtéwnego twierdzenia do oszacowan
licznosci obiektoéw kombinatorycznych, mianowicie mocy zbioréw BMO(7r, §). W szczegolnosci w
Section 6 podajemy dowdd glownego wyniku kombinatorycznego tego artykutu.

Twierdzenie. [OWys20, Theorem 6.1] Niech 7 € NC(n; k) bedzie nieprzecinajgcq partycjg o
1 <k =0b(r) <n blokach. Wéwczas istniejg granice

. [BMO(7, &)

glinoo vol[0, &]* Vim),
fim (0" = 3 ANV (),
§=o0 TeNC(n)

Funkcja V=V (I1) zalezy od symetrycznego stozka dodatniego I1.
Dowod tego faktu jest oparty na nastepujacym lemacie.

Lemat. [OWys20, Lemma 6.2| Jesli 7 € NC(n,k) jest nieprzecinajgcq partycjg o k = b(r)
blokach, todla kazdego z rozwazanych symetrycznych stozkow dodatnich 11 istnieje granica

, 1 IBMO(7; p)|  (vol[0,p]\*
2 70E) %:5] vol[0, pI* '(vol{o,ﬂ) e

gdzie v, = (1) jest charakterystykq objetosciowq stozka 11 a funkcja V = V(1) zalezy tylko
od stozka I1 i partycji .
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Idea dowodu tego lematu oparta jest na nastepujacej prostej wlasnosci catki Riemanna na
przedziale [0, 1].

Proposition. [OWys20, Proposition 6.3] Jesli f € C([0,1]) jest ciggta i nieujemna a (cp)n>1
jest zbieznym ciggiem liczb limc, = ¢, to

1< k !
(3) nh—>nolon;Ck f <n> = C/o f(z) du.

Dowod tej wlasnodci polega na podzieleniu przedzialu sumowania [1,n] NN na dwi czesci:
jedna postaci [ng,n] NN na ktorej ¢, jest blisko ¢, oraz drugiej postaci [1,n9] NN, na ktorej
suma jest skonczona i dazy do zera gdy n — oco. Nasladujac ten schemat w przypadku stozkow
dodatnich napotyka sie problem, ze dla ustalonego ¢ € I oraz dla p € [0, £] analogiczny podziat
ma, postac

[076]1 = [07“]1 U (:ua 6]1 U {P € [075]1 P :u}a
w ktorej pojawia sie dodatkowa czesé {p € [0,&]1 : p = p} zwiazana z nieporéwnywalnoscia
elementow. Ta czescia zajmowalismy sie w [OWys20, Lemma 6.4] i wymagalo to osobnych
technik i dowodow dla kazdej klasy rozpatrywanych symetrycznych stozkéow dodatnich.

4.7. Relacje @-komutacji, artykuly |BLWys12, BLWys17/|.

4.7.1. artykul |BLWys12|. W artykule [BLWys12|, wspolnym z Markiem Bozejko i Eugene
Lytvynovem, badaliémy uogodlnione relacje (Q-komutacji, wprowadzone przez Antonio Liguori
and Mihaila Mintcheva [48] w nastepujacej postaci

9.0 = Q(s,t)0[0, + (s, 1),

asat = Q(ta S)atasa

o0 = Q(t,5)oal.
Rozpatrywana Q)-funkcja jest nastepujaca. Na lokalnie zwartej przestrzeni Polskiej T' z zadana
miara Radona o (bez atomowa) rozpatrujemy przekatna D := {(t,t) € T? : t € t} oraz
podzbior D C A C T? zawierajacy przekatna, ktory jest symetryczny (czyli (s,t) € A wtedy i
tylko wtedy, gdy (t,s) € A) i ktéry ma miare zero 0®2(A) = 0. Zbior T®? := T2\ A jest takze
symetryczny i rozpatrujemy jadro @ : T — C spetiajace |Q(s,t)] = 11 Q(s,t) = Q(t, s),
okreslone prawie wszedzie na T2,

Przyktad, ktory jest motywacja tych badan, pochodzi z fizyki i dotyczy anyondéw. W ich
przypadku, dla ustalonego ¢ € C o module jeden |¢| = 1,idla T =R (lub T = R,) oraz dla

A = D okre$lamy
q jesi s<t
Q(Sat) =Y. . .
qg jesli s>t
Mozna uogélni¢ ten przyklad na T = R? z A = {(s,t) € T? : s = ti}, jesli s :=
(81,...,8q),t:= (t1,...,tq) € RY gdy porzadek zadany jest jako
s <t wtedyitylko wtedy, gdy s < t;, s,teT®.

Odpowiada to statystyce anyonowej gdy d = 2.

Dalej zdefiniowalismy )-zdeformowana przestrzen Focka, deformujac symetryczng przestrzen
Focka operatorem ()-symetryzacji. Jego konstrukcja jest nastepujaca. Dla mierzalnej funkcji
f@ . T® s C okreslamy dziatanie operatora ¥ wzorem

(WFD)(s,8) = Q(s,8) fD(t,5), (s,8) € T,
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W szczegolnoscei funkeja Q-symetryczna spetnia W f?) = ). Dla n > 2 okreslamy
T(n) = {(tl,...,td) eT": V1< <7<n (tz,tj) ¢ A},
i rozszerzamy operator ¥ na funkcje mierzalne na n zmiennych f™ : 7" — C wzorem

(TN (s ta) = Qi ti) F™ (b1, ottty e i ta), 1< j<n—1
Rodzina operator operatorow {¥; : j € N} spelnia rownania Yanga-Baxtera.
Proposition. [BLWys12, Proposition 2.3] Operatory {¥; : j € N} spelniajq réwnania
\I/JQ = Id, identycznosé,
WinV; = WiVl

Dlatego mozna te operatory zdefiniowa¢ takze dla indekséw bedacych permutacjami. Mi-
anowicie, jesli m; = (j,j + 1) € S,,, dla n > j + 1, oznacza transpozycje j <> j + 1, to wowczas
kazda permutacje m € S, zbioru {1,...,n} mozna (niejednoznacznie) przedstawié¢ jako iloczyn
(minimalnej ilosci) transpozycji @ = m;, ... m;,, przy czym liczba k nie zalezy od takiego mini-
malnego przedstawienia. Dla takiego przedstawienia permutacji m € S, okreslamy

U, =0, .0

przy czym roOwnania Yanga-Baxtera gwarantuja, ze to okreslenie nie zalezy od przedstawienia
T =7, ... T, jako iloczynu k transpozycji (dla minimalnego k).

Dla n > 2 rozpatrywaliSmy dziatlamnie tych operatoréw W, na przestrzeniach Hilberta
HE" = L*(T™,0%"), gdzie He = {L*(T,0)} jest przestrzenia zespolonych funkeji catkowal-
nych z kwadratem. Woczas z warunku |Q(s,t)| = 1 wynika, ze odwzorowanie S, > m — U,

jest reprezentacja unitarna grupy permutacji S, na przestrzeni Hilberta (Hc)®", poniewaz
U, ¥, =V, dakazdych 7, p € S,. Pozwala to zdefiniowa¢ operatory ()-symetryzacji

1
Pn::mzs\lﬁT7 n > 2.
T{'Gn

Proposition. [BLWys12, Proposition 2.4] Dla kazdego n > 2 operator P, : HE" — HE" jest
rzutem ortogonalnym: P = P,f =P, orazdla1 <k<n-—1 jest

P,=P,(P.® P,_4).

Jk>

Pozwala to dalej zdefiniowaé¢ (Q-symetryczne iloczyny tensorowe jako obrazy projektorow
HE" = P,HE". W [BLWys12, Proposition 2.5 udowodnilismy, ze HE" = {f™ € HE" :
\Ifjf(”) = fM V) = 1,2,...,n — 1}. Jawny wzér na dzialanie operatora symetryzacji P,
podalismy w [BLWys12, Proposition 2.8|, dla f™ € HE" i f1,..., f. € Hc:

n ]' n
(Pof™)(ty, ... tn) = EZQW(tl,...,tn)f( 101y, -+ o brt(my)

Qrlty, ... tn) = I[I ©t.t), for 7es,
1<i<j<n
(i) > 7(j)

(f1®®fn)(tlv7tn) = % ZQﬂ(tla"‘7tn)f1(tﬂ‘(l)> """ fn(tﬂ'(n))
" eS8,

Wynika z tego prawo zakazu dla anyondéw [BLWysl2, Proposition 2.9|, ktore mowi, ze jesli
gV =1 jest pierwiastkiem z jedynki, to f®¥ = 0 dla dowolnej f € Hc.
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Q-zdeformowana przestrzen Focka jest zdefiniowana jako
FOH) == PnHe,
n=0
gdzie czynnik n! mnozy iloczyn skalarny. Podstawowe operatory sa okreslona dla kazdego h €
Hc, na podprzestrzeni Fﬁn(’;’-[) elementow z FO(H) postaci F = (f©, fO ... £ 0,0,0,...):

at(h)f™ = he fM [0 cHE" (operator kreacji)
a (h) = (at(h))* rfﬁn(ﬂ)’ (operator anihilacji).

Jawne wzory na dzialanie operatoréw anihilacji podaliémy w [BLWys12, Propositions 3.1, 3.2].

Jedna z glownych idei pracy |BLWys12| bylo zbudowanie modelu matematycznego dla oper-
atorow kreacji i anihilacji w punkcie: 82 =a" (&), O = a (&), dla miary atomowe]j Diraca J;
w punkcie t € T, ktore by spelniaty warunki

of™ =0l @ f™, o™ =nf(t.).

Formalnie moglismy zapisa¢ wzory
at(h) = /T h($)O] o(dt), (kreator)
a (h) = /Tmé?;r o(dt), (anihilator)
a’(h) = /Th(s)ﬁzas o(ds), (operator neutralny).

Wrzory te maja sens poprzez formy kwadratowe, ktore powstaja poprzez iloczyny skalarne z
funkcjami testowymi, na przyktad

(@) F™), 6™ rape = / h(s) (0, £, 0,9™) o o(ds)
T

=(n—1)n? /T h(s) < - FM(s,t1, . tn1)g™ (s b1, ta_)o(dly) . . .a(dtnl)) o(ds)

— n!n/ Rt f ™ (b, - b1, tn) g™ (tr, by, te)o(dEy) ..o (dty).
W szczegolnosei pokazalismy w [BLWys12, (3.11)], ze
(@(R)F™)(tr, .. tn) = (B(t)) 4+ -+ h(t ) F Dt ).
Przy takim modelu mamy nastepujacag whasnosé.

Proposition. |[BLWys12, Proposition 3.8] Operatory kreacji i anihilacji spetniajq nastepujgce
relacje Q-komutacyi:

9,0 = Q(s,t)0[0, + (s, 1),

950, = Q(t,5)0,0s,

ot} = Q(t,5)d}af,

ktore majg sens jako formy kwadratowe dla iloczynow skalarnych z funkcjami testowymi. W
szezegdlnosci symbol §(s,t) ma nastepujgcy sens:

[ 195.03(5.0) olds)otar) = /T FO 1) o(dt).
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W|BLWys12, Section 4] zdefiniowalismy @Q-analogi proceséw Gaussa i Poissona. Mianowicie,
dla ustalonego parametru A € R oraz zbioru By(T") rzeczywistych borelowskich funkcji mierzal-
nych, okreslamy zespolong x-algebre z jedynka P, generowang przez wszystkie operatory {(f,w) :
f € BO(T)}7 gdZie

wA(f) = (f,w) = a"(f) + X-a°(f) +a”(f).

Przypadek A = 0 odpowiada procesom Gaussowskim a przypadek A = 1 (scentrowanemu)
procesowi Poissona. Operatory te sa istotnie samosprzezone na f%n(”l—[)

Elementy algebry P sa nieprzemiennymi wielomianami nieprzemiennych zmiennych (f, w),
ktore dziataja jako operatory liniowe na .7-"Qm (H). Przy pomocy stanu prozniowego 7 na FO(H)
okreglamy iloczyn skalarny (p;,ps) := 7(p3p1), a nastepnie przestrzen Hilberta L?(7) jako uzu-
pelnienie przestrzeni ilorazowej P /Py, gdzie Py := {p € P : 7(p*p) = 0}. Wowczas odw-
zorowanie I : P/Py > p — pQ) € FO(H) rozszerza sie do operatora unitarnego I : L*(1) —
FQ(H). Uzywajac notacji

(f0  w® ) =T171P, ) = fM o wt) . w(t,) s o(dh) ... o(dt
Tn

pokazali$my nastepujaca rekurencje:

Proposition. [BLWys12, Proposition 4.3 : w(t) := w(t) oraz

cw(ty) .o w(ty): = wty) i w(ty). . w(ty,) : =\ _ S(ty,t;) s w(ta) .. .w(ty) :

— A Z 5(t1, tL)Q(tl, tz)Q(tl, tg) . Q(tl, ti_1> . W(tg) . (I}(tz) .. .W(tn) .

W tym kontekscie pojawia sie naturalne pytanie o relacje pomiedzy wielomianami: w(ty)...w(t,) :
a @-porzadkiem Wicka : w(tq)...w(t,) w, ktory okresla sie jako wykonanie wszystkich mozli-
wych Q-komutacji 9,0] Q(s,t)ﬁf@s tak, aby wszystkie operatory kreacji znalazly sie na
lewo od wszystkich operator6w anihilacji. Pokazalismy, ze w przeciwienstwie do przypadku bo-
zonowego (symetrycznej przestrzeni Focka), w naszym przypadku sytuacja jest bardziej ztozona.
Ogolnie, dla A # 0 rownosé : w(ty)...w(t,) = w(t1)...w(t,) w zachodzi tylko gdy @ = 1.
Dla A = 0 uzyskaliSmy nastepujacy wynik.

Twierdzenie. [BLWys12, Theorem 4.5] Jesli Q(s,t) = 1 dla wszystkich (s,t) € T®), wéwczas
w przypadku Q-Gaussowskim X\ = 0 zachodzi rownosé : w(ty) ... .w(t,) = w(t1)...w(ty) w.
Wyznaczyliémy takze zasade Wicka dla produktéow pol.

Twierdzenie. [BLWys12, Theorem 4.7
wit) . w(tn) = Y QVity,... tn) s w(ty) ... w(tn) v

vep{™

przy czym sumowanie jest po wszystkich partycich zbioru {1, ... ,n}, ktérych bloki sq oznaczone
liczbami —1 lub 1, a Q(V';tq,...,t,) jest dana wzorem |BLWys12, (4.11)], natomiast znaczenie
symbolu : w(ty) ... w(t,) v jest objasnione przy opisie przyktadu [BLWys12, Example 4.6].

Uzyskalismy tez wzér na momenty 7({f™, w®")) [BLWys12, Corollary 4.8] i pokazali$my, ze
stan 7 jest §ladowy na P w dwoch przypadkach: A Z01iQ =11lub A =01 Q(s,t) = £1 dla
wszystkich (s,t) [BLWys12, Corollary 4.9].
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W [BLWys12, Section 5| zdefiniowaliémy nowe pojecie @Q-kumulant i @Q-niezaleznosci. W
tym celu rozwazalismy rodzine {(f,&) : f € By(T)} symetrycznych operatoréw liniowych na
podprzestrzeni D zadanej przestrzeni Hilberta C, ktore spetniajg warunki

Bo(T)> f — (f,&) liniowe,
(f,&) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy f=0 p.w.

Zakladalismy takze, ze dla kazdego n € N istnieje zespolona miara Radona m, na T, dla
ktorej momenty mieszane sa dane jako catki

T(<f17€><fn7£>): fl(tl)fn(tn) mn(dtl Xoee thn)v fla-"aanBO(T)-
Tn
Wowczas zdefiniowaliémy (-kumulanty w nastepujacy sposob.

Definicja. [BLWys12, Definition 5.2] n-ta miara Q-kumulantowa dla rodziny {(f,&) : f €
By(T)} jest to zespolona miara Radona c,, okreslona na borelowskich podzbiorach T™, zadana
w nastepujgey sposob rekurencyjny: ¢y (dt) = mq(dt) oraz

my(dty X -+ X dt,) = Z QVity, ... ty) H cp|(dtp), for n>2,

Vepn) BeV
gdzie sumowanie jest po wszystkich partycjach V. € P™, a dla bloku B = {iy,... b eV
okreslamy cp|(dtg) = cp(dt;, x --- x dt;). Dla fi,...,f. € Bo(T) definiujemy n-tg Q-
kumulante operatora (f1,€),..., (fn,§) jako

Co((f1:6) - (fn &) == - fi(ty) ... fultn) cn(dty x -+ x dty,)

W szczegolnosed, dla rodziny {(f,w) : f € By(T)} pol Gaussowskich/Poissonowskich, miary
Q-kumulantowe zadane sg wzorami ¢;(dt) = 0 oraz

Co(dty X - x dt,) = N2 §(dty x --- x dt,),

natomiast @)-kumulanty sg dane wzorami

Cn((fj17w> ce <fjk7w>) = /\n_2/Tfj1<t) . f]k(t) U(dt)a jl’ .- ]k € {1727 cee 7n}'

Jako przyktad pokazalismy, ze jesli f;f; = 0 (p.w.) dla wszystkich 1 < i < j < n, to operatory
(fi,w), ..., {fn,w) sa Q-niezalezne.

Pojecie Q-niezaleznosci pozwolito nam zdefiniowa¢ w [BLWys12, Section 6] Q-procesy Lévy’ego,
ktore sa procesami stacjonarnymi o przyrostach ()-niezaleznych.

Definicja. [BLWys12, Definition 6.1] Rodzine operatoréw {{f,&) : f € Bo(T)} nazywamy
Q-procesem Lévy’ego jesli spetnia nastepujgce warunki:
(1) Q-NIEZALEZNOSC PRZYROSTOW. Dla dowolnych mierzalnych parami roztgcznych
podzbioréw Ay, ..., A, CT, operatory (xa,,&),---,{xa,,&) s¢ Q—niezalezine.
(1i) STACJONARNOSC. Dla dowolnych podzbioréw mierzalnych Ay, Ay C T, takich, Ze
o(A1) = 0(As), jest
T((xa1, ") = 7((xa2,§)"),  dla wszystkich n € N.

Przykladem Q-procesu Lévy’ego jest pole operatorowe {wy(f) = (f,w) : f € Bo(T)}, dla
dowolnego parametru A € R. Wiekszos¢wtasnosci tych operatorow przenosi sie na przypadek
ogolny {(f,&) : f € Bo(T)}, przy odpowiednim doborze miary Q-Lévy’ego v, gdzie

(&) =a"(fel)+d(fRz)+a (fO1)
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dziata na @—przestrzeni Focka ]—"@(IC), skonstruowanej na przestrzeni Hilberta K := L*(T,0) ®
L*(R,v) dla Q—funkeji rozszerzonej na produkt kartezjaniski 7 x R? wzorem

Q(tla Zy, t2a ﬂfQ) = Q(t17t2)7 (t17t2) € T(Q)a (.’,171,372) € RQ'

Operatory (f,&) sa istotnie samosprzezone (na odpowiedniej dziedzinie). Pokazalismy wzory
na miary Q-kumulantowe [BLWys12, Proposition 6.4]: ¢;(dt) = 0 oraz

cn(dty X -+ X dt,) = (/ QZ”QV(dSU)> §(dty x --- x dt,), n>2.
R

Udowodnilismy tez [BLWys12, Proposition 6.6], ze Q-procesy Lévy’ego maja wlasnos¢ nieza-
leznosci piramidalnej, wprowadzonej przez Burkhard Kiimmerer [47].

W koncowej czesci artykulu [BLWys12| udowodnili$émy analog chaotycznego rozktadu typu
Nualarta-Schoutensa dla Q)-proceséow Lévy’ego: dla dowolnego Q)-procesu Lévy’ego dowolny el-

ement przestrzeni L?(v) moze by¢ przedstawiony jako szereg nieprzemiennych catek stochasty-
cznych [BLWys12, Theorem 7.2].

4.7.2. artykul |BLWysl7|. W artykule [BLWys17|, wspolnym z Markiem Bozejko i Eugene
Lytvynovem, kontynuowalismy badania relacji @-komutacji jadra hermitowskiego Q(t,s) =
Q(s,t) w ogolniejszym przypadku |Q(s,t)| < 1. Przy takich zalozeniach badaliémy reprezen-
tacjie, na (Q-zdeformowanej) przestrzeni Focka, Q-zdeformowanych relacji komutacji

(4) 8,0] = Q(s,4)010, + 8(s,1), s,teT.

Operatory 82 , Os sg realizowane jako kreatory i anihiliatory na @-zdeformowanej przestrzeni
Focka, i spelniaja dodatkowe relacje komutacji (podobne do przypadku anyonowego, ale nie
takie same):

(5) alof = Q(t,s)9]0l, jesli |Q(s,t)] =1,
(6) 00, = Q(t,$)00s, jesli |Q(s,t)| = 1.

W naszej konstrukeji funkcje Q-quasi symetryczne spetniaja warunki

f(n)(tlaatn) :Q(tjatj+1)f(n)(t17'"tj+17tj-'-7tn)v if |Q(tjvtj+1)| = 17

dla wszystkich 1 < j < n — 1. Jednakze, w przeciwieristwie do przypadku anyonowego (czyli
dla |Q(s,t)] = 1), odwzorowanie

S,o>m— U,
nie jest reprezentacja unitarng grupy permutacji, a operatory
1
Pyi=— > w,
7T€Sn

sa jedynie samosprzezonymi dodatnimi kontrakcjami [BLWys17, Theorem 4|. Jadra takich
operatorow zostaly opisane przez Palle Jgrgensena, Daniila Proskurina and Yurija Samoilenko
in [49]:

n—1
ker(P,) = ) ker(1+ ),
k=1

my natomiast opisaliSmy ich obrazy.
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Twierdzenie. [BLWysl7, Theorem 7| Obraz ran(P,) operatora P, sktada si¢ ze wszyatkich
takich funkcji f™ € H®™, ktore sg Q— quasi-symetryczne, czyli:

FO Ut t) = Qi t) F™ (b, oty ty ),

dla wszystkich 1 < j < n — 1, oraz c®"—prawie wszystkich (t,...,t,) € TM dla ktorych
spetniony jest warunek |Q(t;,tjv1)| =1 (dla j=1,....,.n—1).

W [BLWys17, Theorem 8] opisaliSémy takze rzuty ortogonalne P, : H®" — ran(P,). Te
projektory maja podobne wlasnosci jak w przypadku anyonowym, mianowicie:

P, =P,(Pr ® P,,_x), dla wszystkich 1<k <n-—1.

Majac zdefiniowane operatory kreacji 8; i anihilacji J; na Q)-zdeformowanej przestrzeni Focka
pokazali$émy, ze spelniaja one nastepujace relacje QQ-komutacji.

Twierdzenie. [BLWys17, Theorem 14| Operatory kreacji 82 i operatory anthilacji Os, dla
s, t € T, spetniajg relacje komutacji (4), (5) i (6), przy czym ich sens jest dany przez formy
kwadratowe jako iloczyny skalarne z funkcjami testowyma:

9,01 = Q(s,0)8]0,+d(s,t), oznacza
[ oo 2.0] ot atan) = [ a(hQs.0) 8l0, alds) olat) + [ g(Oh(e) otdt). g e,
a dla wszystkich ©? € H®?, ktore znikajg prawie wszedzie na {(s,t) € T® : |Q(s,t)| < 1},
jest
alal = Q(t,s)dldt,  oznacza
[ o0 010] otis) atat) = [ os.0a00.5) 3j0) o(ds) atan
! 00, = QT(t,s)atag, 02nacza
/T2 g0(2)(3,t) 050, o(ds) o(dt) = /T2 90(2)(s,t)Q(t, s) 0105 o(ds) o(dt),
W szczegolnosci
| atem(o) dlef atas) otan) = a* g)a" (1),

Badalismy takze przypadek przestrzeni dyskretnej 7" (skoriczonej lub przeliczalnej). Szczegodlnie
ciekawym okazal sie przypadek

q jesli s >t,
Qs,t) =< q jesli s < t,
-1 jesli s =t,

dla |[¢f = 11T c N. W tym przypadku operatory kreacji (9,5T i operatory anihilacji 0y sa
ogranicznone z normami rownymi 1, i dla h € ¢*(T — C) mamy nastepujace oszacowanie:

la®™(A)]| = lla™ (R)I] < |IAl]1.
W tej sytuacji uzyskaliémy nastepujacy wynik.

Twierdzenie. [BLWys17, Theorem 18 (Anyonowe prawo zakazu)| Jesli ¢™ = 1 dla pewnego
m > 2, to dla dowolnego h € H = (*(T + C) jest

at(h)™ =a (h)™ = 0.
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4.8. Perturbacje operatoréw, artykul [KWWysl7]. W artykule [KWWys17|, wspolnym z
Anna Kulg i Micghalem Wojtylakiem badalismy wlasnosci perturbacji rzedu dwa (domknietych,
gesto okreslonych) operatorow na przestrzeni Hilberta H.

Motywacja tych badan byta proba znalezienia operatorowej wersji t-transformaty miar. Idea
takich poszukiwari jest nastepujaca. Jesi A = A* jest (ograniczonym) operatorem hermi-
towskim na przestrzeni Hilberta H, a ¢,(A) = (u, Au) jest stanem (wektorowym) dla u € H,
lu|| = 1, to mozna zdefiniowaé rozktad operatora A wzgledem stany ¢, jako miare probabilisty-
czZng [t = fLA,, ktOrej momenty sa momentami operatora:

“+oo

0u(A™) = / z" p(dr), forall n >0.

o0

W przypadku operatora ograniczonego ciag jego momentow jest podgeometryczny, zatem miara
ma nosnik zwarty supp(u) C [—||AJ], ||Al|]] i dlatego p jest wyznaczona jednoznacznie przez ciag
momentéw. Miare p mozna poddaé t-transformacji p — i 1 rozawazaliémy pytanie czy istnieje
taka transformacja U; : A — A, dla ktorej rozkladem operatora A; wzgledem tego samego
stanu ¢ jest miara p;. Ta idee mozna pokaza¢ na diagramie:

A 2 o

U |

Ay L)Mt

CzeSciowa motywacja dla naszych badan byly takze wyniki i konstrukcja d-deformacji z pracy
[Wys05a].
Podstawowym obiektem naszych badan byta nastepujaca perturbacja rzedu dwa:

Ar— Ay =A—-su®w)—tlgoh), steC, wuw,gheH,
gdzie (u®@w)(f) := (f, w)u oznacza operator rzedu jeden (rzut na u). Udowodnili$my najpierw

nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. |[KWWys17, Theorem 2| Niech A bedzie domknietym gesto okreslonym opera-
torem liniowym na przestrzeni Hilberta H i niech Qu.u(2) == ((z — A) lu,w) bedzie funkcjq
Weyla operatora A, okreslong dla z € p(A) w rezolwencie p(A) operatora A. Niech o(A) oz-
nacza spektrum A, wowczas dla u € dom(A) i dowolnych w, g, h € H, zachodzi:

(i) jesli z € p(A) N p(Asp) to wowezas z € o(A) wtedy i tylko wtedy, gdy
1+ SQu,w(Z) + th,h(Z> + StQu,w(z)Qg,h<2) - 5th,w<2)Qu,h(z) = 0.

(ii) Funkcja Weyla Q%'(2) == ((z — Asy) tu,u) perturbacji operatora jest dana przez funkcje
Weyla operatora A wzorem

st Qu,u + tQu,qu,h - tQu,th,u
“ 1 + aQu,w + th,h + Sth,hQu,w - Sth,wQu,h

Nastepnie, dla przypadku {u,w} = {g, h} badaliémy dwie szczegolne perturbacje

Z:t = A—s(u®w) —tlwu)
Z; = A-s(u®u)—t(lww).

W [KWWys17, Corollary 3| pokazalismy szczegdlng postaé Theorem 2 w tych dwoch przypad-
kach.

Nastepnie zalozylisémy ze w = Au i udowdonili$my nastepujaca posta¢ Theorem 2 dla trans-
formacji hat i tilde.
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Twierdzenie. [KWWysl17, Theorem 5| Niech A bedzie domknietym gesto okreslonym opera-
torem na przestrzeni Hilberta H i niech u € dom(A), |lu|| = 1 oraz m = (u, Au). Wowczas,
przy oznaczeniach Qn = ((z — A)"th, h) dla h € H mamy nastepujgce wlasnosci.

(1) Dla operatora ;1:5 = A—s(u® Au) — t(Au ® u) gdzie s,t € C, jest:

(1.1) jesli z € p(A) N p(Asp) to z € 0(As,) wiedy i tylko wtedy, gdy

(1—1) [1 + Z(m + QAu)} +t(z+sm)Qu(z) =0

(2.2) Funkcja Weyla C/ZE} = ((z — Agy) " tu, u) dana jest wzorem

1 1—1 S
Ai,t(z) = 0. (1+;(m+QAu(z))) +t(z + sm)

(2) Dla operatora Z; =A—s(u®u)—t(Au® Au) gdzie s,t € C, jest:
(2.1) jesli z € p(A) N p(Asp) to z € 0(Asy) wiedy i tylko wtedy, gdy

(z + stm) + s2(1 —tm)Q, + t(z + $)Qau = 0.

(2.2) Funkcja Weyla Q3 := ((z — Z;t)_lu, u) jest dana wzorem

1 s 1+tQAu
Ot B (1 —tm)Qu(2) + £(m + Qau)

W przypadku operatora samosprzezonego A = A* otrzymalisy uproszczony wzor [KWWys17,
Lemma 6]

QAU(Z) = Z2Qu(z) —z—1m,
z ktorego wybika nastepujaca charakteryzacja.
Twierdzenie. [KWWysl7, Theorem 7| Niech A = A* bedzie samosprzezonym domknietym

gesto okreslonym operatorem na przestrzeni Hilberta H i niech u € dom(A), |u]| = 1 oraz
m = (u, Au). Ponadto niech Q, = ((z — A)~'u, u) bedzie funkcja Weyla dla A wzgledem u.

(1) Dla operatora ;1:5 =A—s(u® Au) — t(Au @ u) gdzie s,t € C, jest:

(1.1) jesli z € p(A) N p(Asp) to z € o(Asy) wtedy i tylko wtedy, gdy
(1—=s)(1—1t)+[2(s—st+1)+ stm|Qu(z) =0

(2.2) Funkcja Weyla Q3" := ((z — Aﬁ;)*lu, u) jest dana wzorem

,vl :(1_8)(1_t>+z(s—st+t)+stm.
S1(2) Qu

(2) Dla operatora Z; =A—-s(u®u)—t(Au® Au) gdzie s,t € C, jest:

— —

d) gesli z € p N p(Aso) to z € o(Asy) wiedy 1 tylko wiedy, gdy
2.1) jesli A A, A, dy 1 tylk dy, gd

(1 — st — tzitm) + (s — stm + stz +t2*)Q, = 0.
2.2) Funkcja Weyla ? = (2 — A, )" u,u) jest dana wzorem
(2.2) ja Weyla Q (( st) MU u)

I 1+ t(22Qu(z) —m — 2)
v T U tm e t2)0u(z) —
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Anna Krystek and Hiroaki Yoshida, w pracy [38], zdefiniowali transformate U9 miar prob-
abilistycznych, p,q € R oraz ¢ > 0, przy zalozeniu istnienia pierwszego momentu (m =
[ p(dz)). Transformata jest okreslona poprzez nastepujacy rownosé odwrotnosei transfor-
mat Cauchy’ego

1 q
zZ) = + (1 —q)z+ (¢ —p)m,
GW(M)( ) G (1=q)z+(q—p)
i dla p =q =1t daje ona t—transformate. Okazalo sie, ze nasza transformata tilde A — Z; =
A — s(u® Au) — t(Au ® u) ma zwiazek z transformata UP .

Twierdzenie. [KWWys17, Theorem 22| Niech A = A* bedzie samosprzezonym operatorem
na H, i nich p bedzie jego rozktadem wzgledem stanu wektorowego ¢,(B) = (u, Bu) (dla
B € B(H)). Niech m = (u, Au) i zatdzmy, ze (1 — s)(1 —t) > 0. Wowczas rozktad perturbacyi
rzedu dwa Ag; operatora A, wzgledem ¢ jest transformatq UP? rozktadu p operatora A, dla
g=1-=s)(1—-t)ip=1—s—t. Zatem

/’L,Z:t — ,uUSvt(A) — ulfsft,(lfs)(lft) (M)

To dato odpowiedz na/g\léwne pytanie naszych badan.

Transformacja A — A = A — s(u ® u) — t(Au ® Au), dla samosprzezonego A, pozwala
zdefiniowa¢ nowa transformate miar porbabilistycznych W5t : y— W5 (1) dla s,t € R, gdzie
Wet () jest rozkladem ;1; a p jest rozkladem A (wzgledem tego samego stanu). Wlasnosci
tej transformaty sa otwartym problemem badawczym.

Nastepnie rozwazaliSmy zwiazek naszych badan i nieprzemiennej probabilistyki, pokazujac,
ze transformata UP? zachowuje klase wolnych rozkladéw Meiznera. Natomias nie jest tak w
przypadku transformaty W

Dla rozktadu Wignera, czyli miary w CTRG dla wolnej niezalezno$ci, pokazalismy jak przek-
sztalcaja ja transformaty UP? i W' ([KWWys17, Example 29]). Skonstruowalismy tez model
macierzy Jacobiego J dla transformat J — JiJe J.

Pokazalismy takze zastosowania naszych badan do macierzy na C".

Najpierw, w [KWWysl7, Theorem 10|, opisaliémy zachowanie wartosci wlasnych w przy-
padku najogolniejszej rozwazanej perturbacji rzedu dwa Ay 4 == A — sr(u @ w) — tr(g ® h),
przy dodatkowym parametrze r — +oo. Udowodniliémy, ze w taki przypadku dwie wartosci
wlasne macierzy A, sa rozbiezne do nieskonczonosci, natomiast pozostate n — 2 wartosci
whasnych dazy do zer wielomianu ¢(z) = det(z — A) - (Qu.uw(2)Qgn(2) — Qguw(2)Qun(z)) (ktory
ma stopiefi n — 2).

Nastepnie badalismy zagadnienie przeplatania spektrow macierzy Ai Asy = A —s(u @ w) —
t(g ® h), czyli kiedy pomiedzy dwoma kolejnymi wartosciami wlasnymi jednej macierzy jest
doktadnie jedna wartos¢ wlasna drugiej macierzy. PokazaliSmy, ze je§li A = A* ma tylko

jednokrotne wartosci wlasne, to funkcja Weyla dla ||u|| = 1 jest postaci
ST SR
ol R

W takjiej sytuacji znalezliSmy prosty warunek na wtasno$é¢ przeplatania spektrow.

Twierdzenie. [KWWysl7, Theorem 17| Niech Apin & Amax bedg odpowiednio najmniejszq i
najwiekszq wartoscig wtasng maceirzy A. Zatozmy, ze wspotczynniki ¢ funkcji Weyla spetniajg
warunek ¢, # 0 dla wszystkich k = 1,...,n oraz ze st # s +t. Wdczas kazdy z ponizszych

dwoch warunkow

stm stm

- S >\min> lub )\max S -
st —s—t st —s—t
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pocigga za sobg wtasnosé przeplatania spektrow macierzy A i macierzy Asy = A — s(u @ w) —
t(g ® h). W szczegdlnosei, spektrum o(As;) C R jest rzeczywiste.

5. OPIS POZOSTALYCH OSIAGNIEQC NAUKOWYCH LUB ARTYSTYCZNYCH,
NIEWYMIENIONYCH W PKT. 4.

Moje pozostale osiggniecia matematyczne sg nastepujgce:

1. charakteryzacja grup dyskretnych z jednostajng Srednig Banacha

2. konstrukcja jednostajnie ograniczonych reprezentacji produktow wolnych, ktére nie sg uni-
taryzowalne

3. zdefiniowanie i zbadanie wlasnosci algebr Hecke na drzewach jednorodnych

4. zdefiniowanie i zbadaniewlasnosci szesciennej algebry Hecke na grupie kwantowej U,(2)

5. zdefiniowanie i zbadanie wlasnosci d-deformacji na wolnej przestrzeni Focka oraz rozkladow
zdeformowanych operatoréw (Gaussowskich

6. zdefiniowanie i zbadanie wlasno$ci pojecia bf-niezaleznosci - polaczenia niezaleznosci wolnej
i boole’owskiej - oraz badania cf-niezaleznosci - potaczenia niezaleznosci wolnej i klasycznej.

7. zdefiniowanie i zbadanie wlasnosci stabo monotonicznej przestrzeni Focka i rozktadoéw réznych
klas operatoré6w na tej przestrzeni

8. udowodnienie centralnych twierdzen granicznych dla bm-niezaleznych nieprzemiennych zmi-
ennych losowych indeksowanych pewnymi stozkami niesymetrycznymi

9. zdefiniowanie i zbadanie wtasnosci {gcznego promienia numerycznego zwiazanego z opera-
torami kreacji na boole’owskiej oraz na stabo monotonicznej przestrzeni Focka.

Analogicznie jak poprzedni stosuje oznaczenie |A| na ilo$¢ elementéw skoriczonego zbioru A.

5.1. Jednostajna $redniowalno$é, artykul [Wys88|. Pojecie $redniej Banacha na grupie Z
liczb catkowitych zostalo uogélnione na grupy dyskretne i nazwane full Banach mean value.
Grupy o tej wlasnosci zostaly nazwane po angielsku amenable (ja po polsku nazywam je $red-
niowalne lub grupy ze Srednig Banacha). 7 definicji, grupa dyskretna G jest $redniowalna
jesli istnieje skonczenie addytywna miara probabilistyczna M na G, ktora jest (lewostron-
nie) niezmiennicza, to znaczy ze dla kazdego A C G iz € G jest M(zA) = M(A), gdzie
zA:={ra:a € A}.
Podane zostaly, w szczeg6lnosci, nastepujace dwie charakteryzacje istnienia $redniej Banacha
na grupie dyskretnej G
(1) Fglner [1]. Dla dowolnego skoticzonego podzbioru A C G i dla kazdego € > 0 istnieje
skoniczony podzbior (Felnera) F' C G taki, ze [aFAF| < ¢|F| (rénowaznie: |aF' N F| >
e|F|) dla kazdego a € A. Tutaj aF := {ay : y € F'}, A oznacza roznice symetryczna
zbiorow a |F| jest iloscia elementow.
(2) Kesten [2|. For every finitely supported probability measure 1 on G the probability
112" (€) of returning to the identity e € G after 2n steps of a random walk defined by p
on GG goes to 1 subexponentially, i.e.
lim %/ u®(e) = 1.

n—o0

Gordon Keller w pracy |7] wprowadzil jednostajna wersje warunku Fglnera jako taka, dla
ktorej model niestandardowy G* grupy G jest $redniowalny. Nazwal grupe dyskretna jednosta-
gnie Sredniowalng (ozn. (UF)) jesli istnieje taka funkcja K : N x (0,1) — N, 7ze dla dowolnego
podzbioru skonczonego A C G mocy |A| < n i dla dowolnego s € (0,1) isteniej taki zbior
Folnera FF C G. ze |F| < K(n,s) i |[F NnaF| > s|F| dla kazdego a € A (r6wnowaznie:
|AF| < (14 s)|F|). Takze Marek Bozejko [4] badal jednostajng $redniowalnosé pokazujac, ze
wszystkie dyskretne grupy nilpotentne sg jednostajnie $redniowalne.
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W artykule [Wys88| zdefiniowalem jednostajny warunek Kestena (UK): mowimy, zZe grupa
dyskretna G speli (UK) jesli dla dowolnego skonczonego podzbioru A C G i dla funkcji
charakterystycznej m tego zbioru, okreslonej jako

1, ze€A
m(x) =
0, ¢ A
jej potegi splotowe w elemencie neutralnym e € G

man(€) := (m*...xm)(e)

2n times

lim %/man(e) = |A]

n—o0

spetniaja warunek zbieznosci

jednostajnie wzgledem liczby elementow |A| (Sredniowalnosé zaktada jedynie zwykla zbieznosé).
Udowodnitem réwnowaznosé (UF)<(UK) obu warunnkoéw jednostajnych oraz to, ze oba sa
rownowazne $redniowalnosci dowolnej ultrapotegi G* grupy dyskretnej G.

5.2. Konstrukcja rodziny nieunitaryzowalnych jednostajnie ograniczonych reprezen-
tacji produktow wolnych, artykul [Wys93|. Jacques Dixmier sformutowal w 1950r. prob-
lem podobienstwa, zwany similarity problem: czy kazda jednostajnie ograniczona reprezen-
tacja grupy dyskretnej (czy tez lokalnie zwartej) G jest podobna do reprezentacji unitarnej?
Doktadniej, jesli reprezentacja m : G +— B(H) na przestrzeni Hilberta H spelnia warunek
sup,cq ||T(g)|| < oo, to czy istnieje taki operator odwracalny (ograniczony) T' € B(H), ze
reprezentacja o grupy G, okreslona wzorem o (g) := T'w(g)T ™', jest unitarna? Dixmier pokazal,
ze jest to prawda dla grup Sredniowalnych, i w zwiazku z tym rozwinieto badania jakie grupy
maja ta wlasnosé. W latach 1970-tych pokazano, ze grupa wolna nie ma tej wlasnosci, jednakze
pojawiaty sie przyktadowe konstrukcje takich reprezentacji grupy wolnej, ktére sa jednostajnie
ogtraniczone ale nie unitaryzowalne.

Moj artykut [Wys93| poswiecony byl konstrukeji rodziny jednostajnie ograniczonych reprezen-
tacji produktu wolnego grup dyskretnych, z ktorych wiekszosé nie byta unitaryzowalna. W
szczegblnosci moja konstrukcja data nowa serie reprezentacji grup wolnych.

Warto doda¢, ze pozniej, w 1997r. Gilles Pisier [10] udowodnil, ze sredniowalnosé jest
ronowazna problemowi podobienstwa dla grup.

W artykule [Wys93] podatem konstrukcje rodziny 7., indeksowanej dyskiem jednostkowym
{|z| < 1}, reprezentacji jednostajnie ograniczonych produktu wolnego G = *§V:1Gj, N > 2
grup dyskretnych (2 < N < 00). Udowodnitem w [Wys93, Theorem 11|, ze te reprezentacje
sg nieprzywiedlne jesli wszystkie grupy sa nieskonczone i ze unitarne sg tylko dla z € (N_—_l17 1).
Ponadto, poniewaz funkcje Mtotkowskiego

) { 1 if g=e
P\g) ‘= —1)z .

sa wspotczynnikami tych reprezentacji, uzyskalem wniosek, ze te funkcje sa dodatnio okreslone
dla z € (575,1). Dodatkowo, poniewaz te funkcje sa blokowo radialne (na grupie wolnej), moje
reprezentacje sa (prawdopodobnie) nieréwnowazne z innymi znanymi konstrukcjami.

Okazalo sie takze, ze dla 2y = N’—fl reprezentacja 7, jest rownowazna lewej reprezentacji reg-
ularnej, natomiast dla zy = 0 reprezentacja my jest rownowazna reprezentacji quasi-regularnej.
Moja konstrukecja rodziny {m, : |z| < 1} opiera sie na dziataniu produktu wolnego grup

dyskretnych na drzewie konstrukcji Jean-Pierre Serre’a. Rozwazalem operator dzialajacy na
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podzbiorze Vi tych wierzchotkow, ktore sa warstwami ilorazowymi podgrup. Dziatanie polega
a “odcinaniu ostatniej litery”: PG; =0 dla 1 < j < N oraz

P _ o : .
9 =092 9nGj— G =q102-..9n1G;,, jesi g, € G, \{ej.},  Jn #J.
Jesli L(g)hG; := ghG; oznacza (izometryczne) dzialanie grupy na V3, to operatory
A:(g) == (I —2P)'L(g)(I —zP), g€G,

sa dobrze okreslone na funkcjach o nosniku skoficzonym w V;. W tym okresleniu uzywam notacji
na szereg Neumanna (I — zP)™' = >"77 2FP*. Okreslona tak rodzina posiada nastepujace
wlasnosci.

Twierdzenie. [Wys93, Theorem 3| Dia |z| < 1 rodzina {A, : |z| < 1} rozszerza sie do jednosta-
jnie ograniczonej rodziny reprezentacyi produktu wolnego G na (2(Vy) z normami ograniczonymi
przez

|A.(9)|| <142V N 1 |2 " i dla kazdego g € G.
— |z
Reprezentacje te sa nieprzywiedlne, jesli grupy G; sa nieskonczone (z wyjatkiem przypadkow
z =01z = 1=). Nastepnie zdefiniowalem rodzm(g {V. :|z| < 1} ograniczonych operatorow
odwracalnych na ¢*(V}) i zbadalem reprezentaCJe m.(g) == V. 1A,(g)V., ktore okazaly sie by¢
unitane wtedy i tylko wtedy, gdy 2z € (N -, 1) ([Wys93, Theorem 11] - jest to gléwny wynik tej

pracy). Ponadto obliczylem tez jednostajne oszacowanie norm ||7,(g)||-

5.3. Algebra Hecke na drzewach jednorodnych, artykul [Wys94]. Na zbiorze V, wierz-
cholkow drzewa jednorodnego X, = (E,, V,) stopnia jednorodnosci ¢ > 2 rozwazamy nastepu-
jacy ciag funkcji (dwoch zmiennych) zaleznych od odleglosci dist na X,: dla n > 0 okreslamy

1 jesli dist(z,y)=mn
Xn(T,y) = U
0 jesli dist(z,y) #n.

Te funkcje mozna traktowaé jako jadra operatorow, okreslonych (przynajmniej) na przestrzeni
K (V,) funkcji o no$nikach skonczonych na V, wzorami:

=Y fy= > f() v eV,

yeXq dist(z,y)=

a zatem ich ztozenie jest dobrze zdefiniowane i dane jest wzorami:

Xn©Xo = Xn = X0©° Xn; n > 0,
X1°X1 = X2+ 9Xos
X19Xn = Xnt1+(¢—1)xn-1. n>2.

Zatem algebra Hecke H(X,) := alg{x, : n > 0}, generowana przez te jadra, jest przemienna,
ma jedynke xqo i1 jest generowana przez x;. Mozna ja traktowaé jako analog algerby funkcji
radialnych na grupie wolnej, w ktorej zachodza analogiczne relacje.

Glownym zagadnieniem rozwazanym w artykule [Wys94| bylo zbadanie czy H(X,) jest
maksymalna abelowa podalgebra (ozn.: MASA=Mazimal Abelian Sub-Algebra) w zadanej wiek-
szej algebrze operatoréw na drzewie. Doktadnie, jesli H(X,) C A jest rozwazana jako podal-
gebra w algebrze A jader operatorowych ¢(x,y) na X, ijesi H(X,) :={p € A: pox, =
Xn © @, ¥ n >0} jest jej komutantem, to pytamy czy zawieranie H(X,) C H(X,)  jest istotne
czy nie; rownosc¢ oznacza, ze H(X,) jest MASA w A. A poniewaz H(X|)) jest generowana przez
X1, problem ten mozna przeformutowaé nastepujaco: czy prawda jest, ze jesli ¢ € A spelnia

poxi=xi10¢topeH(X,?
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W artykule [Wys94| rozwazatem rozne przyklady algebry A, dobierane do tego problemu.

A= F(X,), gdzie ¢ € F(X,) jesli istnieje m € N takie, ze ¢(z,y) = 0 o ile dist(z,y) > m.

Wowcezas F(X,) jest analogiem funkeji o no$nikach skonczonych (w przypadku grup wolnych)
i H(X) C F(X,). W tym przypadku pokazatem nastepujaca wlasnosc.

Twierdzenie. [Wys94, Theorem 3.1| Jesli ¢ > 3 to H(X,)) jest MASA w F(X,).

Dowdd jest czysto geometryczny i wykorzystuje pewien trik polegajacu na mozliwosci
odwrocenia strzalki taczacej dwa wierzchotki na drzewie, przesuwajac ja miedzy kolejnymi
wierzcholtkami, gdy ¢ > 3 (w rzeczywistosci wystarczy, gdy istnieje chociaz jeden wierzchotek
stopnia co najmniej 3)

. Dla ¢ = 2 korzystamy z utozsamienia X, = 7Z drzewa stopnia 2 i liczb catkowitych. Sytuacja

jest odmienna od poprzedniej, gdyz algebra Hecke nie jest MASA.

W tej sytuacji sa dwie naturalne klasy macierzy (nieskoriczonych) (a;);kez, ktore komu-
tuja z xi:

e macierze Hankela h;, := v(j + k), ktorych wyrazy zaleza tylko od sumy indeksow,

e macierze Toeplitza t;; := u(k — j), ktorych wyrazy zaleza tylko od roznicy indeksow,
Niech Z(Z) bedzie algebra wszystkich operatorow ograniczonych jednoczeénie na ¢!(Z) i na
(>(Z), z norma

+oo +oo
||la|| ;= inf {C’ > 0 : max {sup Z |ajk|, sup Z |aj,k\} < C’} .
jer heZ [ Z75
Niech Fi(Z) oraz M(Z) beda domknieciami odpowiednio F(Z) i H(Z) w 2,(Z), i niech
(M1(Z))" bedzie komutantem algebry My(Z) w Z,(Z). Niech H;(Z) i Ti(Z) oznaczaja
podzbiory odpowiednio macierzy Hankela i Toeplitza w 2, (Z), wowczas Hy (Z)NT1(Z) = {0}
i jest nastepujaca charakteryzacja komutanta.

Twierdzenie. [Wys94, Theorem 4.1] My (Z) nie jest MASA a komutant (M1(Z)) rozktada
sie na sume porstq

(Mi(2)) =H1(Z) ® T (Z).

W dowodzie najpierw pokazatem, ze jesli a € (My(Z)) to, dla kazdego k € Z, istnieje
granica wzdluz przekatnej

v(k) = lm a ppie= lm a_p,ik
n—-+00 n——00
w(k) = lm appipe = Im ap k.
n—+oo ——00
Nastepnie zdefiniowalem dwie macierze ¢, = u(k — j), h;x = v(k + j) i pokazatem, ze

t € T1(Z) jest Toeplitza, h € H;(Z) jest Hankela i zachodzi rozklad a = t + h. Natomiast
okazalo sie, ze T1(Z) C Z,(Z) is MASA.

. W ogolnym przypadku drzewa jednorodnego X, stopnia ¢ > 2 rozwazalem Fi(X) jako

domkniecie algebry F(X) w normie

Il = int {0 > 0: max {supz (. y)lsup 3 |¢<x,y>|} < 0} .
T v Yy -

W przypadku ¢ = 2 czyli Xy = Z mamy istotne zawieranie F1(Z) € Z,(Z) (podatem na to
przyklad) tak wiec algebra Fi(Z) jest istotnie mniejsza.
W ogblnej sytuacji, dla ¢ > 3, podalgebra Hecke M;(X) C F1(X) jest MASA.

Twierdzenie. [Wys94, Theorem 5.2| Podalgebra Hecke M1(X) C F1(X) jest MASA.
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Dowo6d opiera sie na rozwazaniach kombinatorycznych, wykorzystuje sie takze fakt, iz
€ F1(X) jesli jednoczesnie

sup Z |Q0(l', y)’ 7) 07 and sup Z ‘90<x7y)| T) 0.

Y
Y, T,

dist(z,y) >n dist(z,y) >n

5.4. Szescienna algebra Hecke zwigzana z grupa kwantowa U,(2), artykuly [Wysl0a,
Wys2009a]. W pracy [23]| Stanistaw Lech Woronowicz pokazal, ze z grupa kwantowa SU,(N)
stowarzyszony jest g-zdeformowana symetria, ktéra na bazie standardowej {¢; € CV : j =
1,..., N}, jest dana wzorami

q-cp ey jesli  a < b,
0(ea ®ep) =1 €, D &g jesli a =0,
g epRe,+ (1 —q)ea®@ep jesli a>b.

Ta g-symetria jest operatorem samosprzezonym i spetnia réwnania Yanga-Baxtera, i rGwnanie
kwadratowe Hecke 02 = (1 — ¢?)o + ¢*I. Zatem definiuje ona rodzine g-zdeformowanych algebr
Hecke {H,, : n € N}, gdzie H,,, jest algebra operatorow splatajacych n-ta potege tensorowa
ko-reprezentacji fundamentalnej grupy kwantowej SU,(2).

Dla grupy kwantowej U,(2), ktorej konstrukcje podatem w pracy [Wys04], skonstruowatem
analogiczny operator «, dany na standardowej bazie ortonormalnej (j, k) := e; ® e, w C®?
wzorami [Wys10a, Equations (2.6)]

a(j,j) = (4), =123,
a(1,2) = —q(2,1),

a(1,3) = —q(3,1),

a(3,2) = —q(2,3),

a3,1) = (1-¢)(3,1) —q(1,3),

ktory spelnia rownania Yanga-Baxtera i jego kwadrat jest samosprzezony o? = (a?)*. Ponadto
okazalo sig, ze spelnia on rownanie trzeciego rzedu (szescienne)

(o = I)(a+¢*1) =0

i dlatego generuje rodzine szesciennych algebr Hecke H,,(2) (w sensie Funara [37]).
Moja konstrukcja byta nowym nietrywialnym przyktadem rodziny sze$ciennych algebr Hecke
(u Funara bylo réwnanie szescienne o® = 1).

5.5. d—deformacja wolnej przestrzeni Focka, artykul [Wys05a|. W aartykule [Wys05a]
badalem deformacje operatorow gaussowskich na wolnej przestrzeni Focka F(H), zbudowanej
na przestrzeni Hilberta H, oraz ich rozklady wzgleedem stanu prozniowego. Zdefiniowatem
nastepujace deformacje.

Definicja. |Wys05a, Definition 2.1| Dla d > 0 i dla wektora f € H okreslamy dwa operatory
na F(H)
D(f)(z®@y) = (f,z)-{f,y)- €, x,y€Hc
D(f)U = 0 Zf ULH@@H(Q
DY = fof,
D*(fjv = 0 jesli v LS.
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Tutaj € oznacza wektor prozniowy, Hc jest kompleksyfikacja H a D*(f) jest operatorem
sprzezonym do D(f) na F(H). Nastepnie, dla d € R, dla wektora jednostkowego f € H
i operatora kreacji AT(f) oraz operatora anihilacji A(f) rozwazalem deformacje operatoréw
gaussowskich

Ga(f) = A(f) +dD(f) + A'(f) + dD*(f)
i badatem ich rozktady pg wzgledem stanu prézniowego w. Réwnowaznie, sprowadzitem to do
wyznaczaniu momentow
Md(n) = <(Gd)n(50,(50>
operatorow G4 rozwazanych na (2, dziatajacych na ortonormalnej bazie standardowej {4, : n >
0} C ¢* wzorami

Gg0p = 01 + ddo,
Gqde = dby + 01 + 03,
Gg0p = Op_1+0pi1, if n>3 orn=1.

Motywacja tych rozwazan byly moje poprzednie badania [BWys01|, w ktorych pokazatem, ze ¢-
transformacja miary byta zwiazana z perturbacja dziatajaca nietrywialnie tylko na CQ <+— H.
Dliatego perturbacje dziatajace nietrywialnie tylko na CQ) <— H ® H stanowily nastepne
naturalne wyzwanie.

Pokazalem |[Wys0ba, formulas (1), (2)] wzory rekurencyjne dla tych momentow, w ktorych

pojawiaja sie liczby Catalana C), := mgi’:‘g!l)!:
My(0) = 1, My(1) =0, My?2)=1+d* My3)=2d, My4)=2+3d*+d",
n s n s—2
My(2n) = Cp+d*Y CoiY CiMy(2s —2k)+d Y Cosy > CrMy(2s — 2k — 1)
s=1 k=1 s=3 k=1
n—1
+ dY (Coesr — Co)My(25 = 1), n >3,
s=2
n s—1 n s
My@2n+1) = d®) Cpy Y CpMy(2s =2k +1)+d Y Coy > CrpMy(2s — 2k)
s=2 k=1 s=1 k=1
n—1
+ dY (Chosi1—Crs)My(2s), n>2.
s=0

Funkcja tworzaca tych momentow jest dana jawnym wzorem [Wys05a, Proposition 3.1]:

Ma(x) 2
x) = :
‘ 4a3d + (2d? 4+ 1)2? — 2xd — d?> + (d + x)v/'1 — 4a?

z ktorego wynika posta¢ transformaty Cauchy’ego miary iy

2
Qd(z) = .
—23d? = 222d + (2d2 + 1)z + 4d + (1 + zd)zy /1 — 5

7 tego wzoru otrzymuje sie czes¢ absolutnie ciggla miary.

Twierdzenie. [Wys0ba, Theorem 4.1] Rozktad pug ma gestosé

(1 + zd)z*vV4 — 22 s
1+azd)* — (22 — 1) (22 — 2)(1 + xd)? + (22 — 1)2’ -

ga(z) = (
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W szczegdlnosci

. 1
9a(0) = i 9u(r) = T amy

Przypadek szczegolny d = 1 ma nastepujacy jawny opis.
Proposition. [Wys05a, Proposition 5.1] Rozktad p; ma gestosé
1 VA—a?
S 2r 5 —a2’

oraz atomy w —1 1 V5, oraz postaé jawng

g1(x) —2<x<2

1 1
=-0_1+—=0 x)dx.
1 5 1+2\/5\/g+91()
W tym przypadku momenty nieparzyste sa dane prostym wzorem M (2n+1) = 52—’1, natomi-
ast momenty parzyste sa dane przez szereg hipergeometryczny Eulera, ktory tez mozna jawnie
wyliczyc¢.

Proposition. [Wys05a, Proposition 5.2| Momenty parzyste miary pq s¢ dane wzorem

C 145 Ao -1l S (245N (n+1) 4\
Mi@n) = e B an )i “Z<2l~c>u2<n+k+2>() ]

5
W ogélnym przypadku 0 < d # 1 otrzymatem nastepujacy wynik.

k=0

Twierdzenie. [Wys05a, Theorem 6.1| Dla dodatniej liczby d # 1 rozktad pg ma gestosé gq(x).
Ponadto, nie ma atomow jesli 0 < d < % Jesls % <d< @, to rozktad ten ma jeden

atom w przedziale [2,00), a dla @ < d ma dwa atomy: jeden w x, > 2 1 drugi r_ < —2.
Atomy te sq jednoznacznie wyznaczone jako rozwigzania rownan p(ry) = d = P(x_), w ktdrych
funkcje p, 0 sq¢ $cisle monotoniczne i dane wzorams

B 1 2(z2 - 1) B .
pla) = o <\/x2_2_xm 1)’ =

vl = _71'(\/932_22(12;;\/227_4“» reE

5.6. Niezalezno$ci nieprzemienne (bf-niezaleznosé i cf-niezalezno$é), artykuty [KWys13,
SWys16].

5.6.1. artykut |[KWysl3]. W artykule [KWys13|, wspolnym z Anna Kula, skonstruowalismy
model dla mieszanej niezaleznosci boole’owskiej i wolnej. Oparty jest on o konstrukcje bf-
produktu przestrzeni Hilberta |[KWys13, Definition 2.1] oraz bf-rozszerzen operatorow |[KWys13,
Definition 2.2|. Mianowicie, bf-produkt rodziny przestrzeni Hilberta {H, = CQ & Hg 1€ €
X'}, indeksowanych zbiorem czesciowo uporzadkowanym (X', <), jest to przestrzen Hllberta H,
rozpieta na (jednostkowym) wektorze prozni € oraz wszystkich tensorach prostych postaci

hnl®...®h77m7 hnkEH2k7 1§k§m7 ,’71#772##?77’)’7,7
gdzie ciag skonczony (11,...,7m,) jest tancuchem (to zaczy, ze kazde dwa jego elementy sa
poréwnywalne). Wowczas H ma naturalny iloczyn skalarny na kazdej podprzestrzeni Hgl ®

e ® Hgm, i kazde dwie takie podprzestrzenie sg ortogonalne, jesli okreslajace je ciggi indeksow
sg rozne.
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Na takiej przestrzeni, dla dowolnego indeksu ¢ € X, zdefiniowaliSmy bf-rozszerzenie operatora
A¢, ograniczonego na He¢, do operatora ograniczonego na bf-produkcie H. Ideologicznie, takie
rozszerzenie dziala na tensorze prostym h,, ®---®h,, zgodnie z pierwszym indeksem 7; w taki
sposob, ze otrzymany w rezultacie ciagg indeksow jest znowu taricuchem; w przeciwnym razie
wynikiem jest wektor zerowy.

Udowodnilismy, ze ta konstrukcja posiada nastepujace wazne dwie cechy, ktére uprawniaja
do nazwania jej bf-niezaleznoscia.

Twierdzenie. [KWys13, Theorem 2.1] Dia £ € X niech A¢ bedzie algebrg bf-rozszerzen opera-
torow 2 B(H¢) na bf-produkt H.
(B) Jesli zbior X indeksow jest antytaricuchem, to algebry {As : & € X} sq niezaleine
boole’owsko.
(F') Jesli zbior X indeksow jest taricuchem, to algebry {A¢ : € € X'} sq wolnie niezalezne.

Dla takiej konstrukeji rozwazaliSmy takze analogi CTG. Jako zbior czesciowo uporzadkowany
rozwazalismy X = R?, z czesciowym porzadkiem < okreslonym przez stozek dodatni IT; = R?.
Zdefiniowaliémy znormalizowane sumy Czqéciowe

Sg:

T Ay,

w ktorych sumowanie jest po zbiorach skoniczonych postaci
Je={n=(n1,...,na) €N?: 0<a; <b;} jesli &= (by,...,by) €y,

a |J¢| oznacza ilosé elementow.
Przy takich oznaczeniach udowodnili$my nastepujace twierdzenie (w ktorym & — oo oznacza,
ze bl,...,bd — OO)

Twierdzenie. [KWys13, Theorem 3.1] Niech {As : &

€
samosprzezonych operatoréw spetniajgcych: w(Ae) == (A:Q, Q)
1. Wowczas, dla kazdego n € N, istnieje granica

0 = lim o((S¢)™*),

£—o0

gn(d) = lim o((S¢)™")

N4} bedzie rodzing bf-rozszerzer
=0 and w(A7) == (A;Q,Q) =

i dla kazdego d € N, ciqg (gn(d))n>0 jest ciggiem parzystych momentdw symetrycznej miary
probabilistycznej pg on R.

Dowoéd sprowadza sie do oszacowania licznosci |[bfNC3(J¢)|, gdzie bENCH(J¢) jest zbiorem
wszystkich bf-porzadkéw na dwupartycjach zbioru {1,2,...,2n}, zadanych przez elementy
zbioru Je. W tym celu wprowadziliSmy podzbiory bfNC3,(J¢) takich elementow z bENCH(J¢),
ktore maja tylko jeden blok zewnetrzny i pokazalismy [KWys13, Lemma 3.2]

[DENC3 y (Je)| = L - [T¢|" + O(|J[" )

dla pewnego ciagu (L,,),>0. Podobnie pokazalismy w [KWysl13, Lemma 3.3|, ze
[bENCE (Je)| = K, - [Je|" + O(|Te[" ™)

dla pewnego ciagu (K,,),>0. Z tego wynikala reekurencja

nld) = K, =Y K, Ly.
k=1
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5.6.2. artykut [SWysl6]. W artykule [SWys16|, wspolnym z Rolandem Speicherem, rozwazal-
ismy konstrukcje niezaleznosci zadang przez macierz (&) jer, indeksowang pewnym zbiorem
I, o wyrazach €;; € {0, 1}. Taka konstrukcja byla podana przez Wojciecha Mlotkowskiego [43]
pod nazwa A—niezaleznos¢ (ktora my okreslilismy mianem e—niezaleznosc).

Definicja. [SWysl16, Definition 3.2]

(1) Niech I5 C I™ bedzie podzbiorem sktadajgcym sie ze wszystkich takich ciggowi := (i(1),...,i(n)) €
I, ktore spetniajg warunek: jesli i(k) = i(l) dla pewnego 1 < k < I < n, to istnieje
k <p <l takie, Ze giuyip) = 0.
(2) Rodzina {A; : i € I} podalgebr w nieprzemiennej przestrzeni probabilistycznej (A, @) jest
e—niezalezna, jesli
o A, i A; komutujq gdy €;; = 0;
o jeslii:= (i(1),...,i(n)) € I}, oraz a, € Ay s¢ takie, ze p(ay) =0 dlak =1,...,n,
to p(ay...a,) =0.

Jako przyklad podalismy, ze e-produkt grup G := *.G;, okreslony jako iloraz produktu
wolnego grup przez relacje komutacji postaci [G;, G| = e jesli ¢;; = 1, spelnia warunki e-
niezalezno$ci w nieprze,moiennej przestrzeni probabilistycznej (C[G], 7), gdzie T jest stanem na
algebrze grupowej C[G] okreslonym jako branie wartosci w elemencie neutralnym e € G.

Glownym wynikiem artykutu [SWys16] jest opis e-niezaleznosci przy pomocy wolnych ku-
mulant. Zazwycza]j taka relacja jest dana poprzez wzor na momenty-kumulanty , w ktéorym
dany moment mieszane jest wyrazony jako suma, w ktoérej pojawiaja sie kumulanty zwigzane
z pewnymi partycjami. Pokazaliémy jaki szczegdlny zbior partycji pojawia sie w takim wzorze
dla e-niezalznosci, oraz ze w takim wzorze wystepuja wolne kumulanty {x,, : m > 1}. .

Mianowicie, aby wyliczy¢ moment mieszany postaci ¢(a; ...a,), dla elementéw a, € A;xm,
1 < k < n, gdzie algebry A; sa e—niezalezne w (A, ), rozwazamy ciagi indeksow i :=
(¢(1),...,i(n)) i okreslamy zbiory NC¢(i) zwiazanych z nimi e-nieprzecinajacych partycji w
nastepujacy sposob [SWysl6, Definition 5.1]. Mowimy, ze 7 € NC¢(i) jesli 7 jest partycja
zbioru {1,...,n} o nastepujacych whasnosciach

e blok partycji 7 laczy dwa elementy 1 < k < [ < n (notacja: k ~, [) tylko jesli
odpowiadajace im elementy z i sa rowne, czyli jesli i(k) = i(1);
e jesliistnieje 1 < k1 < Iy < ky < Iy < n takie, ze ki ~, ko oraz [y ~ lo, gdzie ki <, [, to
Ei(ky)i(l) = 1; czyli przecigcia sg dopuszezalne tylko jesli odpowiednie algebry komutuja.
Woéwcezas wzoér na momenty-kumulanty dla e-niezaleznosci jest dany przez nastepujace twierdze-
nie.

Twierdzenie. [SWys16, Theorem 5.2 Niech {A; : i € I} bedg e-niezaleznymi podalgebrami
w nieprze,miennej przestrzeni probablistycznej (A, ) i niech a € Ay dla 1 < k < n. Niech

i:=(i(1),...,i(n)), wowczas prawdziwy jest nastepujgcy wzor
olay...a,) = Z Kr(ay ... ay),
TeNCE (i)

gdzie, z definicyi

Re(ay...a,) = Z kplai...ay,),

Berw
kplar...an) = Eplag,...,ax,) jesli B={k < - <ky}eEm.

5.7. Stabo monotoniczna przestrzen Focka, artykuly [Wys05, CGWys20|.
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5.7.1. artykut [Wys05]. Moja motywacja do konstrukcji stabo monotonicznej przestrzeni Focka
byta che¢ skonstruowania przykltadu operator6w monotonicznie niezaleznych, dzialajacych na
(podprzestrzeni) wolnej przestrzeni Focka, ktore by mialy rozktady dane przez prawo arkusa
sinusa, czyli przez monotoniczne CTG. Taka przestrzen pojawita sie poczatkowo w wyktadach
Marka Bozejki z 2002r., opublikowanych jednak dopiero w [44], jako specjalny przyktad ogol-
nej deformacji typu u—CCR i p—CAR zdefiniowanych przez Wiestawa Pusza and Stanistawa
Lecha Woronowicza [45]. Mianowicie, 0-CAR daje dyskretna przestrzen monotoniczna Focka
(Murakiego), a w przypadku 0-CCR otrzymuje sie stabo monotoniczna przestrzen Focka.

Jednak moja konstrukeja startowata z innego punktu widzenia niz obserwacja Marka Bozejki.
Rozwazatem podprzestrzen Fy s (H) wolnej przestrzeni Focka F(H), zbudowana na przestrzeni
Hilberta H, ktora jest rozpieta przez vektor prozni €2 oraz tensory proste postaci

€, Q- ey, dla 1. >...>1,

gdzie {e, : r € N} jest baza ortonormalna w H. Nastepnie, dla dowolnego i € N, okresla
sie operatory stabo monotonicznej kreacji (AM)* = A*(e;) i stabo monotonicznej anihilacji
AM = A(e;) na Fy iy (H) nastepujacymi wzorami

(AzM)*Q = €,
AMQ = 0,
(AM) (e, ® - ®ey) = €e®e, ®- ey, jesli 0>,
(AMY(e;, @ ®@ey) = 0, jesli i<i,,
AMe;, @ ®e,) = e, @ ey, jesi =i,
AM(e; @ ®e;) = 0, jesli i,

Stabo monotoniczne operatory kreacji i anihilacji sa okreslone tak, aby zachowywaly stabo
monotoniczna przestrzen Focka Fyyp(H). Ponadto, sa one wzajemnie sprzezone do siebie.

Dla operatoréw polozenia G; := (AM)*+ AM i € N, podalem bezposredni dow6d odpowied-
niego CTG [Wys05, Theorem 3.1|. Pozwolito mi to otrzyma¢ nowy wzor rekurencyjny na (znor-
malizowane) najwyzsze wspolczynniki dwumianowe (ktore sa parzystymi momentami rozkladu
arkus sinus)

"1 1 /2n
gn:;E'gk_l'gn_k, where gn::2—n(n>,

ktory, po pomnozeniu przez 2" daje dowdd znanego wzoru

2n N2 [2k—2\ [2n-—2k
-2 (o) ()
k=1
Czerpiac dalsza motywacje z konstrukeji ¢-deformacji wolnej przestrzeni Focka [BWys01],

rozwazatem deformacje wolnych operatoré6w kreacji i anihilacji, dane przez operator okreslony
w [Wys05, Definition 4.1]: dla f,z € H i || f|| = 1 niech

Clflx = {f,m)Q,
C’(f)v = 0 jesh UE.FW]\/[(H), v I HvlQ,
ciure = f,

C(f)'v = 0, jesli v L Q.
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Nastepnie, dla parametru ¢ € R i wektora jednostkowego f € H, rozwazalem nastepujace
operatory samosprzezone na wolnej przestrzeni Focka F(H)

Ge(f) = (a'(f) + ¢ C(f)") + (alf) + ¢~ C(f)),
i obliczytem ich momenty wzgledem stanu prézniowego
Me(n) = (G(f)"Q2 Q) = v(G.(f)")
Te momenty okazaly sie by¢ momentami nastepujacej miary probabilistycznej.

Twierdzenie. [Wys05, Theorem 4.2] Cigg {M.(n) : n =0,1,2,...} jest ciggiem momentiw
miary probabilistycznej pi., danej nastepujgcymi wzorami (zaleznymi od parametru ¢ € R)

e = 0o, dla c=—1,

1 dz
(dr) = = —— dla |c+1] =2,
1 V4 —x?
pe(de) = 27r(1+c>2'1—g§f§2x2d$’ dla |e+1] <V2, c¢#—1,
1 V4 —x? 1
(d = : dr+ - |1 ————=) (0 0,-), dl 1| > v2,
pie(dz) 27(1 + ¢)? 1—2??&2 x+2( c(c+2))(zc++ zc) a |e+1| V2
ﬂfi — :l:(1+0)4
© c(e+2)

2N
2N—-1

W szczegolnym przypadku ¢ = cn =1 — otrzymuje sie miary Kestena [3].

Dla ¢ = —1 4 v/2 operatory te maja rozktad arkusa sinusa.

Nastepnie rozwazatem obciecia operatorow G (f), dla c = —1+ V2, do stabo monotonicznej
przestrzeni Focka Fyp(H). To obciecie, oznaczone jako B(f), takze ma rozktad arkusa sinusa,
ale, niestety, nie byly one monotonicznie niezalezne. Dlategov wprowadzitem dodatkowa per-
turbacje stabo monotonicznych kreacji i anihilacji, ktora dala nastepujace operatory [Wys05,
Definition 5.2]

Ko(n) i= (AY + (A¥)) + ¢ (Do + D}),
w ktorych operatory perturbacji D,, i D} zostaly zdefiniowane na Fyy(H) w nastepujacy
spos6b (podbnie jak operatory monotonicznej kreacji i ahnihilacji).

Definicja. [Wys05, Definition 5.1]
Di(e;, ® - ®ey) = e, ®e, Q- Re;y, jesli n> i,
Di(e;, ®---®e,) = 0, jesli n<i,,
Dy(e;, @ ®ey) = €, ,Q-Qe€,, jesli n=1i,>1i_q,
Dy(e;, ®---®ey) = 0, poza tym.

Pokazatem w [Wys05, Theorem 5.1|, ze rodzina operatorow { K¢ : n € N} jest monotonicznie
niezalezna (dla dowolnego ¢ € R), a dla ¢ = —1 + /2 kazdy operator ma rozktad arkusa sinusa
|[Wys05, Proposition 5.2].

W nastenej kolejnosci rozwazalem operatory na Fyp(H), okreslione dla parametru A > 0
wzorem

Py = (A"4+cD*+ M) (A+cD + \)
ktore, w kontekscie nieprzemiennej probabilistyki, mogg definiowa¢ proces typu Poissona z
intensywnoscig A (jesli rozwaza sie ich rozklady wzgledem stanu prozniowego). Okazalo sie, ze
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w tym przypadku tak nie jest, poniewaz otrzymane rozktady nie byly tymi, ktére uzyskal, w
formie niejawnej, Naofumi Muraki [32].
Niemniej jednak pewne ciekawe rachunki pozwolity opisaé¢ rozktady tych operatorow.

Twierdzenie. [Wys05, Theorem 6.1| Miara typu Poissona vy, dana momentami
+oo

B((P)") = / 2" a(de),

—00

ma nastepujq cq jawng postaé

Uy = Br(N)Orasr24a,) + B-(A)Orasr240) + ha(z)dz,

gdzie
1. atom dodatni x4 = /4 + % ma mase
B,()) = VI4+4X?2 -1
T 3V 1 AT 4 1 4402
» wystepuje dla wszystkichA > 0,
2. atom ujemny ©_ := —(\+ +) ma mase
2(1 — \?)
_(\) = ——~
BN = 2

i wystepuje wtedy 1 tylko wtedy, gdy 0 < X < 1,
3. cze$é absolutnie ciggla jest dana wzorem
A VA1) —allr — (A - 1)
T 2214 A)z — (2% + A2 (N = 2))]
dla wszystkich A > 0.

5.7.2. artykut [CGWys20]. W artykule [CGWys20|, wspolnym z Vitonofrio Crismale i Maria

Eleng Griseta, badalismy rozklady sum operatoréw potozenia na stabo monotonicznej przestrzeni
Focka Fywar(H). Jesli {e; € H : i € N} oznacza baze ortonormalnag w przestrzeni Hilberta #,

to AZT i A; oznaczaja odpowiednio operator kreacji i anihilacji przez wektor e;. Operatory te s

wzajemnie sprzezone (A;)* = AI i spelniaja pewne relacje komutacji.

hy(x) = for A=12<z<(A+1)3

Lemat. [CGWys20, Lemma 2.1| Nastepujgce relacje komutacji sq prawdziwe:
ATAT = 0 jesti i<},
R
A;ATAL = Ay jesli j >k
W szczegolnosci, AjA; komutuje z Ay jesti 7 > k.

Wazng wlasnoscig jest to, ze x-algebry generowana przez operatory kreacji i anihilacji sa
monotonicznie niezalezne.

Twierdzenie. [CGWys20, Theorem 2.2| Niech B; bedzie x—algebrq generowang przez A; i AZT i
niech (B, w) bedzie C*-przestrzeniq probabilistyczngsktadajgcq sie z C*-algebry B = B(Fwu(H))
wszystkich operatorow ograniczonych na stabo monotonicznej przestrzeni Focka Fyp(H) ze
stanem prozniowym w. Wowcezas algebry {B; : i € N} sqg monotonicznie niezalezne w (B,w)
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Kazdy operator potozenia G; := A; + AZT jest samosprzezony i wzgledem stanu prozniowego
ma rozklad Wignera, poniewaz momenty (parzyste) sa liczbami Catalna
(5 jesli n=2k

Gy = {1k
w((G)") {o jesli m—= 2k +1.

Jest to inna sytuacja niz w dyskretnej monotonicznej przestyrzeni Focka u Muraki’ego, gdzie
operatory polozenia maja dwupunktowy rozklad Bernoulli’ego %(5_1 +041).
Dla sumy dwoch operatoréw polozenia GG; + G2 podalismy ciagg momentow.

Proposition. [CGWys20, Proposition 3.2| Dla dowolnego n € N (parzyste) momenty operatora
G+ Gy
w((Gl + Gg)Qn) == dn

spetniajg rekurencje

dy = dn_i(dp—y + Ch), do=1
k=1
gdzie C, sq liczbami Catalana.

7 tej wlasnosci wynika, ze rozktad mozna wyliczy¢ jawnym wzorem

Twierdzenie. [CGWys20, Theorem 3.4] Rozktad operatora G1+Gs wzgledem stanu prézniowego
w jest absolutnie ciggly i ma gestosé g(x) dang wzorem

ﬁ(\/\/100—16x2—x2—|—10— 4—1:2) dla  |z[ <2

g(x) = ﬁ\/—ZxQ—QIx\\/ZI—wQ#—QO dla 2 < |z Sg
0 dla |z| > g

Poniewaz operatory G; i Gy sg monotonicznie niezalezne, szczeg6lnosci, wynika stad ze
powyzsza miara jest splotem monotonicznym dwoch kopii rozktadu Wignera. Analogicznie, z
monotonicznej niezaleznosci operatorow Gy, . .., G, dla dowolnego m € N wynika, ze rozklad
sumy Gy + --- + Gy, jest m-ta potega splotowa monotoniczna rozktadu Wignera. Rozktad
(wzgledem w) sumy m opratoréw potozenia opisalismy (jedynie) za pomoca rekurencji dla jego
momentow.

Twierdzenie. [CGWys20, Theorem 3.5] Momenty sumy G1 + - -+ G,
W((Gr 4o+ G)*) = ™

spetniajg rekurencje
n k
dm =3"di" N " d), dgY =1,dD =C, forall m>1,n>0,
k=1 j=1

w ktorej C,, oznaczajq liczby Catalana.

Pokazalismy tez w [CGWys20, Proposition 3.6|, ze am jest wielomianem stopnia n zmiennej
m.
Jesli teraz v, oznacza miare probabilistyczna, ktora jest rozktade sumy Gy +- - -+ G,, (wzgle-
dem w), to jest to miara o nosniku zwartym zawartym w przedziale [—a,,, a,,], gdzie prawe korice
a,, spelniaja dodatkowe relacje [CGWys20, Theorem 3.9|

Am+1 = Ay + CL_
m
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oraz oszacowanie [CGWys20, Theorem 3.10)

\/m+\/m(m—|—1)§am§ \/ 2m 4+ V2m.

Lewe oszacowanie jest rOwnowazne z tym, ze ciag \‘}—"mi jest malejacy do v/2, tak wiec nosniki

[— =, —|—\ﬁ] rozkladéow unormowanych sum \/%(Gl + .-+ 4+ G,,) sa ciagiem zstepujacym do
przedziatu [—v/2,v/2], jak to wynika z monotonicznego CTG.

5.8. bm-CTG dla stozkéw niesymetrycznych, artykut [OWys19]. W artykule [OWys19|,
wspoOlnym z moim doktorantem Lahcenem Oussi, badalismy CTG dla pewnych stozkéw niesymetrycznych,
analogicznie do przypadku stozkow symetrycznych. Stozki niesymetryczne nie sg sklasyfikowane
i problemem jest znalezienie takich, ktore by miaty dodatkows strukture geometryczna (taka
jak np. charakterystyka objetosciowa).

Badalismy trzy klasy stozkéw niesymterycznych:

1. stozki sektorowe
d
H:Qﬁ = {Zakuk: ag ZO,k: 1,...,d},

gdzie u := (uy,...,uy) jest d-elementowym ciagiem wektoréw liniowo niezaleznych w R? o
dodatnim wyznaczniku det(u) > 0, ktore nie sa ortonormalne;
2. stozki cyrkularne

IM=0Cf:={(t;2) e Ry x R : ||z|| < ttanb},

gdzie 6 € (0,2)\ {5} a |lz|| jest norma euklidesowa wektora x € RY;
3. stozek Vinberga Il = Ily: okre$lamy pieciowymiarowa rzeczywista podprzestrzen liniowa
V C M3(R)

a; a4 as
Vi=<a=| a4 ay 0 € M3(R): dlaay,...,a5 €R »,
as 0 as

3 5
z iloczynem skalarnym (a,b) = Z a;b;+2 Z a;b; dla a,b € V. Stozek Vinberga IIy, C V C
i=1 j=4
M;(R) jest zdefiniowany przez nastepujace trzy warunki:
ap >0, ayay>aj, aaz > a;.

W kazdej z tych klas wyszczegolnilismy (dyskretny przeliczalny) podzbior indeksow I:

(1) I:=Qd Nz,

(2) I:=C§n(NxZ),

(3) I:=1Iy N M3(Z).
Nastepnie, dla £ € [Ti N € N zdefiniowaliémy skoriczone podzbiory zdylatowanych przedziatow
In(§) := [0, N¢§] NI i udowodnilismy nastepujace bm-CTG:

Twierdzenie. [OWysl19, Section 3| Niech {X, : p € I C I1} bedzie rodzing bm-niezaleznych zmi-
ennych losowych w nieprzemiennej przestrzeni probabilistycznej (A, ), spetniajgcych o(X,) =
0ip((X,)?*)=1. DiaclliNeN okres’lamy sumy czeSciowe

Sn(§) = —| NG pe%g) X,
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znormalizowane przez pierwiastek z ilosci elementow. Wowczas dla dowolnego n > 0 istnieje
granica

9o = ga(11) := Jim_ 5 ((Sw())")

Dla stozkow sektorialnych i cyrkularnych te granice nie zalezq od wyboru & € II, natomiast
dla stozka Vinberga zalezg w pewien sposcb. Ponadto, ciqgg graniczny jest ciggiem momentow
miary probabilistyczne) pun na R przy czym g, = 0 jesli n jest nieparzyste, a momenty parzyste
spetniajq rekurencje

9on = Z% “92k—2* Y2n—2k,  Go = 1,
k=1
w ktdrej ciag (Vi)k>1 jest charakterystykq objetosciowq stozka niesymetrycznego 11 (z wyjatkiem
stozka Vinberga).

W szczegolnosci pokazaliSmy istnienie charakterystyki objetosciowej dla stozkow (niesymetrycznych)
cyrkularnych i sektorowych (por. [KWys10]).

Twierdzenie. [OWys19, Theorem 4.1| Dla kazdego stozka sektorowego 11 = Q¢ i kazdego stozka
cyrkularnego 11 = C§ istnieje ciqg (Yn)n>1, 2alezny (tylko) od stozka, taki, ze dla dowolnego
¢ €1l jest

1

Tn = m/mﬂ(vol[&pb”_ dp.

Ponadto, ciqg (Vn)n>1 wyraza sie przez charakterystyke objetosciowq odpowiedniego stozka symetrycznego:
dla stozkow cyrkularnych jest on rowny ciggowi charakterystyki objetosciowej stozka Lorentza,
natomiast dla stozkow sektorowych Q% jest

1
~ detu nd’

gdzie L jest charakterystykq objetosciowq stozka symetrycznego R‘i.

n

Tn

Dla stozka Vinberga sytuacja jest bardziej skomplikowana. Aby ja zbada¢ rozwazalismy
nastepujgca transformacje

My(R) 5 A = (a)?,, > T(A) = ( ¢_) & My (R),

ij=1

ktora na stozku Vinberga ma nastepujaca postac

a1 Q4 Gs 1 o
ys2é=1| a4 ao 0 | —TE) = a 1 0 | =¢£(ap)eclly
as 0 as ﬁ 0 1
gdzie
o= B = a5 a,f € [-1,1].

w/CL1(127 w/CL16L37

Znalezlismy wzor na objetos¢ przedziatu [0, £] C ITy, a charakterystyka objetosciowa ma nasteu-
jaca forme.

Proposition. |[OWys19, Proposition 4.1] Dia & € Ily oraz T'(§) = &(a, B) istnieje cigg vn (e, B),
taki, ze
1

) = ot g

/ (vo1[0, o))" dp
[0,¢]
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5.9. Laczny promiei numeryczny i spektralny dla ukladu skoriczonego operatoréw,
artykul [KWys20|. W artykule [KWys20|, wspolnym z Anna Kula, wprowadzilismuy pojecia
tgcznego promienia numerycznego oraz tgcznego promienia spektralnego dla uktadu d € N
operatorow (ograniczonych) na przestrzeni Hilberta, ktore sa zwiazane ze stabo monoton-
wczng przestrzeniq Focka i z boole’owskq przestrzeniq Focka. W badaniach tych korzystaliSmy
ze schematu wprowadzonego pzrez Gelu Popescu [46], ktory wprowadzil analogiczne pojecia
zwigzane z wolng przestrzeniq Focka.

Przypomnijmy, ze dla operatora T' na przestrzeni Hilberta H definiuje sie (klasyczny) promier
NUMeryczny

wer (T) := sup{[(Th, h)| - h € H, [[n]| =1}

oraz klasyczny promien spektralny
: mi L
ra(T) = lim [T,

Nasza pierwsza obserwacja bylo, ze dla danej zdeformowanej przestrzeni Focka F,(H) (gdzie
* moze oznacza¢ g-deformacje, t-deformacje, stabo monotoniczna czy boole’owska przestrzen
Focka, lub inna), jesli dim H = d, to mozna zdefiniowa¢ takie pojecia zwiazane z danymi na
nich operatorami kreacji. Mianowicie, jesli A}, ..., A} sa danymi operatorami kreacji na (danej)
przestrzeni Focka F,(H), okreslonymi przez wektory bazy ortonormalnej {ey,...,eq} C H, i
jesli Ty, ..., Ty € B(H) sa operatorami ograniczonymi na (innej) przestrzeni Hilberta H, to
okreslamy nastepujace dwa pojecia:
(1) taczny x-promien numeryczny uktadu 77, ..., Ty
we(Ty, ..., Ty) = wa (AT + ...+ A;T))
(2) taczny x-promien spektralny uktadu T7,. .., Ty
(T, . Ty) = ra(AAQT + ...+ Ay T5)
Pewne ogélne wlasnosci lacznego x-promienia numerycznego sa nastepujace.

Proposition. [KWys20, Proposition 4]
(1) we(ATh, ..., XTy) = | Nw(Th,...,Ty) dla dowolnego A € C;
(i7) w(Th +T7,...., Ty + 1)) < w(Th,...,Ty) + w(T7,...,T));
(131) w (U*ThU, ..., UTyU) = w(Ty,...,Ty) dla dowolnego unitarnego U : IC — H;
() w (I ®@Th, ..., I[x@Ty) = w(Th,...,Ty) dla dowolnej osrodkowej przestrzeni Hilberta K;
() r(Th, ..., Ta) < w (Th,...,Ty).
W szczegblnosei wlasnosé (iii) zapewnia, ze laczny x-promienn numeryczny nie zalezy od
wyboru bazy ortonormalnej w H.
W [KWys20, Section 3| rozwazaliSmy przypadek operatorow kreacji na boole’owskiej przestrzeni
Focka
fB(H> =CQ H,
na ktorej operatory kreacji B, i =1,...,d, sa okreSlone wzorami
B (h) = €; ieél? h =€,
0 jesli heH.
Wowcezas pokazaliSmy, ze {gczny boole’owski promieni numeryczny uktadu d > 1 operatoréow
Ty, ..., T, jest zdefiniowany jako:
wp(Th, ..., Ta) =wa (B @TY + ...+ B3 ®Ty)

1 ma nastepujacy jawny opis.
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Proposition. [KWys20, Proposition 5]

d
wB(Tla“'vT)_Sup{ QO,Z D90, 91,594 €M, Z||9j”2:1}

§=0
Co wiecej, taczny boole’owski promienn numeryczny ma nastepujace wlasnoscei.
Proposition. [KWys20, Proposition 6] £.gczny boole’owski promien numeryczny spetnia

(1) wp(Ty,...,Ty) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy Ty = --- =Ty = 0;
1) prawdziwe jest oszacowanie
(i) j

d
2T

J=1

2

< ZUB(Tl,...,T

I

1

2

(iit)p wp(X*Th X, ..., X*TyX) < [|X|Pwp(T1,...,Ty) dla dowolnego operatora ograniczonego
X € B(H).

Pozniej okazalo sie, ze lewa nieréwno$é w (i7) g w rzeczywistosci jest rownoscig. Udowodnil-
iSmy tez, ze pojecie to zgadza si¢ z klasycznym dla d = 1.

Natomiast tgczny boole’owski promien spektralny uktadu d operatorow T4, ..., Ty, zdefiowany
jako:

rg(Th, ..., Ty) =ra(B] 1Ty +...+ B;®1T))

jest zawsze zerowy [KWys20, Proposition 11].

tgczne mmonotoniczne promienie numeryczny i spektralny zdefiniowaliémy dla stabo mono-
tonicznych kreacji i anihilacji M7, j = 1,...,d, dziatajacych na stabo monotonicznej przestrzeni
Focka Fyp(H) i dla bazy ortonormalnej {e; € H: j=1,2,...,d}. Wowczas definiujemy

(1) tgezny monotoniczny promieri numeryczny uktadu d operatorow Ti, ..., Ty,
U)]\/[(Tl, c. >Td) = wcl(Mi" (%9 Tl* + ...+ M; X T;)
(2) the tgczny monotoniczny promien spektralny uktadu d operatorow 11, ..., Ty,

(T, .. Ty) =ra(My Ty + ...+ M; @ T))

Jawny wzor na taczny monotoniczny promieni numeryczny pokazalismy w [KWys20, Proposition

14]:
d
M(Tlv"'7Td> = Sup{ Z Z <ga7Tjgja> D 0a € H, Z HgaH2 = 1}

j=1 aeM aceM

Tutaj M jest zbiorem wszystkich skonczonych ci@g()w stabo malej@cych liczb naturalnych ze

zbloru {1,2,...,d} natomiast ja := (j,ig,...,%1) jesi o = (ig,...,01) 15 > i > -+ >
. Ponadto, w [KWysZO Lemma 1| udowodmhsmy, ze dla stabo monotonlcznych operatorow

kreaCJl jest HZ]’:l M; @Tr| = szzl T;T;

Proposition. [KWys20, Proposition 15| £gczny monotoniczny promien numeryczny spetnia
(Z.)]w wM(Tl,...,Td) =0 ZﬁTl == Td = O,’
(1i)p prawdziwe jest oszacowanie

d d 2
2T 2T
j=1 j=1

(i11)pr wy (XX, ..., X*TX) < || X|*wn (T, ..., Ty) dla dowolnego operatora ograniczonego
X € B(H).

, z czego wynika nastepujaca wtasnosé.

1
2
SwM(Tl,...,T )

1
2
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Dla tacznego monotonicznego promienia spektralnego znalezlisémy nastepujacy jawny wzor.

Proposition. [KWys20, Proposition 18| £gczny monotoniczny promien spektralny spetnia

N

d
ra(Ty, ..., Ty) = lim max ZZTQT; ,

k—o0 1<m<d || 4 “
= J
I=m My

gdzie M, .= {a = (ig,...,10) eNF: d>ip > >0y =34} iTy =T, ... T.

Podali$émy tez przyktad oszacowania tacznego monotonicznego promienia numerycznego dla
stabo monotonicznych operatoréw anihilacji [KWys20, Propositions 19, 21].

5)
5\/gg ’lU]\/[(Tl,.--,Td) §d>

i postawiliémy hipoteze, ze moze on by¢ proporcjonalny do v/d.
7 drugiej strony, taczny monotoniczny promien spektralny dla stabo monotonicznych opera-
torow anihilacji spetnia

TM(Mb...,Md):l.

6. OPIS OSIAGNIEC DYDAKTYCZNYCH, ORGANIZACYJNYCH I POPULARYZUJACYCH NAUKE
LUB SZTUKE.

6.1. Osiagniecia dydaktyczne.

(1) Zaprositem Marie Elene Griseta z Universita degli Studi di Bari, Wlochy, do wspolnych
badari, podczas jej semestralnego pobytu w Instytucie Matematycznym Uniwersytetu Wroctawskiego
w ramach programu Erasmus w 2014-2015r. Rezultaty tej wspoipracy, w ramach ut-
Wworzonego przeze mnie seminarium roboczego, zostaly podzniej czescia jej Rozprawy Dok-
torskiej.

(2) Zaprositem Lahcena Oussi z Université Hassan II de Casablanca, Maroko, do uczestnictwa
w Studiach Doktoranckich w Instytucie Matematycznym Uniwersytetu Wroctawskiego, ut-
worzytem grupe robocza w ramach ktorej powstawat jego Doktorat, ktérego jestem oficjal-
nym Promotorem.

6.2. Osiggniecia organizacyjne.

(1) 1981-1984 Bytem Przewodniczacym Kota Naukowego Matematykow Teoretykéw w Instytu-
cie Matematycznym Uniwersytetu Wroctawskiego.

(2) 1982-1984 Bylem Przewodniczacym Sekcji Zeglarskiej Uniwersytetu Wroctawskiego.

(3) 1990-1995 Bylem Przewodniczacym Kola NSZZ Solidarnosé przy Instytucie Matematy-
cznym Uniwersytetu Wroclawskiego.

(4) 2012-2016: Bylem Prodziekanem Wydzialu Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Wroctawskiego,
odpowiedzialnym za Dydaktyke Matematyki i Sprawy Socjalne.

(5) 2012-2016: Bylem czlonkiem Uczelnianej Komisji Rekrutacyjnej Uniwersytetu Wroctawskiego.

(6) 2016-2020: Bytem cztonkiem Uczelnianej Komisji Dyscyplinarnej dla Studentdw Uniwer-
sytetu Wroctawskiego.

(7) 2016-2020: Bylem czlonkiem Uczelnianej Komisji Dyscyplinarnej dla Nauczycieli Aka-
demickich Uniwersytetu Wroclawskiego.

(8) 2012-2016: Bylem Przewodniczacym Wydziatowej Komisji do Spraw Jako$ci Ksztatcenia
Wydziatu Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Wroctawskiego.
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1998-2003: Bylem cztonkiem Komitetéw Organizacyjnych 6 konferencji o nazwie Non-
commutative Harmonic Analysis Workshops, ktore odbywaty sie we Wroctawiu w Instytucie
Matematycznym Uniwersytetu Wroctawskiego. Byltem odpowiedzialny za sprawy finansowe
oraz zakwaterowanie i wyzywienie uczestnikow zagranicznych, gtéownie z Niemiec, Japonii,
takze z Francji i Austrii.

2004-obecnie: Bylem czlonkiem (nieformalnym Przewodniczacym) Komitetu Organiza-
cyjnego 12 Konferencji Non-commutative Harmonic Analysis and Non-commutative Prob-
ability Workshops, ktore odbywaly sie w Miedzynarodowym Centrum Konferencyjnym In-
stytutu Matematycznego PAN w Bedlewie, corocznie w latach 2004-2012, i co dwa lata w
okresie 2014-2018. W mojej gestii bylo: przygotowanie formalnych zaproszen dla uczest-
nikow zagranicznych (ktoérzy tego potrzebowali), wszelkie sprawy finansowe, przydziat zak-
waterowania i decyzje dotyczace dodatkowych wydarzen. Ponadto przygotowywalem nasze
aplikacje konferencyjne, ktore nastepnie prezentowatem na posiedzeniach Komisji w Cen-
trum Banacha TM PAN.

1990-obecnie: przygotowywalem wraz z Profesorem Markiem Bozejko, wszystkie nasze ap-

likacje grantowe (najpierw do MEN=Ministerstwa Edukacji Narodowej, potem KBN=Komitetu

Badan Naukowych i NCN=Narodowego Centrum Nauki), jak rowniez przygotowywalem
wszystkie raporty roczne i konicowe. W szczeg6lnosci uczestniczylem w planowaniu tresci
merytorycznych projektow, jak rowniez planowatem koszty i wydatki oraz opracowywatem
uzyskane wyniki do sprawozdan.

Bytem cztonkiem Komitetu Redakcyjnego publikacji w ramach Banach Center Publication
73 Quantum probability. Proceedings of the 25th QP Conference on Quantum Probability
and Related Topics held in Bedlewo, June 20-26, 200/

Bytem cztonkiem Komitetu Redakcyjnego publikacji w ramach Banach Center Publication
78 Non-commutative harmonic analysis with applications to probability. Papers from the
9th Workshop held in Bedlewo, September 29 — October 10, 2006.

We wspolpracy z Profesorami Markiem Bozejko (Instytut Matematyczny Uniwersytetu
Wroctawskiego = IM UWr) i Nobuaki Obata (Tohoku University, Sendai, Japonia) przy-
gotowatem aplikacje, raporty roczne i konicowe do wspolnego projektu Quantum probability
and infinite dimenstonal analysis, w ramach wspotpracy JSPS-PAN 2000-2002.

We wspolpracy z Profesorami Markiem Bozejko (IM UWr) i Michaelem Schiirmannem
(Universitdt Greifswald, Niemcy) przygotowalem aplikacje, raporty roczne i konicowe do
sieci EU Network Quantum probability with applications to physics, information theory and
biology, contract HPRN-CT-2002-00279.

We wspolpracy z Profesorami Markiem Bozejko (IM UWr) i Michaelem Schiirmannem
(Universitat Greifswald, Niemcy) przygotowalem aplikacje, raporty roczne i koricowe do
Wspdlnego Projektu Non-commutative harmonic analysis and quantum stochastic processes,
w ramach wspolpracy KBN-DAAD 2003-2004.

We wspolpracy z Profesorami Markiem Bozejko (IM UWr) i Quanhua Xu (Université de
Franche-Comté Besancon, Francja), przygotowalem aplikacje, raporty roczne i konicowe do
Wspdlnego Projektu Non-commutative harmonic analysis with applications to probability,
w ramach programu POLONIUM 2007-2008.

We wspolpracy z Profesorami Markiem Bozejko (IM UWr) i Ewa Damek (IM UWr),
bratem udzial w przygotowywaniu aplikacji, raportow rocznych i konicowego, z ramienia
grupy badawczej Analiza Harmoniczna wezta Uniwersytet Wroctawski w Projekcie Euro-
pean Commission Marie Curie Host Fellowship for the Transfer of Knowledge Harmonic
Analysis, Nonlinear Analysis and Probability, 2005-2009, MTKD-CT-2004-013389.

We wspotpracy z Profesorami Markiem Bozejko (IM UWr) i Nobuaki Obata (Tohoku Uni-
versity, Sendai, Japonia) przygotowalem aplikacje, raporty roczne i konicowe do wspolnego
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projektu 2008-2009 Non-commutative harmonic analysis on discrete structures with appli-
cations to probability, w ramach wspolpracy JSPS-PAN.

(20) We wspolpracy z Profesorami Markiem Bozejko (IM UWr) i Uwe Franzem (Université de
Franche-Comté Besancon, Francja), przygotowalem aplikacje do Wspolnego Projektu w
ramach programu POLONIUM 2013-2014.

(21) We wspotpracy z Profesorami Markiem Bozejko (IM UWr) i Eugene Lytvynovem (Swansea
University, Wielka Brytania), przygotowatem projekt umowy o wspolpracy Uniwersytetu
Wroctawskiego i Swansea University, w ramach Programu ERASMUS, 2014-2021.

(22) Bylem czlonkiem Komitetu Organizacyjnego Specjalnej Seski Naukowej z okazji 100-lecia
urodzin Profesora Stanistawa Hartmana, 6-7 czerwca 2014r.

(23) We wspolpracy z Profesorami Markiem Bozejko (IM UWr) i Vitonofrio Crismale z Univer-
sitd degli Studi di Bari, Wtochy, przygotowatem projekt mowy o wspotpracy Uniwersytetu
Wroctawskiego i Uniwersytetu w Bari w ramach programu ERASMUS, 2015-2021.

(24) We wspolpracy z Profesorami Markiem Bozejko (IM PAN) i Francesco Fidaleo (Universytet
Roma II), przygotowatem projekt wspotpracy wspotpracy Uniwersytetu Wroctawskiego i
Universita degli Studi di Roma “Tor Vergata” (Wtochy) w ramach programu ERASMUS
2019-2025.

(25) We wspolpracy z Profesorami Markiem Bozejko (IM PAN) i Franco Fagnola (Politecnico
di Milano, Wtochy) zorganizowatem Sesje “Noncommutative Harmonic Analysis, Noncom-
mutative Probability and Quantum Groups” na Wspolnej Konferencji Unione Matematica
[taliana (UMI), Societa Italiana di Matematica Applicata e Industriale (SIMAI) i Polskiego
Towarzystwa Matematycznego (PTM), Wroctaw, 17-20.09.2018r.

6.3. Osiagniecia popularyzujace nauke.

(1) 1987 Wyktady na Szkole dla studentéw matematyki w Instytucie Matematycznym Uniwer-
sytetu Wroctawskiego, Michatowice (Polska).

(2) 1992-1993 Prowadzitem specjalne lekcje 7z matematyki, w ramach opieki IM UWr, dla
uczniow klasy matematycznej w III Liceum Ogolnoksztalcacym we Wroctawiu.

(3) 28.03-1.04.2012r. wyglositem cykl odezytow pod tytulem Zwarte grupy kwantowe dla
studentow matematyki na Szkole ABSYNT w Bedlewie, zorganizowanej przez Profesora
Michata Wojciechowskiego z IM PAN.

(4) 15-26.04.2013 wyglositem cykl wyktadow Introduction to non-commutative probability dla
studentow studiow licencjackich, magisterskich i doktorskich w Department of Mathematics,
Swansea University, Swansea (Wielka Brytania), w ramach Programu ERASMUS.

(5) 7.06.2014 Wyglositem referat O réznych pojeciach niezaleznosci w probabilistyce na Sesji
Specjalnej z okazji 100-lecia urodzin Profesora Staniastawa Hartmana.

(6) 26-30.10.2015 wygtositem cykl wyktadow Independences and central limit theorems in non-
commutative probability dla studentow studiow licencjackich, magisterskich i doktorskich
w Department of Mathematics, Swansea University, Swansea (Wielka Brytania), w ramach
Programu ERASMUS.

(7) 10-17.06.2017 wyglositem cykl wyktadow Limit theorems in non-commutative probability
dla studentéw studiow licencjackich, magisterskich i doktorskich w Dipartimento di Matem-
atica, Universita degli Studi di Bari Aldo Moro, Bari (Wtochy)
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