Wyprowadzenie wzoru na pochodng logarytmu.

n

o0 X n
Definicja 1 Definiujemy funkcje E(z) := Z T na driedzinie Dp:={aeR: Z a—' jest zbiezny }.
n

Wykazaé po kolei nastepujace wlasnosci funkcji E. (uwaga:

n!’ !

tylko z tych wtasno$ci funkcji E, ktdére zostaly wykazane w punktach poprzednich.)

10.

11.

12.

13.

. Korzystajac z 3 uzasadni¢, ze E(—z) =

oo
. Korzystajac ze wzoru E(z) — 1 = z + 2 Z
n=2

. Wypisa¢ w jawnej postaci cztery pierwsze wyrazy szeregu definiujacego E(x). Korzystajac z kryterium

)
a
d’Alemberta wykazaé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej a szereg E - jest bezwzglednie zbiezny. Na
n!

n=0
tej podstawie wyznaczyé¢ Dg.

. Uzasadni¢, ze E(0) = 1 oraz ze E(x) > 0 dla kazdego = > 0.

. Korzystajac z twierdzenia Cauchyego o mnozeniu szeregow (zbieznych bezwzglednie):

(i a”) (i bn) = icn, gdzie ¢, = iakbnfk
n=0 n=0 n=0 =0

uzasadni¢ wlasnos¢ E(z +y) = E(z)E(y).

1
Bla) a nastepnie wywnioskowaé, ze takze E(x) > 0 dla
x
kazdego = < 0.

x?’L

pokazaé, ze dla x > 0 jest > 1.

—2 E(z)—-1
! x

n
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. Korzystajac z rownosci e = Z — uzasadnié, ze dla 0 < z < 1 jest Z ) <z Z i (e —2), a

n!

n=0 n=2 : n=2
stad
E(x)—1
E@ =1 14 ae—2).
x
o . . . . BE(x)-1 )
. Na podstawie 5 i 6 wywnioskowad, ze istnieje granica prawostronna hm+ ———— = 1. Korzystajac
z—0 x
.. 1 . s . . Ex)—-1
z wlasnodci F(—z) = —— pokazaé, ze takze istnieje granica lewostronna lim ——— = 1.
E(.%') z—0~ X

. Na podstawie definicji pochodnej funkcji w punkcie wywnioskowaé, ze E(x) jest rézniczkowalna w

20 =01z E'(0) = 1.

. Korzystajac z definicji pochodnej funkcji w punkcie i z wtasnosci 3, 7, 8 uzasadnié, ze funkcja E jest

rozniczkowalna (na calej dziedzinie Dg) i ze dla dowolnego x € Dg jest E'(x) = E(x).

Uzasadnié¢, ze E jest cigglta w calej dziedzinie. Pokazaé¢ nierownosé E(x) > 1+ x i korzystajac z niej
uzasadnié, ze lil_’il_l E(z) = 4o0.
T—1T00

1

Korzystajac z wlasnosci E(—x) = m pokaza¢, ze lim FE(x) = 0. Korzystajac z wlasnosci Darboux
T Tr——00

dla funkcji ciggtych wywnioskowaé, ze zbiorem wartosci funkcji £ sa wszystkie liczby dodatnie.

Na podstawie wlasnosci 2, 4, 319 uzasadni¢, ze E jest funkcjg $cisle rosnacg na catej swojej dziedzinie.

Wywnioskowaé stad, ze F jest odwracalna.

Niech L(x) oznacza funkcje odwrotna do E(z). Wyznaczy¢ dziedzine Dy, tej funkcji. Korzystajac z
twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej oraz z 9 uzasadnié, ze funkcja L jest rézniczkowalna na calej

swojej dziedzinie oraz ze L'(z) = —.
x

w kolejnych punktach mozna korzystac



