ANALIZA MATEMATYCZNA A2. KONWERSATORIUM 1.04.2014r.

W jaki sposdb powstaja wykresy funkcji trygonometrycznych?

Definicja 1 Funkcje trygonometryczne. Niech x € R bedzie rzeczywistq. Na okregu jednostkowym
U := {(a,b) € R? : a® + b = 1} wyznaczamy punkt P(z) € U, dla ktérego dtugosé tuku okregu jest réwna
||, liczge od punktu P(0) := (1,0) € U do punktu P(x):

1.

2.

przeciwnie do ruchu wskazowek zegara, jesli x > 0,

zgodnie z ruchem wskazowek zegara, jesli x < 0.

Definiujemy funkcje S(x) oraz C(x) jako wspdirzedne kartezjanskie tego punktu: P(x) := (C(z), S(z)).

10.

11.

12.
13.
14.

15.

. Zaznaczy¢ na okregu U punkty P(0

), P(%), P(r), P(3%) oraz P(2r). Podaé ich wspohrzedne a nastep-
nie wyznaczy¢ wartosci S(z) oraz C(z) dla z € {0, %, m, 3T, 27}
. Zaznaczy¢ na okregu U punkty P(7), P(—% , P(%), P(—2F). Poda¢ ich wspolrzedne a nastepnie
wyznaczy¢ wartosci S(x) oraz C(z) dla z € {—7%, 7, %’r, —2{}

. Korzystajac z nier6wnosci 3.1 < 7 < 3.2 pokazaé¢, gdzie na okregu jednostkowym lezy punkt P(12),

ktory definiuje liczby C(12) 1 S(12). Zbadaé, czy prawdziwa jest nier6wnosé S(12) > 0.

. Korzystajac z nier6wnosci 3,1 < 7 < 3,2 pokazac, gdzie na okregu jednostkowym lezy punkt P(—10),

ktory definiuje liczby C(—10) i S(—10). Zbadaé, czy prawdziwa jest nieréwnosé C'(—10) > 0.

Korzystajac ze wzoru na obwdd okregu uzasadnié¢, ze dla dowolnej liczby x punkty P(x) oraz P(x+2m)
sa rowne: P(z) = P(x 4 27). Wywnioskowa¢ stad, ze funkcje S(z) i C'(x) sa okresowe o okresie 2.

Korzystajac z mozliwosci jednoznacznego przedstawienia dowolnej liczby rzeczywistej © w postaci © =
n +r, gdzie n := [x]—czes¢ caltkowita, r := = — [z] € [0,1), pokaza¢, ze dla = € R istnieje n € Z oraz
xo € [0,27) takie, ze x = 2mn + xo. Na tej podstawie pokazaé, ze maksymalne dziedziny Dg oraz D¢
obu funkcji sa réwne R.

Na podstawie definicji uzasadnié¢, ze S(z)? + C(z)? = 1 dla dowolnej liczby x € R.

. Uzasadnié¢, ze dla dowolnej liczby x jest S(—z) = —S(x) (czyli S(x) jest funkcja nieparzystq) oraz

C(—z) = C(z) (czyli C(z) jest funkcja parzystaq).

. Poréwnujac wspotrzedne punktow P(z), P(r + §) oraz P(x + m) wywnioskowaé, Ze dla dowolne;

liczby 2 € [0, 5] zachodzg wzory: S(z + §) = C(x), S(x +7) = =S(z), C(x + §) = —S(x) oraz

Clx+m) = —C(x).

Na podstawie definicji funkcji S(z) wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste = dla ktorych S(z) = 0.
Uzasadnié, ze tworza one ciag arytmetyczny. Uzasadnié, ze jest wérdd nich nieskoriczenie wiele liczb
ujemnych oraz nieskoriczenie wiele liczb dodatnich.

Na podstawie definicji funkeji C'(x) wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste = dla ktorych C(x) = —1.
Uzasadnié, ze tworza one ciag arytmetyczny. Uzasadnié, ze jest wsrod nich nieskoriczenie wiele liczb
ujemnych oraz nieskoriczenie wiele liczb dodatnich.

Wyznaczy¢ liczby rzeczywiste « ktore spelniaja warunek S(z) > 0 oraz te, dla ktorych S(x) < 0
Wyznaczy¢ liczby rzeczywiste x ktore speliaja warunek C(z) > 0 oraz te, dla ktorych C'(z) < 0

Korzystajac z nieréwnosci 0 < S(z) < z dla 0 <z < 5 i 7 pokazac, ze 1 — 2? < C(z)? < 1.

Na podstawie 14 wywnioskowa¢, ze lim C(z)? = 1. Poniewaz dla 0 < 2 < I jest C(z) > 0,
z—07F
wywnioskowac dalej, ze lim C(x) = 1. Z parzystosci C(x) wywnioskowaé, ze takze lim C(x) =1, a
z—0F z—0~

stad ciagtosé C'(z) w x = 0, czyli hrr(l) C(z)=1=C(0).



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.
25.
26.

27.

28.

29.

30.
31.

[Inny sposob pokazania cigglosci C(z).| Dla 0 < z < § rowazy¢ trojkat A(ABD) o wierzchotkach
A= (1,0), B=P(x), D = (C(x),0). Porownaé¢ dtugosé¢ tuku z i dtugosc ¢ cieciwy ltaczacej punkty B
i D. Uzywajac nieréwnosci trojkata pokazaé, ze 1 — C(x) <t < z, astad 1 —z < C(x).

Na podstawie 16 wywnioskowaé¢, ze lim C(x) = 1. Dalej, podobnie jak w 15, uzasadni¢, ze C'(0) =

z—0t
1 = lim C(z).
r—0

S
Korzystajac z (udowodnionej) nieréwnosci S(x) < x < (z)

C(z)
prawostronna lim ——= = 1. Nastepnie, korzystajac z 8 pokazaé, ze istnieje granica lewostronna

r—0t T
S
lim ﬂ = 1. Na tej podstawie, korzystajac z definicji pochodnej funkcji w punkcie uzasadnié, ze
z—0- T
funkcja S(x) jest rozniczkowalna w z = 0 oraz ze S’(0) = 1.

dla 0 < z < § pokazad, ze istnieje granica

Korzystajac ze wzoru S(z +y) = S(x)C(y) + C(z)S(y) (ktérego nie trzeba dowodzi¢) oraz z definicji
pochodnej funkcji w punkcie uzasadnié, ze S jest rézniczkowalna w dowolnym punkcie € R. Pokazad,

ze S'(x) = C(x).

Korzystajac z 13 1 20 oraz definicji funkcji C(x) wyznaczy¢é przedziaty, na ktorych funkcja S(z) $cisle
rosnie, i takie, na ktorych scisle maleje.

Korzystajac ze wzoru C(x) = S(x + §) pokazac, ze C'(x) = —S(x).

Korzystajac z 12 i 22 oraz definicji funkcji S(x) wyznaczy¢ przedzialy, na ktorych funkcja C(z) $cisle
rosnie, i takie, na ktorych scisle maleje.

Wyznaczyé ekstrema lokalne funkcji S(x), pokazujac na okregu U

(a) ktore punkty sa stacjonarne dla S, czyli spelniaja warunek S’(z) = C(z) = 0,

(b) w jaki sposob pierwsza pochodna S’(x) = C(z) zmienia w nich znak.
Na tej podstawie okresli¢ rodzaj tych ekstremow oraz obliczy¢ wartosci ekstremalne funkeji S(x).
Na podstawie 20 i 22 uzasadni¢ wzory na drugie pochodne: S”(z) = —S(x) oraz C"(z) = —C(z).
Na podstawie 12 i 25 wyznaczy¢ przedzialy wypuklosci funkeji S(x) oraz okresli¢ ich rodzaj.

Wyznaczy¢ punkty przegiecia wykresu funkeji S(z), pokazujac na okregu U w jaki sposob druga
pochodna S”(x) zmienia w nich znak - wykorzystujac 25.

Narysowaé prosta, ktora bedzie styczna do wykresu S(z) w = 0 oraz sieczna taczaca punkty wykresu

(0,5(0)) oraz (%,5(%)). Korzystajac z nieréwnosci 22 < S(z) < x (ktéra udowodnilem) oraz z

wypuklosci w gore funkeji S(x) na przedziale [0, 7] naszkicowaé fragment wykresu S(z) na przedziale
[0, 3.
Korzystajac z wtasnosci S(x — ) = —S5(z) pokazac, ze dla dowolnej liczby y jest S(§ —y) = S(§ +y).

Opisa¢ co geometrycznie oznacza przeksztalcenie § —y+— § +y dlay € R:

(a) jaki jest punkt staly tego przeksztatcenia?
(b) jaki jest srodek odcinka taczacego punkt z jego obrazem, czyli odcicnka [a — vy, a + y|?

Na tej podstawie okredli¢ jakiego rodzaju jest to symetria. Wykorzystaé to do naszkicowania wykresu
S(z) na przedziale 7, 7].
Korzystajac z nieparzystosci funkcji S(z) dorysowaé czes¢ wykresu na przedziale [—m, 0].

Korzystajac z okresowosci funkeji S(x) przedtuzy¢ otrzymany wykres na pozostala czesé osi liczbowej.




