Jarostaw Wroblewski Analiza Matematyczna A2, 2009/10

Cwiczenia 3.03.2010 - oméwienie zadan 1-4 z egzaminu poprawkowego.

Konwersatorium 3.03.2010 - oméwienie zadan 5-8 z egzaminu poprawkowego.

Cwiczenia 4.03.2010 (zad. 445-473) Kolokwium nr 1, 10.03.2010 (do zad. 473)
Cwiczenia 11.03.2010 (zad. 474-499) Kolokwium nr 2, 17.03.2010 (do zad. 503)
Cwiczenia 18.03.2010 (zad. 504-534) Kolokwium nr 3, 24.03.2010 (do zad. 538)
Cwiczenia 25.03.2010 (zad. 539-575) Kolokwium nr 4, 31.03.2010 (do zad. 579)

1. Pochodna funkcji.
Twierdzenie Rolle’a i twierdzenie Lagrange’a.

445. Niech f(z)= V22, Korzystajac z definicji pochodnej obliczy¢ 1'(8).
446. Niech f(x)=x°. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzér na f'(x).

447. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzér na pochodng funkeji

448. Chcemy zaokragli¢ modutowi dziobek. Niech n bedzie liczba naturalna. Dobraé

takie a, b, ¢ zalezne od n, aby funkcja
|| dla |z|>1/n

folz) =
ar’+br+c dla |z[<1/n

byta rézniczkowalna. Obliczyé¢ f). Naszkicowaé¢ wykres funkcji f,, oraz wykres jej po-

chodne;j.

Zadania 449-496 to zadania do samodzielnego rozwiazania. Na ¢wiczeniach beda
rozwigzane tylko zadania sprawiajace ktopoty.

Obliczy¢ pochodng funkcji zmiennej x o podanym wzorze. Poda¢, w jakim zbiorze
istnieje pochodna.

Wskazowka: AP = B4,

Uwaga: {z} oznacza czes¢ utamkows liczby .

1 1—a3
33 5 20
449. 3z°° —bz+1 450. (\/E—kl) (\/5—1) 451. 55 452. (z°+1)

1
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r—1 241

456. (142z)*°
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457. (> 458. ———— 459, 2773 460. £10° 461. —
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Lista 10 - 38 - Strony 38-46



Jarostaw Wroblewski Analiza Matematyczna A2, 2009/10

X

467. ¢ 468. Inlnx  469. log,o(x—1) 470. 10**7* 471. 2%

472. log,|logs(logsz)|  473. V™  474. 2%  475. 2%  476. zV°
10
477. (Inz)®  478. ¢ “Inz  479. (\/E+\/_> 480. z° (2% —8)'/3
X

2

1 1 v
481, >3 (:1:2—33+) 482. In 483. 484. |z|?
2 142 et +e
485. sgn(z) 486. 0dlaz<0, 2> dlaz>0 487. ¢ 7 488, \/Vi+a22-1
10
489. {2} 490. rdlaz<0,22dlaz>0 491. sgn(a® —2%) 492.
r—e

493. " dlaz<0,1+xdlaz>0 494. 2"+e* 495. (z4¢)° 496. ¢°

497. Dla danych roznych liczb rzeczywistych a i b oraz zbioru Z C R chcemy formalnie
zapisa¢ warunek, ze istnieje w zbiorze Z liczba (ostro) miedzy a i b, nie wiemy jednak

z gory, ktora z liczb a, b jest wieksza. Ktore z podanych warunkéw sg do tego celu

odpowiednie?
(&) CEEIZ a<c<b
() 3 a<c<bAb<c<a
ceZ
Q) 3 a<e<bVb<c<a
cEZ
(W) 3 ac+b(l-c)e”Z
c€(0,1)
(dodh) ;IO ac+b(l—c)e”Z
(O0) 3 beta(l—c)e”
c€[0,1]
(©Q) 3 a+(b—a)ceZ
ce(0,1)
(D) 3 a+(a—b)ceZ
c€(0,1)
(Bdd) 3 e
(OO0) 3 5.0
c—a
(09) CGHZ b—a (0.1)
(AAS) 5 bmeo

ceZ\{a} C—Q
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498. Przyporzadkowa¢ nastepujacym twierdzeniom podane nizej warunki oraz po-

wiedzie¢, co méwi warunek nieprzyporzadkowany zadnemu twierdzeniu.

(i) Wtasno$é Darboux funkcji cigglych: Jezeli funkcja f jest ciagta na przedziale
[a,b], to

(ii) Wlasno$é Darboux pochodnej funkcji: Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna na
przedziale [a,b], przy czym w punktach a i b istnieja odpowiednie pochodne jednostronne,
to

(iii) Twierdzenie Rolle’a: Jezeli funkcja f jest ciagta na przedziale [a,b] i rézniczko-
walna na przedziale (a,b), a ponadto f(a)= f(b), to

(iv) Twierdzenie Lagrange’a (o wartosci $redniej rachunku rézniczkowego):

Jezeli funkcja f jest ciagla na przedziale [a,b] i r6zniczkowalna na przedziale (a,b), to

(4b) oD e flattb—a)) = f'(a)+s(f(b) - f'(a))
(5<) edy fb)=fla)+(b—a)f'(a+t(b—a))
(69) A fla+t(b—a)) = f(a)+s(f(b) = f(a))
(70) By s fla+t(b—a)) = f(a)+s(f(b) = f(a))
(7H) teal) f(a+t(b—a))=0

W nastepujacym zadaniu wykorzysta¢ twierdzenie Lagrange’a oraz wtasnos¢ Darboux

funkeji ciaglych (przypomnienie: funkcja rézniczkowalna jest ciagla).

499. Funkcje f1, fo, f3, ..., fi2 sa okreslone i rézniczkowalne na catej prostej rzeczy-

wistej, a ich pochodne sa ciaglte. Ponadto

hB3)=1, f(5)=2,
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Jo(=1)=0, fo(1)=100, fy(3)=40,

ﬁd) =5, fu(l1)=5, ¥ 0< fiy(x)<2,
fu(0)=0, fu(100)=0, v —1<f(z) <2,
f12(—100) = —100, fu(loox):mo, v —100 < fiy(z) < 100.

A) Dowiesé, ze dla co najmniej trzech funkcji f; zachodzi warunek
v fi(2)#0
B) Dowiesé, ze dla co najmniej dwéch funkeji f; zachodzi warunek
3 fil)=—
C) Dowiesé, ze dla co najmniej siedmiu funkeji f; zachodzi warunek
fi(0) #1
D) Dowies¢, ze dla co najmniej czterech funkcji f; zachodzi warunek
£(99) >0
E) Dowiesé, ze dla co najmniej dwoch funkeji f; zachodzi warunek
3 file)=
F) Dowiesé, ze dla co najmniej jednej funkeji f; zachodzi warunek
3 filo)=

G) Dowiesé, ze dla co najmniej trzech funkcji f; zachodzi warunek

3 fil0=

H) Dowies¢, ze dla co najmniej siedmiu funkcji f; zachodzi warunek
fi(1) #8
I) Dowiesdé, ze dla co najmniej czterech funkeji f; zachodzi warunek
%I file)=13
J) Dowiesé, ze dla co najmniej jednej funkcji f; zachodzi warunek
C;Jd file)=fi(d) =7
K) Dowiesé, ze dla co najmniej dziewieciu funkcji f; zachodzi warunek

3 Q) =£i(d)
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Konwersatorium 10.03.2010.

500. Wyprowadzi¢ wzoér na pochodna funkcji

)= T+costzr —cos?z

Doprowadzi¢ wzor na pochodng do mozliwie najprostszej postaci.

7+sintx —sin’x

501. Poda¢ (z wyprowadzeniem i uzasadnieniem poprawnosci) przyktad takiego wielo-
mianu W (z) stopnia trzeciego o wspétezynnikach catkowitych, ze funkcja f(z) =W ({x})

jest rézniczkowalna.

502. Na potrzeby tego zadania funkcje f nazwiemy pikorézniczkowalng w punkcie
X, jezeli istnieje granica

_ S @ot+h) = f(xo)
fﬁ(xo)_}llli% 0 3 07

ktora to granice nazywacé bedziemy pikopochodng funkcji f w punkcie x.

Obliczy¢ pikopochodng funkcji f okreslonej wzorem
f(z)=2+32°

we wszystkich punktach jej pikorézniczkowalnosci.

503. Niech L 9ot 2
—k:zce—?)—e dla z#0
flz)= z :
A dla z=0

Dla ktorej wartosci parametru A istnieje f/(0) i ile jest réwna?

2. Pochodna funkcji - zastosowania.
Znajdowanie najmniejszej i najwiekszej
wartosci funkcji na przedziale domknietym.
Regula de ’Hospitala.

504. Rozwazamy graniastostupy prawidtowe o podstawie trojkatnej i objetosci 1.

Ktoéry z nich ma najmniejsze pole powierzchni catkowitej?

505. Potrzebna jest kadZ w ksztalcie walca, otwarta u gory, ktérej dno i bok wykonane
sa z tego samego materiatu. Kadz ma mie¢ pojemnosé¢ 257 hektolitrow. Jaki powinien
by¢ stosunek srednicy dna do wysokosci kadzi, aby do jej wykonania potrzeba byto jak

najmniej materiatu?
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Znalez¢ najmniejszg i najwiekszg wartos¢ funkcji okreslonej podanym wzorem w po-
danym przedziale
506. 22 +2r+21, [-2,7] 507. |2 —1]|+3z , [-2,2]
508. |z+1|+2? , [-10,10] 509. |10z —1|+23 , [0,1]
510. Inz — & , [1,e’] 511. [sinz|[+% , [0,27]

512. zY/* [ [2,4] 513. 3sinz+sindx , [0,27]

Obliczy¢ granice

1 s .et—e "
514. lim — — — 515. lim x 516. lim —
z—0x sSInx T—00 z—0 SInx
. 2cost—x%—2 , . . Inz
517. im——— 518. lim ze 519. lim —
z—0 gsinz — 22 z—00 z—0o
r_q e __ I
520. lim & 521. lm S~ C 522, lim— ©
z—0 z—0 €T z—0 2
| lnx — 1 Inl
523. lim —— 524, lim—— 211 525 lim
z—lgp—1 r—1 (m_ 1)2 T—er —e
4 T _ 4
526. lim — 527, lim~
r—00 ¥ T—2 1 —
2
|
¢ dla 40

528. Niech f(r)={ cosz—1
A dla =0
Dla ktérego A istnieje f'(0) i ile wynosi?

ZE2—7T2

529. Niech f(x)= sinx
Ay, dla z=kr, kezZ
Dla ktorych Ay (k €7Z) istnieja f'(kn) i ile wynosza?

dla =& {kmkeZ}

sinz—1
530. Niech f(x)= cos?x
Ap dla z=kr+%, k€L

dla z¢{kn+ 7k cZ}

Dla ktérych A (k€ Z) istnieja f'(km+7) i ile wynosza?

x(r—1)(r—2)(z—3)
531. Niech f(z)= sin(mz)
z® —2x dla z€Z

dla z¢7Z

Obliczy¢ f'(x) dla tych x € Z, dla ktorych istnieje.
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532. Niech f(z)=

Obliczy¢ f/(0).

533. Niech f(x)=

Analiza Matematyczna A2, 2009/10

Tx

dla x#0
1 dla =0

cos(mz)+1
sin(mx)

dla z¢7

-z dla z€Z

Obliczy¢ f'(x) dla tych x € Z, dla ktorych istnieje.

534. Niech

Dla ktorego A istnieje f'(0) i ile wynosi?

Konwersatorium

3z __ 9,z
I e
f(z)= T
A dla
17.03.2010.

535. Niech T bedzie zbiorem wszystkich funkcji rézniczkowalnych f:R — R spelnia-

jacych warunki

fB)=T1

2< f(z) <3 dlakazdego x€R.

W kazdym z zadan A-F podaj odpowiedni kres zbioru.

Za podanie poprawnych odpowiedzi w n zadaniach otrzymasz max(0, n—1) punktéw.

cosup{f(6): fET =i,

. inf{f(5): feT}

- sup{f(9)—f(4):
- mf{f(7) - f(0):

536. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwiekszg wartos¢ funkceji

374

Lista 10

A
B
C. sup{f(2): FETI =
D
E
F

1
f($)=$2+w—\/9€2+x+1

21
na przedziale [— } oraz poda¢, w ktorych punktach te wartosci sg osiggane.
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537. Wyznaczy¢ najmniejszg i najwieksza wartosé¢ funkeji

flx)=2—4yz+Inz

na przedziale B, 2] oraz poda¢, w ktorych punktach te wartosci sg osiggane.
538. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkceji
flx)=-3x+ <£B2 —6:c—|—9)3/2

na przedziale [1, 5] oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

3. Pochodne wyzszego rzedu.
Wzér Taylora.
Wypuktosé funkcji.
Obliczy¢ pochodng rzedu 3 funkcji zmiennej x danej wzorem

542. °lnx  543. 27!

539. (r+1)° 540. 2°—42°+4 541.
— T

544. cosz  545. (z2+1)° 546. ¢ 547. In(z?) 548. (z—7)%

Wyprowadzi¢ wzor na pochodna rzedu n funkcji zmiennej z danej wzorem

11—z

549. In(z'°)  550. zlnz  551. /= 552. 2’sinz  553. . 554. xe”

+x

1
555. sinbx  556. ' 557. ¢** 558. x+— 559. 2% 560. sin’x
T

561. Dowiesé, ze (f(x)g(x))™ = i (Z)f(k) (x)g™ P (x) .
k=0

Obliczy¢ przyblizone wartosci nastepujacych liczb korzystajac z trzech wyrazéw (ze-
rowego, pierwszego i drugiego) odpowiednio dobranego szeregu Taylora. Oszacowaé btad

przyblizenia na podstawie wzoru Taylora.

562. V24 563. /e 564. V126 565. V126

566. Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu Maclaurina funkeji

flx)=vz+2.

567. Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu Maclaurina funkeji

f)=—.

568. Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu Maclaurina funkcji
f(z)=In(x+e).
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569. Zbada¢, w jakim przedziale jest zbiezny szereg
Z $2n
n=0
i poda¢ wzor na jego sume w tym przedziale.
Zmnalez¢ punkty przegiecia i przedziaty wypuktosci funkeji danych wzorami:
570. 23 +22%+3x+4 571, 28—2>+Te—15 572. e

573. sin'z  574. /xr—Inx 575. 2*+ Yo
Konwersatorium 24.03.2010.

2

576. Wyprowadzi¢ wzoér na pochodna rzedu 2010 funkcji
f(z)=e"sin (x\/g) :
Otrzymany wzor powinien mie¢ prosta postacé, nie zawierajacg zadnego ze znakow 7>,
7 _|_77 , 2 _77 .

577. Niech

62:2 — e

fz) =

dla z#0

A dla =0
a) Dla ktorej wartosci parametru A istnieje f/(0) i ile jest réwna?

b) Dla tej samej wartosci parametru A wyznaczy¢ f”(0).

578. Funkcja f: (0, +00) — R jest dwukrotnie rézniczkowalna oraz spelnia warunki
f()=f(2)=0

1
f(r)=— dlakazdego x€(0,+00).
T

Wyznaczyé f(4).

579. Niech T bedzie zbiorem wszystkich funkcji rézniczkowalnych f:R — R spelnia-
jacych warunki

f(0)=f(0)=1
1< f"(r) <2 dlakazdego z€R.

Dobra¢ odpowiednie liczby C, D, a nastepnie:
a) Dowies¢, ze dla dowolnej funkeji f € T zachodzi nieréwnosé

C<f1)<D.

b) Wskazacé takie funkcje f1,f2 €T, ze
h)=C,  fo(1)=D.
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