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GRANICE I CIA
‘
G LOŚĆ FUNKCJI DWÓCH ZMIENNYCH.

• Definicja. lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = c jeśli

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀(x, y) ∈ Df (
√

(x− a)2 + (y − b)2 < δ)⇒ (|f(x, y)− c| < ε).

• Dla wspó lrze
‘
dnych biegunowych: jeśli f(r cos t, r sin t) = ϕ(r) · g(t) jest funkcja

‘
rozdzielonych

zmiennych biegunowych i funkcja g jest ograniczona, czyli |g(t)| ≤M dla t ∈ [0, 2π), to warunek
lim
r→0

ϕ(r) = 0 implikuje zbieżność lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

1. Obliczyć naste
‘
puja

‘
ce granice funkcji:

1) lim
(x,y)→(2,4)

(x− y + 2) 2) lim
(x,y)→(1,−2)

(2x2 − 3xy + y2) 3) lim
(x,y)→(0,0)

sinxy

xy

4) lim
(x,y)→(−1,1)

x2 + 4xy + 4y2

1 + y
5) lim

(x,y)→(0,1)

sinxy

y
6) lim

(x,y)→(0,0)

xy√
x2 + y2

7) lim
(x,y)→(0,0)

xy
x2 − y2√
x2 + y2

8) lim
(x,y)→(1,0)

x2 − xy + 1

x2 + y2

2. Zbadać istnienie naste
‘
puja

‘
cych granic. Obliczyć granice tam gdzie istnieja

‘
.

1) lim
(x,y)→(0,0)

x2

x2 + y2
2) lim

(x,y)→(0,0)

2x2 + y2

x2 + y2
3) lim

(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2

4) lim
(x,y)→(0,0)

xy

x4 + y4
5) lim

(x,y)→(3,3)

ln y − ln 3

x− 3
6) lim

(x,y)→(3,3)
(x− 3)(ln y − ln 3)

7) lim
(x,y)→(0,0)

ey−x
2

8) lim
(x,y)→(0,0)

e
y

x2 9) lim
(x,y)→(0,0)

xy ln(x2 + y2)

3. Uzasadnić, że nie istnieja
‘
naste

‘
puja

‘
ce granice:

1) lim
(x,y)→(0,0)

y

x
2) lim

(x,y)→(0,0)

x+ y

x2 + y2
3) lim

(x,y)→(0,0)

x2 − y2

x2 + y2

4) lim
(x,y)→(0,0)

xy

x+ y
5) lim

(x,y)→(1,1)

x+ y

x2 − y2
6) lim

(x,y)→(0,0)

x2 + y2

x4 − y4

4. Wyznaczyć punkty cia
‘
g lości oraz punkty niecia

‘
g lości naste

‘
puja

‘
cych funkcji

(sgn(x) :=
|x|
x

dla x 6= 0 oraz sgn(0) := 0, natomiast [x] oznacza cze
‘
ść ca lkowita

‘
x).

1) f(x, y) = sgn(x+ y) 2) f(x, y) = sgn(x) + sgn(y) 3) f(x, y) = [x] + [y]

4) f(x, y) =

{
x2 − y2 dla x ≥ y
x− y dla x < y

5) f(x, y) =

{
exy−1

y
dla y 6= 0

x dla y = 0

5. Wyznaczyć punkty cia
‘
g lości oraz punkty niecia

‘
g lości naste

‘
puja

‘
cych funkcji w zależności od

parametru c ∈ R

1) f(x, y) =

{
|x|+ |y| dla x2 + y2 ≤ 1

c dla x2 + y2 > 1
2) f(x, y) =

{
x2 + y2 dla |x|+ |y| ≤ 1

c dla |x|+ |y| > 1

6. Zbadać dla jakich wartości parametru c ∈ R podana funkcja jest cia
‘
g la na dziedzinie Df .

1) f(x, y) =

{
sin(x2+y2)

x2+y2
dla (x, y) 6= (0, 0)

|c| dla (x, y) = (0, 0)
2) f(x, y) =

{
sin(x2y2)
x2+y2

dla (x, y) 6= (0, 0)

|c| dla (x, y) = (0, 0)

3) f(x, y) =

{
tg(x2y2)
x2+y2

dla (x, y) 6= (0, 0)

|c| dla (x, y) = (0, 0)
4) f(x, y) =

{
x2y2

x2+y2
dla (x, y) 6= (0, 0)

|c| dla (x, y) = (0, 0)


