
ANALIZA MATEMATYCZNA 3.
LISTA ZADAŃ NR 4

PROSTA STYCZNA I P LASZCZYZNA STYCZNA.

• Prosta L(p0) styczna do poziomicy P (c) ⊂ R2 funkcji dwóch zmiennych f(x, y) w punkcie
p0 = (x0, y0) ∈ P (c) jest określona wzorem

L(p0) := {(x, y) ∈ R2 :
∂f

∂x
(p0) · (x− x0) +

∂f

∂y
(p0) · (y − y0) = 0}. (0.1)

1. Wyznaczyć odpowiednia
‘
poziomice

‘
P (c), na której leży podany punkt p0, a naste

‘
pnie, korzystaja

‘
c

ze wzoru (0.1), wyznaczyć wzorem prosta
‘
L(p0) (styczna

‘
do P (c) w punkcie p0) w naste

‘
puja

‘
cych

przyk ladach:

1) f(x, y) =
√
xy p0 = (2, 4)

2) f(x, y) = cosxy p0 = (π
3
, 2)

3) f(x, y) = lnxy p0 = (1, 3)
4) f(x, y) = ln(x2 + y2) p0 = (−2, 2)

5) f(x, y) =
√

3 + x2 + y2 p0 = (2, 3)

6) f(x, y) =
√

16− x2 − y2 p0 = (2,−1)

7) f(x, y) =
1√

x2 + y2
p0 = (3, 4)

8) f(x, y) = sin
√
x2 + y2 p0 = (3π

2
, 2π)

9) f(x, y) = x2y3 p0 = (−1,−1)
10) f(x, y) = x2 − y3 p0 = (−3, 2)

• P laszczyzna T (p0) styczna do poziomicy P (c) ⊂ R3 funkcji trzech zmiennych f(x, y, z) w
punkcie p0 = (x0, y0, z0) ∈ P (c) jest określona wzorem

T (p0) := {(x, y, z) ∈ R3 :
∂f

∂x
(p0) · (x− x0) +

∂f

∂y
(p0) · (y − y0) +

∂f

∂z
(p0) · (z − z0) = 0}. (0.2)

2. Wyznaczyć odpowiednia
‘

poziomice
‘
P (c) ⊂ R3, na której leży podany punkt p0, a naste

‘
pnie,

korzystaja
‘
c ze wzoru (0.2), wyznaczyć wzorem p laszczyzne

‘
T (p0) (styczna

‘
do P (c) w punkcie

p0) w naste
‘
puja

‘
cych przyk ladach:

1) f(x, y, z) = z
√
xy p0 = (2, 4, 2)

2) f(x, y, z) = z cosxy p0 = (π
3
, 2, 3)

3) f(x, y, z) = z lnxy p0 = (1, 3,−1)
4) f(x, y, z) = ln(x2 + y2 + z2) p0 = (−2, 2,−1)

5) f(x, y, z) = z
√

3 + x2 + y2 p0 = (2, 3,−1)

6) f(x, y, z) =
√

16− x2 − y2 − z2 p0 = (2,−1,−2)

7) f(x, y, z) =
z√

x2 + y2
p0 = (3, 4,−2)

8) f(x, y, z) = sin
√
x2 + y2 − z2 p0 = (3π, 4π,−π)

9) f(x, y, z) = x2y3z4 p0 = (−1, 1, 2)
10) f(x, y, z) = x2 − y3 + z4 p0 = (−3, 2,−2)



• P laszczyzna Tf (q0) styczna do wykresu

G(f) := {(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ Df , z = f(x, y)}

funkcji dwóch zmiennych f(x, y), w punkcie q0 = (p0, z0) = (x0, y0, z0) ∈ G(f) ⊂ R3, gdzie
p0 = (x0, y0) ∈ Df oraz z0 = f(x0, y0), jest określona wzorem

Tf (q0) := {(x, y, z) ∈ R3 : z − z0 =
∂f

∂x
(p0) · (x− x0) +

∂f

∂y
(p0) · (y − y0)}. (0.3)

3. W poniższych przyk ladach wyznaczyć maksymalna
‘
dziedzine

‘
Df podanej funkcji f(x, y). Naste

‘
pnie,

korzystaja
‘
c ze wzoru (0.3) wyznaczyć p laszczyzne

‘
Tf (q0), styczna

‘
do wykresu podanej funkcji

f(x, y) w punkcie q0 = (x0, y0, z0), dla podanego punktu p0 = (x0, y0) (sprawdzić, czy p0 ∈ Df?)
i z0 = f(x0, y0), w naste

‘
puja

‘
cych przyk ladach:

1) f(x, y) =
√
xy p0 = (2, 4)

2) f(x, y) = cosxy p0 = (π
3
, 2)

3) f(x, y) = lnxy p0 = (1, 3)
4) f(x, y) = ln(x2 + y2) p0 = (−2, 2)

5) f(x, y) =
√

3 + x2 + y2 p0 = (2, 3)

6) f(x, y) =
√

16− x2 − y2 p0 = (2,−1)

7) f(x, y) =
1√

x2 + y2
p0 = (3, 4)

8) f(x, y) = sin
√
x2 + y2 p0 = (3π

2
, 2π)

9) f(x, y) = x2y3 p0 = (−1,−1)
10) f(x, y) = x2 − y3 p0 = (−3, 2)

4. Znaleźć d lugość odcinka prostej {(2, 3, z) : z ∈ R} zawartego mie
‘
dzy powierzchnia

‘
z = x2 + y2

i p laszczyzna
‘
styczna

‘
do tej powierzchni w punkcie (1, 1, 2).

5. Wyznaczyć p laszczyzne
‘

zawieraja
‘
ca

‘
punkty A = (5, 0, 0) i B = (0, 8, 0) styczna

‘
do powierzchni

a) z =
√

4− x2 − y2 b) z = 4− x2 − y2 c) z =
√

4 + x2 + y2 d) z = x2

6. Przybliżaja
‘
c wartości funkcji f(x, y) w pobliżu punktu (x0, y0) ∈ Df punktami p laszczyzny

T (x0, y0) stycznej do wykresu f w tym punkcie otrzymamy wzór

f(x, y) ≈ f(x0, y0) +
∂f

∂x
(x0, y0) · (x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0) · (y − y0).

Korzystaja
‘
c z tego wzoru obliczyć w sposób przybliżony wyrażenia:

(1) 2, 01357 · 1, 00245, (2) 3, 0012 · 1, 0010 (3) 5, 00454 · 2, 0013

(4)
3, 00053

2, 00103
(5)

1, 0031

2, 00201
(6)

2, 00015

2, 00203
.


