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POCHODNE CZA
‘
STKOWE WYŻSZYCH RZE

‘
DÓW I OBLICZENIA PRZYBLIŻONE

1. Obliczyć pochodne cza
‘
stkowe rze

‘
du 1, czyli ∂

∂x
f(x, y), ∂

∂y
f(x, y) oraz rze

‘
du 2, czyli ∂2

∂x2f(x, y),
∂2

∂y2
f(x, y), ∂2

∂x∂y
f(x, y) i ∂2

∂y∂x
f(x, y) podanych funkcji, sprawdzaja

‘
c czy jest równość ∂2

∂x∂y
f(x, y) =

∂2

∂y∂x
f(x, y) :

1) f(x, y) =
√
xy 2) f(x, y) = cosxy 3) f(x, y) = lnxy

4) f(x, y) = ln(x2 + y2) 5) f(x, y) =
√

1 + x2 + y2 6) f(x, y) =
√

16− x2 − y2

7) f(x, y) =
1√

x2 + y2
8) f(x, y) = sin

√
x2 + y2 9) f(x, y) = x2y3

2. Obliczyć pochodne cza
‘
stkowe rze

‘
du 1 i 2 dla funkcji:

1) f(x, y) =

{
x3+y3

x2+y2
dla (x, y) 6= (0, 0)

0 dla (x, y) = (0, 0)
2) f(x, y) =

{
x3y−xy3
x2+y2

dla (x, y) 6= (0, 0)

0 dla (x, y) = (0, 0)

• Dla funkcji z lożonej H(u, v) = f(x(u, v), y(u, v)) jej pochodne cza
‘
stkowe sa

‘
dane wzorami:

∂H

∂u
=

∂f

∂x
· ∂x
∂u

+
∂f

∂y
· ∂y
∂u

,
∂H

∂v
=

∂f

∂x
· ∂x
∂v

+
∂f

∂y
· ∂y
∂v

3. Obliczyć pochodne cza
‘
stkowe ∂H

∂u
oraz ∂H

∂v
funkcji z lożonej H(u, v) := f(x(u, v), y(u, v)), gdzie:

(1) f(x, y) = yex, x(u, v) = u2 + v2, y(u, v) = u2 − v2

(2) f(x, y) = 2x2 − 3y2, x(u, v) = u + v, y(u, v) = uv
(3) f(x, y) = ex + ey, x(u, v) = u2 + v2, y(u, v) = u2 − v2

(4) f(x, y) = xy, x(u, v) = uv, y(u, v) = u + v
(5) f(x, y) = xy, x(u, v) = sin(u + v), y(u, v) = cos(u− v)
(6) f(x, y) = xy, x(u, v) = u− v, y(u, v) = u + v

(7) f(x, y) =
√

x2 + y2, x(u, v) = sin(u + v), y(u, v) = cos(u− v)

• Dla funkcji z lożonej h(t) = f(x(t), y(t)) jej pochodna jest dana wzorem:

h′(t) =
∂f

∂x
· x′(t) +

∂f

∂y
· y′(t)

4. Obliczyć pochodna
‘
h′(t) jeśli h(t) = f(x(t), y(t)), oraz:

(1) f(x, y) = 3x2 + 2y3, x(t) = sin t, y(t) = cos t,
(2) f(x, y) = x2 + xy + 2y2, x(t) = cos t, y(t) = sin t.

(3) f(x, y) =
√

x2 + 3y2, x(t) =
√
t, y(t) = 2t + 1,

(4) f(x, y) = ex+y, x(t) = cos2 t, y(t) = sin2 t.



• Różniczka
‘
zupe lna

‘
funkcji F (x, y) nazywamy wyrażenie dF =

∂F

∂x
· dx +

∂F

∂y
· dy.

5. Wyznaczyć różniczki zupe lne dF dla:

(1) F (x, y) =
√

x2 + y2, (2) F (x, y) = x4 + 3x2y2 − y4,

(3) F (x, y) = sinxy, (4) F (x, y) = ex
2+y2 .

• Wyrażenie P (x, y)dx + Q(x, y)dy jest różniczka
‘
zupe lna

‘
pewnej funkcji F (x, y) jeśli

∂P

∂y
=

∂Q

∂x
.

6. Znaleźć funkcje
‘
F (x, y), której różniczka

‘
zupe lna

‘
jest wyrażenie P (x, y)dx + Q(x, y)dy, gdzie:

(1) P (x, y) = 2x− 4y, Q(x, y) = −4x + y;
(2) P (x, y) = 6x2 + 3y2, Q(x, y) = 6xy − 3y2;
(3) P (x, y) = 3(x2 − y2), Q(x, y) = −6xy + 2;

(4) P (x, y) =
y2

2x
, Q(x, y) = y lnx.

7. Korzystaja
‘
c ze wzoru f(x0 + dx, y0 + dy) ≈ f(x0, y0) + ∂f

∂x
(x0, y0) · dx + ∂f

∂y
(x0, y0) · dy obliczyć

w sposób przybliżony wyrażenia:

(1)
2, 01357

1, 00245
, (2)

3, 0012

1, 0010
(3)

5, 00454

2, 0013
(4) 3, 00053 · 2, 00103 (5) 1, 0031 · 2, 00201 (6) 2, 00015 · 2, 00203.

W każdym z przyk ladów dobrać odpowiednia
‘
funkcje

‘
f(x, y), wyznaczyć x0, y0 oraz przyrosty

dx i dy.


