ANALIZA MATEMATYCZNA 3. LISTA ZADAN NR 9a
CALKI PODWOJINE

Podziatem prostokata D = [a,b] X [, d] nazywamy zbiér punktow

Pi={(zjy;)):0<i<m-1,0<j<n—-1l,a=2<21<...<Zm=b, c=y <y <...<y,=d}

Oznaczamy pij = [z, Tiv1] X [Yj,Yj+1], Apij = Aw - Ay; gdzie Az = 211 — @, Ay; = yj1 — Y-
m—1n—1
Sumgq dolng funkcji f(x,y) dla podziatu P nazywamy liczbe L;(P) := Z Z mij - Ap;j, gdzie dla 0 <4 <
i=0 j=0
m—1, 0 <j <n—1okreslamy m;; := inf f(z,y).
(z,y)€psj
m—1n—1
Sumq gorng funkcji f(x,y) dla podziatu P nazywamy liczbe Uy (P) := Z Z M;; - Ap;j, gdzie dla 0 <4 <
i=0 j=0
m—1, 0<j<n—1okreslamy M;; := sup f(x,y).
(z.y)€pij
m—1n—1

Sumg Riemanna funkcji f(x,y) dla podziatu P nazywamy liczbe R¢(P) := Z f(si,tj) - Apij, gdzie dla

1=

0<i<m-—1, 0<j<n-—1lczby s; € [z;, zit1], tj € [yj,yj+1] sa dowolne.

<

Jesli te granice istnieja i sa rowne, to taka liczbe oznaczamy // f(z,y)dw.
D

1. Dla funkcji f(z,y), zadanej na podanym prostokacie D = [a,b] X [¢,d] i dla podziatu
P ={(zi,y;) € D: Axi:b_wa, ij:%, 0<i<m-—1, 0<j<n-—1} wyznaczy¢:

(a) sume dolng L (P)

(b) sume gorng Uy (P)

(c) sume Riemanna R;(P) dla s; = x;, t; = y;

(d) sume Riemanna R;(P) dla s;,t; bedacych srodkami przedziatow: s; = L;'“ oraz t; = yﬁ#
1) flry) =z+y,  D=[0,1]x[0,1]  (2) flr,y)=x+y, D=][-1,01x][0,1]

B) flzy)=z+y,  D=[01]x[-10 4) flz,y)=zr+y, D=I[-10]x[-10]

(®) flz,y) =ay, D=10,1]x[0,1]  (6) f(z,y)=uwy, D =[-1,0] x [0,1]

(1) f(z,y) =y, D =1[0,1] x [-1,0] (8) f(z,y) ==y, D =[-1,0] x [~1,0]

(9) f(a?,y) = [l‘] + [y]7 D = [07 1] X [172] (10) f(x,y) - [(ﬂ +y]> D = [07 1] X [172}

o Jesli D = {(z,y) € R? :a < 2 < b, gi(z) <y < ga(w)} jest obszarem ograniczonym (od gory i od
dotu) wykresami funkeji g1(z) < g2(z) dla a <z <b, to catka podwéjna wyraza sie wzorem

b g2()
// f(z,y) dw:/ / f(@,y) dy | dx
D a g1(z)
3. Obliczy¢ nastepujace calki po obszarze, ktory jest potkolem D = {(x,y) € R?: 22 +y?> <4, y > 0}:

a)//nydw b)//D:):—ydw c)//D:n2+y2dw d)//D:r2—y2dw e)//Dacdew.




o Jedli D = {(z,y) e R?: c <y <d, hi(y) <z < ha(y)} jest obszarem ograniczonym (z lewej i z prawej
strony) wykresami funkcji hi(y) < ha(y) dla ¢ <y < d, to catka podwdjna wyraza sie wzorem

/[t ao= [ d < / T:?)f(:v,y)dw> y

4. Obliczy¢ nastepujace catki po obszarze D ktory jest

1. tréjkatem ograniczonym prostymi x =0, y=0iy=2—=x

2. trojkatem ograniczonym prostymiy =0, y=ziy=2—x

a)//D:cydw b)//DaH-ydw c)//D:c2+y2dw d)//DxQ—dew e)//DmQdew.

o Wspdlrzedne biegunowe na plaszczyznie kartezjariskiej sa dane wzorami x = rcost, y = rsint, gdzie
r > 0,t € [0,2m); wowezas r = /a2 + y2. Zamiana zmiennych kartezjariskich (z,y) na biegunowe
(r,t) zmienia obszar D w nowy obszar Q = {(r,t) € R? : (rcost,rsint) € D}

5. Wyznaczy¢ obraz Q) obszaru D przy zamianie zmiennych kartezjanskich na biegunowe, dla D okreglonego
jako:

a) sektor pierwszej ¢wiartki ponizej prostej y = z, ograniczony tukiem okregu 22 + y? = 16

b) sektor pierwszej ¢wiartki powyzej prostej y = 2v/3, ograniczony tukiem okregu 22 + y% = 16
c) sektor drugiej éwiartki powyzej prostej y = —x, ograniczony tukiem okregu 22 + 3% =9

d) sektor drugiej ¢wiartki ponizej prostej y = _—\/3, ograniczony tukiem okregu z? + y? = 9

e

—h

) sektor trzeciej ¢wiartki ponizej prostej y = x, ograniczony tukiem okregu x? 4+ y? = 4
) sektor czwartej ¢wiartki powyzej prostej y = —+/3, ograniczony tukiem okregu z? + y% = 4

e Zamiana zmiennych kartezjaniskich na wspoélrzedne biegunowe w calce podwdjnej:
// f(z,y) dedy = // F(r,t) rdrdt, gdzie F(r,t) = f(rcost,rsint)
D Q

6. Korzystajac ze wspolrzednych biegunowych obliczy¢ nastepujace catki podwojne

a)//nydw b)//[)a:2+y2dw c)//D:cQ—dew d)//D:r—i-ydw, e)//Dnyde.

dla obszaré6w D okreslonych nastepujaco:
1. D={(x,y) e R?: 22 +4?> <4, 0< 2,9y}

2. D={(z,y) eR*: 2% +y*> <4, 0 <z <y}
3. D={(z,y) eR*: 2 +y* <4, 0<a < —y}




