
ANALIZA MATEMATYCZNA 3. LISTA ZADA� NR 9a
CA�KI PODWÓJNE

Podziaªem prostok¡ta D = [a, b]× [c, d] nazywamy zbiór punktów

P := {(xi, yj) : 0 ≤ i ≤ m− 1, 0 ≤ j ≤ n− 1, a = x0 < x1 < . . . < xm = b, c = y0 < y1 < . . . < yn = d}

Oznaczamy pij := [xi, xi+1] × [yj , yj+1], ∆pij := ∆xi · ∆yj gdzie ∆xi := xi+1 − xi, ∆yj := yj+1 − yj .

Sum¡ doln¡ funkcji f(x, y) dla podziaªu P nazywamy liczb¦ Lf (P) :=
m−1∑
i=0

n−1∑
j=0

mij ·∆pij , gdzie dla 0 ≤ i ≤

m− 1, 0 ≤ j ≤ n− 1 okre±lamy mij := inf
(x,y)∈pij

f(x, y).

Sum¡ górn¡ funkcji f(x, y) dla podziaªu P nazywamy liczb¦ Uf (P) :=
m−1∑
i=0

n−1∑
j=0

Mij ·∆pij , gdzie dla 0 ≤ i ≤

m− 1, 0 ≤ j ≤ n− 1 okre±lamy Mij := sup
(x,y)∈pij

f(x, y).

Sum¡ Riemanna funkcji f(x, y) dla podziaªu P nazywamy liczb¦ Rf (P) :=
m−1∑
i=0

n−1∑
j=0

f(si, tj) ·∆pij , gdzie dla

0 ≤ i ≤ m− 1, 0 ≤ j ≤ n− 1 liczby si ∈ [xi, xi+1], tj ∈ [yj , yj+1] s¡ dowolne.

Je±li te granice istniej¡ i s¡ równe, to tak¡ liczb¦ oznaczamy
∫∫

D
f(x, y)dω.

1. Dla funkcji f(x, y), zadanej na podanym prostok¡cie D = [a, b]× [c, d] i dla podziaªu

P = {(xi, yj) ∈ D : ∆xi = b−a
m , ∆yj = d−c

n , 0 ≤ i ≤ m− 1, 0 ≤ j ≤ n− 1} wyznaczy¢:

(a) sum¦ doln¡ Lf (P)

(b) sum¦ górn¡ Uf (P)

(c) sum¦ Riemanna Rf (P) dla si = xi, tj = yj

(d) sum¦ Riemanna Rf (P) dla si, tj b¦d¡cych ±rodkami przedziaªów: si = xi+xi+1

2 oraz tj =
yj+yj+1

2

(1) f(x, y) = x+ y, D = [0, 1]× [0, 1] (2) f(x, y) = x+ y, D = [−1, 0]× [0, 1]
(3) f(x, y) = x+ y, D = [0, 1]× [−1, 0] (4) f(x, y) = x+ y, D = [−1, 0]× [−1, 0]
(5) f(x, y) = xy, D = [0, 1]× [0, 1] (6) f(x, y) = xy, D = [−1, 0]× [0, 1]
(7) f(x, y) = xy, D = [0, 1]× [−1, 0] (8) f(x, y) = xy, D = [−1, 0]× [−1, 0]
(9) f(x, y) = [x] + [y], D = [0, 1]× [1, 2] (10) f(x, y) = [x+ y], D = [0, 1]× [1, 2]

2. Obliczy¢ caªk¦
∫∫

D
sgn(y − x) dω dla: (a) D = [−2, 2]× [−2, 2] oraz (b) D = [−1, 2]× [2, 4].

• Je±li D = {(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, g1(x) ≤ y ≤ g2(x)} jest obszarem ograniczonym (od góry i od
doªu) wykresami funkcji g1(x) ≤ g2(x) dla a ≤ x ≤ b, to caªka podwójna wyra»a si¦ wzorem∫∫

D
f(x, y) dω =

∫ b

a

(∫ g2(x)

g1(x)
f(x, y) dy

)
dx

3. Obliczy¢ nast¦puj¡ce caªki po obszarze, który jest póªkolem D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 4, y ≥ 0}:

a)
∫∫

D
xy dω b)

∫∫
D
x− y dω c)

∫∫
D
x2 + y2 dω d)

∫∫
D
x2 − y2 dω e)

∫∫
D
xy2 dω.



• Je±li D = {(x, y) ∈ R2 : c ≤ y ≤ d, h1(y) ≤ x ≤ h2(y)} jest obszarem ograniczonym (z lewej i z prawej
strony) wykresami funkcji h1(y) ≤ h2(y) dla c ≤ y ≤ d, to caªka podwójna wyra»a si¦ wzorem∫∫

D
f(x, y) dω =

∫ d

c

(∫ h2(y)

h1(y)
f(x, y)dx

)
dy

4. Obliczy¢ nast¦puj¡ce caªki po obszarze D który jest

1. trójk¡tem ograniczonym prostymi x = 0, y = 0 i y = 2− x
2. trójk¡tem ograniczonym prostymi y = 0, y = x i y = 2− x

a)
∫∫

D
xy dω b)

∫∫
D
x+ y dω c)

∫∫
D
x2 + y2 dω d)

∫∫
D
x2 − y2 dω e)

∫∫
D
x2y2 dω.

• Wspóªrz¦dne biegunowe na pªaszczy¹nie kartezja«skiej s¡ dane wzorami x = r cos t, y = r sin t, gdzie
r ≥ 0, t ∈ [0, 2π); wówczas r =

√
x2 + y2. Zamiana zmiennych kartezja«skich (x, y) na biegunowe

(r, t) zmienia obszar D w nowy obszar Ω = {(r, t) ∈ R2 : (r cos t, r sin t) ∈ D}

5. Wyznaczy¢ obraz Ω obszaruD przy zamianie zmiennych kartezja«skich na biegunowe, dlaD okre±lonego
jako:

a) sektor pierwszej ¢wiartki poni»ej prostej y = x, ograniczony ªukiem okr¦gu x2 + y2 = 16

b) sektor pierwszej ¢wiartki powy»ej prostej y = x
√

3, ograniczony ªukiem okr¦gu x2 + y2 = 16
c) sektor drugiej ¢wiartki powy»ej prostej y = −x, ograniczony ªukiem okr¦gu x2 + y2 = 9

d) sektor drugiej ¢wiartki poni»ej prostej y =
−x√

3
, ograniczony ªukiem okr¦gu x2 + y2 = 9

e) sektor trzeciej ¢wiartki poni»ej prostej y = x, ograniczony ªukiem okr¦gu x2 + y2 = 4

f) sektor czwartej ¢wiartki powy»ej prostej y = −x
√

3, ograniczony ªukiem okr¦gu x2 + y2 = 4

• Zamiana zmiennych kartezja«skich na wspóªrz¦dne biegunowe w caªce podwójnej:∫∫
D
f(x, y) dxdy =

∫∫
Ω
F (r, t) rdrdt, gdzie F (r, t) = f(r cos t, r sin t)

6. Korzystaj¡c ze wspóªrz¦dnych biegunowych obliczy¢ nast¦pujace caªki podwójne

a)
∫∫

D
xy dω b)

∫∫
D
x2 + y2 dω c)

∫∫
D
x2 − y2 dω d)

∫∫
D
x+ y dω, e)

∫∫
D
x2y2 dω.

dla obszarów D okre±lonych nast¦puj¡co:

1. D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 4, 0 ≤ x, y}
2. D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 4, 0 ≤ x ≤ y}
3. D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 4, 0 ≤ x ≤ −y}


