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CA�KI PODWÓJNE c.d.

1. Dla funkcji

• f(x, y) = [x],

• f(x, y) = [x] + [y]

• f(x, y) = x+ y,

zadanych na prostok¡cie D =

[
0,

5

2

]
× [1, 3] i dla podziaªu P na mn jednakowych prostok¡tów Pij

o polach ∆pij (=?), niech (xi, yj) ∈ Pij b¦d¡ ±rodkami tych prostok¡tów, mij = inf
(x,y)∈Pij

f(x, y),

Mij = sup
(x,y)∈Pij

f(x, y), dla 0 ≤ i < m, 0 ≤ j < n. Obliczy¢

• sumy Riemanna
m∑
i=0

n∑
j=0

f(xi, yj)∆pij ,

• sum¦ górn¡ Darboux Uf (P) =
m∑
i=0

n∑
j=0

Mij∆pij ,

• sum¦ doln¡ Darboux Lf (P) =
m∑
i=0

n∑
j=0

mij∆pij ,

przyjmuj¡c nast¦puj¡ce warto±ci

• m = 25 oraz n = 20

• m = 5
2 · 10k oraz n = 2 · 10k i obliczy¢ granic¦ tych sum dla k →∞.

2. Dobra¢ odpowiednio (wygodnie) podziaª P dla którego |Uf (P) − Lf (P)| ≤ 10−6, je±li funkcja jest
zadana na prostok¡cie D podanym wzorem

a) f(x, y) = [2x] + [y], D =

[
0,

1

3

]
×
[
0,

1

3

]
b) f(x, y) = [2x] + [y], D = [0, 4]× [0, 4]

c) f(x, y) = [2x] + [y], D =

[
0,

1

2

]
×
[
0,

1

2

]
d) f(x, y) = |x| D = [−1, 1]× [−1, 1]

e) f(x, y) = |x| D = [−1, 3]× [−π,
√

2]

f) f(x, y) = [x−
√

2] + [y] D = [
√

2,
√

2 + 5]× [2, 7]

g) f(x, y) = [x−
√

2] + [y] D = [2, 4]× [2, 4]

h) f(x, y) =
[x
π

]
+
[ y
π

]
D = [1, 4]× [2, 8]

h) f(x, y) =

[
x+ y

π

]
D = [1, 4]× [2, 8]

3. Proste y = ±x +
n

3
dla n ∈ Z, okre±laj¡ podziaª P trójk¡ta o wierzchoªkach (0, 0), (1, 0), (0, 1).

Wyznaczy¢

(a) ile w P jest kwadratów i jakie maj¡ pola,

(b) ile jest w nim trójk¡tów i jakie maj¡ pola,

oraz obliczy¢ Uf (P) i Lf (P) dla f(x, y) = (x+ y)2.



4. Sprawdzi¢ które z podanych caªek mo»na obliczy¢ bez caªkowania:

a.
∫∫

[0,1]2
2x+ 3ydω b.

∫∫
[0,1]2

e[x+y]dω c.
∫∫

[−1,1]2
e[x+y]dω

d.
∫∫

[0,1]2
x2y3dω e.

∫∫
[−1,1]2

x2y3dω f.
∫∫

x2+y2≤1
x2y3dω

g.
∫∫

x2+y2≤1

√
x2 + y2dω h.

∫∫
[−1,1]2

|x+ y|dω i.
∫∫

[−3,3]2
|x− y|dω

5. Obliczy¢ caªki iterowane

a.
∫ 4

2

∫ 7

3
y lnx dxdy b.

∫ 2π

0

∫ e

1
(x lnx)(sin y) dxdy

c.
∫ 2

1

∫ 2

1

1

x+ y
dxdy d.

∫ 2π

0

∫ 2π

0
x sin2(xy) dxdy.

Okre±li¢ od jakich caªek podwójnych one pochodz¡.

6. Obliczy¢ podane caªki podwójne po podanym obszarze D:

(a)
∫∫

D
ex dω, D-trapez o wierzchoªkach (0, 0), (1, 1), (2, 1), (3, 0),

(b)
∫∫

D
xy dω, D-trójk¡t o wierzchoªkach (0, 0), (1, 1), (2,−1),

(c)
∫∫

D
x3 dω, D = {(x, y) ∈ R2 : 4x2 + y2 ≤ 4},

(d)
∫∫

D
x2 + y dω, D = {(x, y) ∈ R2 : x, y ≥ 0, x+ y ≤ 1},

(e)
∫∫

D
2x2 + y2 dω, D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 9},

(f)
∫∫

D
x2 dω, D-czworok¡t krzywoliniowy o wierzchoªkach (0, 0), (2, 4, (8, 1), (−2,−2), ograniczony

krzywymi y = x2 i xy = 8 oraz dwoma odcinkami,

(g)
∫∫

D

√
y dω, D-obszar ograniczony parabol¡ y = x2 i prost¡ y = x+ 6,

(h)
∫∫

D
|x2 − y| dω, D = [0, 1]× [0, 1],

(i)
∫∫

D
4 + x2 dω, D-obszar ograniczony liniami y = 1 + x2 i y = 9− x2


