ANALIZA MATEMATYCZNA 3. LISTA ZADAN NR 9b
CALKI PODWOJNE c.d.

1. Dla funkcji

o f(z,y) = [z],
o f(z,y) = [z] + [y]
o f(z,y) =z +y,

)
zadanych na prostokacie D = [0, 2} x [1,3] i dla podziatu P na mn jednakowych prostokatow P;;

o polach Ap;; (=7), niech (z;,y;) € Pj; beda $rodkami tych prostokatow, m;; = ( i])an fx,y),
T,Y)EL;

M;; = sup f(z,y),dla0<i<m,0<j<n. Obliczy¢
(z,y)EP;;

m n
e sumy Riemanna Z Z f (@i, y;5) Apij,

i=0 j=0
m n
e sume gorna Darboux Uy (P) = Z Z M;; Ap;j,
i=0 j=0

m n
e sume dolng Darboux L;(P) = Z Z mi; Apij,
i=0 j=0
przyjmujac nastepujace wartosci
e m =25 orazn =20
e m= % -10* oraz n = 2 - 10* i obliczy¢ granice tych sum dla k — oco.

2. Dobra¢ odpowiednio (wygodnie) podzial P dla ktorego |Us(P) — Lf(P)| < 1079, jesli funkcja jest
zadana na prostokacie D podanym wzorem

0 S =R+l D=[og|x|og]

B ey =@ell  D=0axpd

O few =+l D=0 x o]

d) f(:r:,y) = ‘CC| D= [_L 1} X [_17 1]

Q) F(r.y)=al D =[-1,3] x [-7, V7]
f) f(w,y):[x—\@H—[y] D:[\@7\/§+5]X[277]
9 Jew)=le=Val+h] D=[.4x[24

b @y =2+ 2] p=n4xpsy

W S =|TE D=max g

3. Proste y = +=x +% dla n € Z, okresdlaja podziat P trojkata o wierzchotkach (0,0), (1,0), (0,1).
Wyznaczyé

(a) ile w P jest kwadratow i jakie maja pola,

(b) ile jest w nim trojkatow i jakie maja pola,

oraz obliczy¢ Up(P) i Li(P) dla f(x,y) = (z + y)*.



4. Sprawdzi¢ ktore z podanych catek mozna obliczy¢ bez catkowania:

a. // 2z + 3ydw b. // el dw c. // el vl gy
[071]2 [071]2 [7171]2

d. // *y dw e. // 22y dw f. // 22y dw
[071]2 [7171]2 z24y2<1

g. // V2 + y?2dw h. // |z + y|dw i // |z — y|dw
r24y2<1 [—1,1]2 [—3,3]2

5. Obliczy¢ calki iterowane

4 7 2T e
a. / / ylnx dedy  b. / / (xlnz)(siny) dxdy
22 32 1 OQW 12W
c. / / drdy d. / / zsin(zy) dzdy.
1 J1 Tty o Jo

Okregli¢ od jakich catek podwdéjnych one pochodza.

6. Obliczy¢ podane catki podwdjne po podanym obszarze D:
(a) //D e® dw, D-trapez o wierzchotkach (0,0), (1,1), (2,1), (3,0),
(b) //D xy dw, D-trojkat o wierzchotkach (0,0), (1,1), (2,—1),
(c) //Das3 dw, D = {(z,y) € R? : 422 4+ 4? < 4},
@ [[ #+ydo D= () R ayz0. aty<1),
(e) //])2362 + 92 dw, D = {(z,y) € R?: 22 432 <9},

() // 2% dw, D-czworokat krzywoliniowy o wierzchotkach (0,0), (2,4, (8,1), (=2, —2), ograniczony
D

2

krzywymi y = z* i xy = 8 oraz dwoma odcinkami,

(g) // VY dw, D-obszar ograniczony parabola y = x? i prosta y = x + 6,
D

W [[ 16 =yl D =[0.1) x [0.1),
D

1 4 + 2% dw, D-obszar ograniczony liniamiy =1+ 22 iy =9 — 22
(i) : g y Y Y
D



