
ANALIZA MATEMATYCZNA 3. LISTA ZADA� NR 10
CA�KI POTRÓJNE I ICH ZASTOSOWANIA.

1. Obliczy¢ nast¦puj¡ce caªki iterowane

a)
∫ 6

4

∫ 2

1

∫ 3

2
x+ 2y + 3z dxdydz, b)

∫ 1

0

∫ 2

1

∫ 3

2
xy + z dxdydz

• Je±li D = {(x, y, z) ∈ R3 : F1(x, y) ≤ z ≤ F2(x, y). (x, y) ∈ R} to∫∫∫
D
f(x, y, z)dΩ =

∫∫
R

(∫ F2(x,y)

F1(x,y)
dz

)
dω

2. Obliczy¢ nast¦puj¡ce caªki potrójne po podanym obszarze D ⊂ R3

a)
∫∫∫

D
x2 + y dΩ, D{(x, y, z) ∈ R3 : x, y, z ≥ 0, x+ y + z ≤ 1}

b)
∫∫∫

D
x+ y + z dΩ, D{(x, y, z) ∈ R3 : x, z ≥ 0, x2 + y2 + z2 ≤ 1}

• Wspóªrz¦dne sferyczne (ρ, ϕ, θ) 7→ (x, y, z) ∈ R3: x = ρ cos θ sinϕ, y = ρ sin θ sinϕ, z = ρ cosϕ dla
ρ > 0, ϕ ∈ [0, π], θ ∈ [0, 2π). Jakobian: ρ2 sinϕ.

3. Obliczy¢ nast¦puj¡ce caªki, po podanym obszarze D ⊂ R3, korzystaj¡c ze wspóªrz¦dnych sferycznych:

(a)
∫∫∫

D

√
x2 + y2 + z2 dΩ, gdzie D jest ograniczony przez powierzchni¦ x2 + y2 + z2 = z.

(b)
∫∫∫

D
z dΩ, gdzie D jest ograniczony przez powierzchnie x2 + y2 + z2 = 1, z = 0 i (0, 0, 1) ∈ D.

(c)
∫∫∫

D

3
√
x2 + y2 + z2 dΩ, gdzieD jest ograniczony przez powierzchnie x2+y2+z2 = 4, z2 = x2+y2

oraz (1, 0, 0) ∈ D.

(d)
∫∫∫

D
(x2 +y2) dΩ, gdzie D jest ograniczony przez powierzchnie x2 +y2 +z2 = 4, z2 +x2 +y2 = 1,

z = 0 oraz (0, 0, 1) ∈ D.

(e)
∫∫∫

D

1√
x2 + y2 + (z − 2)2

dΩ, gdzie D jest ograniczony przez powierzchni¦ x2 + y2 + z2 = 1.

4. Obliczy¢ obj¦to±¢ podanej bryªy D ⊂ R3 ograniczonej przez powierzchnie:

(a) z = x2 + y2, z = 2x2 + 2y2, y = x, y = x2;

(b) z = x+ y, x+ y = 1, x = 0, y = 0;

(c) z = 6− x2 − y2, z =
√
x2 + y2;

(d) x2 + y2 + z2 = 2z, x2 + y2 = z2.



• Masa bryªy o g¦sto±ci ρ(x1, x2, x3) na dziedzinie D ⊂ R3: M =

∫∫∫
D
ρ(x1, x2, x3)dΩ, a wspóªrz¦dne

±rodka masy si =
1

M

∫∫∫
D
xiρ(x1, x2, x3)dΩ, dla i = 1, 2, 3.

5. Wyznaczy¢ mas¦ oraz ±rodek masy bryªy D o jednorodnej g¦sto±ci ρ(x, y, z) ≡ a, je±li

(a) D = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 ≤ z, z ≤ 1, y2 ≤ 1};
(b) D = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1, x ≤ y ≤ x

√
3};

(c) D = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 2x, 0 ≤ z ≤ x2 + y2};
(d) D = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 1, x ≥ 0};
(e) D = {(x, y, z) ∈ R3 : (x2 + y2 + z2)2 ≤ z};
(f) D = {(x, y, z) ∈ R3 : 1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 4, z ≤

√
3(x2 + y2)};

6. Obliczy¢ mas¦ piramidy o wysoko±ci 3 i podstawie 2, je±li g¦sto±¢ jest proporcjonalna do:

(a) kwadratu odlegªo±ci od wierzchoªka i przy podstawie jest równa 7,

(b) kwadratu odlegªo±ci od podstawy i w górnym wierzchoªku jest równa 1,

(c) do czwartej pot¦gi odlegªo±ci od ±rodka podstawy i w wierzchoªku jest równa 1.


