ANALIZA MATEMATYCZNA 3. LISTA ZADAN NR. 10
CALKI POTROJNE I ICH ZASTOSOWANIA.

1. Obliczy¢ nastepujace catki iterowane

6 2 3 1 2 3
/ / / x + 2y + 3z dzdydz, b) / / / xy + z dedydz
4 J1 J2 0o J1 J2

e Jedli D = {(v,y,2) €ER3: Fi(x,y) <2< Fy(w,y). (z,y) € R} to

[l s [ (o )

2. Obliczy¢ nastepujace calki potréjne po podanym obszarze D C R3

///96 +y dQ, D{(z,y,z) eR®: 2,94,2>0, v +y+2z<1}

//fx—ky—&—zd@ D{(z,y,2) €R3: 2,2>0, 22 +¢y> +22 <1}
D

e Wspohrzedne sferyczne (p,¢,0) — (2,y,2) € R3: x = pcosfsinp, y = psinfsing, z = pcos e dla
p>0,¢¢€l0,7],0c[0,2r). Jakobian: p?sin .

3. Obliczy¢ nastepujace calki, po podanym obszarze D C R3, korzystajac ze wspotrzednych sferycznych:

a) /// Va2 4 y2 + 22 dSQ, gdzie D jest ograniczony przez powierzchnie z2 4 y2 + 22 = z.
D
b z dS), gdzie D jest ograniczony przez powierzchnie 22 +y? 4+ 22 =1, 2=01 (0,0,1) € D.
5 g g
(c) /// V2 4 y2 + 22 dSQ, gdzie D jest ograniczony przez powierzchnie 22 +14%+22 = 4, 22 = 22442
D
oraz (1,0,0) € D.

) /// (22 +4?%) dQ, gdzie D jest ograniczony przez powierzchnie z? +1y2 + 22 = 4, 224+ 22 492 = 1,
D
z =0 oraz (0,0,1) € D

1
e) /// d), gdzie D jest ograniczony przez powierzchnie 22 + 3% + 22 = 1.
D22 +y?+ (z —2)?

4. Obliczy¢ objetosé¢ podanej bryly D C R? ograniczonej przez powierzchnie:

e=a’ 4y’ 2 =20+ 2% y =, y = 2%

z=x+y,x+y=1,2=0,y=0;

)
)

(¢) 2 =6—a% — 4% 2= Va2 + %
)

2



e Masa bryly o gestosci p(z1, 22, x3) na dziedzinie D C R3: M = /// p(x1, 22, 23)dQ, a wspotrzedne
D
1
grodka masy s; = — /// xip(z1, T2, 23)dQ, dlai=1,2,3.
M D

5. Wyznaczy¢ mase oraz srodek masy bryty D o jednorodnej gestosci p(z,y, z) = a, jesli

(a) D={(z,y,2) €eR®: 2?2 <2, 2 <1, y* <1}

(b) D={(z,y,2) eR®: 22 +4><1,0<2<1, 2 <y<aV3};

(¢) D={(z,y,2) eR®: 2® +y* <2z, 0<2z<2*+9°};
=1{(z,y,2) € vty +22 <1,z >0}

d) D RS 2 2 2 0

(e) D={(x,y,2) eR*: (2® + 4 +2%)* < z};

() D={(z,y,2) €ER®: 1 <a? + 9y + 22 <4,2 < /322 +92)};

6. Obliczy¢ mase piramidy o wysokosci 3 i podstawie 2, jesli gestos¢ jest proporcjonalna do:

(a) kwadratu odleglosci od wierzchotka i przy podstawie jest rowna 7,
(b) kwadratu odlegtosci od podstawy i w gornym wierzchotku jest rowna 1,

(¢) do czwartej potegi odlegtosci od srodka podstawy i w wierzchotku jest rowna 1.



