ANALIZA MATEMATYCZNA 3. LISTA ZADAN NR 11
CALKI KRZYWOLINIOWE

Catkq krzywoliniowq pierwszego rodzaju po krzywej (niezorientowanej) L nazywamy wyrazenie
n—1

/ f(z,y)ds, ktora definiujemy jako granice sum postaci Z f(P)As;, gdzie As; jest dtugoscia

tuku fragmentu krzywej L pomiedzy punktami P; oraz Pz+17 a Py, P,..., P, € L sa punktami
podzialu krzywe;j.

Jesli krzywa L jest zadana parametrycznie jako v(t) = (z(t),y(t)) dla a <t <b, to
b
| twwis= [ 1@ a0 AP
Jesli krzywa L jest wykresem funkcji y = y(x) na przedziale [a, b], to

b
/L f(y)ds = / ()T Ty ().

. Obliczy¢ catki krzywoliniowe pierwszego rodzaju / f(z,y)ds po krzywej L w nastepujacych
L

przypadkach:
2 2
a) f(z,y) ==y, L={(z,y) €R? :2,y>0, (%) + (%) =1} dla a,b>0.
b) f(z,y) =y, L={(z,y) e R? :y* =2z} dla 0<z<1
¢) flz,y)=2>+9y* L={(z,y) eR? :y=uz} dla 0<a<z<b

Jesli P(z,y) 1 Q(z,y) sa funkcjami okreslonymi na krzywej zorientowanej C, taczacej punkt A z
puntem B na plaszczyznie R? to catkg (ogdlng) krzywoliniowq drugiego rodzaju (po tej krzywej)
nazywamy wyrazenie

| (Pl de+ Q) dy) = tim Y (i) A + Qa9 Aw)

=1
Jedli krzywa C' jest zamknieta i zorientowwana dodatnio, to catke po niej oznaczamy ]é .
C

Jesli y(t) = (x(t), y(t)) jest parametryzacja krzywej C, dla a <t < b, to
b
| P@nde+Q@ndy = [ [PO@R0 + Q0] d

. Obliczy¢ catke krzywoliniows zorientowang (drugiego rodzaju) / 2zydr + xdy, jesli C jest
C
krzywa laczaca punkt A = (0,0) z punktem B = (1, 1) opisana wzorem

1) C={(zyeR’: z=y}, (2) C={(z,y) eR*: y=27},
3) C={(z,y) eR*: y=2"}, (4) C={(z,y) eR*: z=y}.

. Obliczy¢ catke krzywoliniowa zorientowana (drugiego rodzaju) / xydr + (y — x)dy, jesli C jest
C
krzywa taczaca punkt A = (0,0) z punktem B = (1,1) opisana wzorem

1) C={(z,y) eR’: 2=y}, (2) C={(x,y) eR*: y=2"},
3) C={(z,y) eR*: y=2a"}, (4) C={(z,y) eR*: z =y}



Obliczy¢ catki fC (—ydx + x dy) dla krzywej C' zamkniete] zorientowanej dodatnio, okreslonej w
nastepujacy sposob:

a) C jest brzegiem trojkata ograniczonego prostymi x =0, y=0iz+y = 1;

b) C jest brzegiem trojkata ograniczonego prostymi y =0,y =z +1iy=—x+ 1;

c) C jest brzegiem kwadratu ograniczonego prostymi |z| + |y| = 1;

d) C jest okregiem o srodku (0,0) i promieniu r = 4;

Obliczy¢ catke krzywoliniowa zorientowana / (x dy — ydz) po tuku paraboli y = x2, od punktu
C
A =(0,0) do punktu B = (2,4).

Obliczy¢ catke krzywoliniowa zorientowang / ((z +y) dz + (v — y) dy) po tuku paraboli y = 22,
C
od punktu A = (—1,1) do punktu B = (1,1).

Wzér Greena: Jedli krzywa zamknieta C, zorientowana dodatnio, jest brzegiem obszaru o-
graniczonego D C R? i funkcje P(x,%), Q(x,y) sa ciagte wraz z pochodnymi czastkowymi, to

]{ (asy)da:+Qxydy—// <8me 8Péay:,y)) dx dy.

L . .. —y x
Obl 1 t G dla funkcji P -7 -
iczy¢ prawa i lewa strone wzoru Greena dla funkcji P(z,y) Ny oraz Q(z,y) s
i obszaru D = {22 +y? < 1}.
Obl 1 t G dla funkeji P(z,y) = ———5 YY) =
iczy¢ prawa i lewa strone wzoru Greena dla funkcji P(z, y) 21y oraz Q(z,y) Ny

i obszaru D = {2? + 9 < 1}.

10.

Ze wzoru Greena wynika ze pole obszaru D, ograniczonego krzywa zamknieta C, zorientowana

1
dodatnio, jest rowne: |D| = 27{ (—ydx + zdy) :7{ —ydx = 7{ x dy.
C C C

Obliczy¢ pole obszaru D = {(x,y) € R?: (%)2 + (%)2 < 4}.

Obliczy¢ pole D obszaru ograniczonego krzywa C' zadana parametrycznie wzorami z(t) = a cos® t,
y(t) = bsin®t, a,b > 0.




