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CA�KI KRZYWOLINIOWE

• Caªk¡ krzywoliniow¡ pierwszego rodzaju po krzywej (niezorientowanej) L nazywamy wyra»enie∫
L
f(x, y)ds, któr¡ de�niujemy jako granic¦ sum postaci

n−1∑
i=0

f(Pi)∆si, gdzie ∆si jest dªugo±ci¡

ªuku fragmentu krzywej L pomi¦dzy punktami Pi oraz Pi+1, a P0, P1, . . . , Pn ∈ L s¡ punktami
podziaªu krzywej.

• Je±li krzywa L jest zadana parametrycznie jako γ(t) = (x(t), y(t)) dla a ≤ t ≤ b, to∫
L
f(x, y)ds =

∫ b

a
f(γ(t))

√
x′(t)2 + y′(t)2dt.

• Je±li krzywa L jest wykresem funkcji y = y(x) na przedziale [a, b], to∫
L
f(x, y)ds =

∫ b

a
f(x, y(x))

√
1 + y′(x)2dx.

1. Obliczy¢ caªki krzywoliniowe pierwszego rodzaju
∫
L
f(x, y)ds po krzywej L w nast¦puj¡cych

przypadkach:

a) f(x, y) = xy, L = {(x, y) ∈ R2 : x, y ≥ 0,
(x
a

)2
+
(y
b

)2
= 1} dla a, b > 0.

b) f(x, y) = y, L = {(x, y) ∈ R2 : y2 = 2x} dla 0 ≤ x ≤ 1

c) f(x, y) = x2 + y2, L = {(x, y) ∈ R2 : y = x} dla 0 < a ≤ x ≤ b

• Je±li P (x, y) i Q(x, y) s¡ funkcjami okre±lonymi na krzywej zorientowanej C, ª¡cz¡cej punkt A z
puntem B na pªaszczy¹nie R2 to caªk¡ (ogóln¡) krzywoliniow¡ drugiego rodzaju (po tej krzywej)
nazywamy wyra»enie∫

C
(P (x, y) dx+Q(x, y) dy) = lim

n

n∑
i=1

(P (xi, yi)∆xi +Q(xi, yi)∆yi)

• Je±li krzywa C jest zamkni¦ta i zorientowwana dodatnio, to caªk¦ po niej oznaczamy
∮
C
.

• Je±li γ(t) = (x(t), y(t)) jest parametryzacj¡ krzywej C, dla a ≤ t ≤ b, to∫
C
P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

∫ b

a

[
P (γ(t))x′(t) +Q(γ(t))y′(t)

]
dt

2. Obliczy¢ caªk¦ krzywoliniow¡ zorientowan¡ (drugiego rodzaju)
∫
C

2xydx + x2dy, je±li C jest

krzyw¡ ª¡cz¡c¡ punkt A = (0, 0) z punktem B = (1, 1) opisan¡ wzorem

(1) C = {(x, y) ∈ R2 : x = y}, (2) C = {(x, y) ∈ R2 : y = x2},
(3) C = {(x, y) ∈ R2 : y = x3}, (4) C = {(x, y) ∈ R2 : x = y2}.

3. Obliczy¢ caªk¦ krzywoliniow¡ zorientowan¡ (drugiego rodzaju)
∫
C
xydx+ (y − x)dy, je±li C jest

krzyw¡ ª¡cz¡c¡ punkt A = (0, 0) z punktem B = (1, 1) opisan¡ wzorem

(1) C = {(x, y) ∈ R2 : x = y}, (2) C = {(x, y) ∈ R2 : y = x2},
(3) C = {(x, y) ∈ R2 : y = x3}, (4) C = {(x, y) ∈ R2 : x = y2}.
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4. Obliczy¢ caªki
∮
C (−y dx+ x dy) dla krzywej C zamkni¦tej zorientowanej dodatnio, okre±lonej w

naste
`
puj¡cy sposób:

a) C jest brzegiem trójk¡ta ograniczonego prostymi x = 0, y = 0 i x+ y = 1;
b) C jest brzegiem trójk¡ta ograniczonego prostymi y = 0, y = x+ 1 i y = −x+ 1;
c) C jest brzegiem kwadratu ograniczonego prostymi |x|+ |y| = 1;
d) C jest okr¦giem o ±rodku (0, 0) i promieniu r = 4;

5. Obliczy¢ caªk¦ krzywoliniow¡ zorientowan¡
∫
C

(x dy − y dx) po ªuku paraboli y = x2, od punktu

A = (0, 0) do punktu B = (2, 4).

6. Obliczy¢ caªk¦ krzywoliniow¡ zorientowan¡
∫
C

((x+ y) dx+ (x− y) dy) po ªuku paraboli y = x2,

od punktu A = (−1, 1) do punktu B = (1, 1).

• Wzór Greena: Je±li krzywa zamkni¦ta C, zorientowana dodatnio, jest brzegiem obszaru o-
graniczonego D ⊂ R2 i funkcje P (x, y), Q(x, y) s¡ ci¡gªe wraz z pochodnymi cz¡stkowymi, to∮

C
P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

∫∫
D

(
∂Q(x, y)

∂x
− ∂P (x, y)

∂y

)
dx dy.

7. Obliczy¢ praw¡ i lew¡ stron¦ wzoru Greena dla funkcji P (x, y) =
−y

x2 + y2
oraz Q(x, y) =

x

x2 + y2
,

i obszaru D = {x2 + y2 ≤ 1}.

8. Obliczy¢ praw¡ i lew¡ stron¦ wzoru Greena dla funkcji P (x, y) =
x

x2 + y2
oraz Q(x, y) =

y

x2 + y2
,

i obszaru D = {x2 + y2 ≤ 1}.

• Ze wzoru Greena wynika »e pole obszaru D, ograniczonego krzyw¡ zamkni¦t¡ C, zorientowan¡

dodatnio, jest równe: |D| = 1

2

∮
C

(−y dx+ x dy) =

∮
C
−y dx =

∮
C
x dy.

9. Obliczy¢ pole obszaru D = {(x, y) ∈ R2 :
(
x
a

)2
+
(y
b

)2 ≤ 4}.

10. Obliczy¢ poleD obszaru ograniczonego krzyw¡ C zadan¡ parametrycznie wzorami x(t) = a cos3 t,
y(t) = b sin3 t, a, b > 0.
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