MATEMATYKA. I rok Chemii Biologicznej i Srodowiska.
LISTA ZADAN 08 — CALKI OZNACZONE.

b
e Aby obliczyé calke oznaczona, / f(x)dx wystarczy znalezé calke nieoznaczona (a w zasadzie jakas jedna
a
b
pierwotna) F'(z) = /f(x)d:n i podstawi¢ do niej wartosci graniczne; wéwczas / f(z)dx = F(b) — F(a).
a

1. Znajdujac calki nieoznaczone danych funkcji podcatkowych f obliczy¢ nastepujace catki oznaczone:

(1) /abdac, (2) /Olemdx, (3) /15(95—1)3 dz, (4) /1323:3 de, (5) /lexlnxdx,
b

(6)/a v dz, (7) /fida:? (8) /Owsinxdx () /011—{—17;2 de  (10) /01(3x2+2x+1) do

/
o Jesli funkcja podcatkowa jest postaci g ((x)) to calke oznaczona obliczamy ze wzoru:
g(x
b
b
/ 9@ 1o~ 1n]g(8)] - Inlg(a)] = In ’g() .
o 9(x) g(a)

2. Korzystajac z powyzszego wzoru obliczy¢ calki:

3 g 2 9p2 I 2 shx T 1
1 —d 2 — d tgx d 4 —d — dx.
( )/0 1422 &0 ( )/1 B2t (3)/0 gr dz, )/0 chz " (5)/0 sinzcosz

Uwaga: w przykladzie (5) przyjaé¢ g(x) = tgz.
e Wzér na calkowanie przez czesci dla calki oznaczonej: /b f(x)g(x) dz = f(b)g(b)—f(a)g(a)—/b f(x)g () d.
3. Calkujac przez czedci obliczy¢ nastepujace catki oznaczone:
(1) /14 Inz dx, (2) /02 e dx, (3) /13 ?Inz dr, (4) /01 arctgr dz, (5) /og xsinz dx.

e Wzér na catkowanie przez podstawienie dla calki oznaczonej: jedli funkcja F' jest jakas pierwotna funkcji f,

b 9(b)
a funkcja podcatkowa jest postaci f(g(z))g'(x), to / flg(2)d (z) do = /( | f(y) dy = F(g(b)) — F(g(a)).

4. Korzystajac ze wzoru na caltkowanie przez podstawienie obliczy¢ calki oznaczone:
4 0 2 5, ) 3 z
(1) / —dz, (2) / xe® dz, (3) / 22223 + 4)% dx,  (4) / z\9— 22 dx, (5) / sinx cosx dx.
1z 0 0 0 0

e Jedli funkcja f jest ciagla i okreslona na przedziale [A, B], to funkcja okreslona dla a,z € [A, B] przez calke
X
oznaczona, F'(x) := / f(t)dt jest pierwotna funkeji f; czyli F'(z) = f(z).

a

9(z)
e Jedli funkcja F jest okreslona jako calka oznaczona postaci F'(x) = / f(t) dt dla pewnej funkcji g, to jej
a
pochodna wyraza si¢ wzorem: F'(x) = f(g(z)) - ¢'(x)

5. Korzystajac z powyzszego wzoru obliczy¢ pochodne nastepujacych funkcji:
2 2

(1) F(z) = /lxt(1+t2)5 dt, (2) F(z) = /O:C t73 dt, (3) F(z) = /Ox tsint dt

1422

sinx 1+z2
(4) F(m):/o (1—1t%) dt, (5) F(x):/o t2 dt, (6) F(x)= V14t dt.

1



10.

11.

Jedli funkecja f jest ciagla na przedziale (a,b] i nieograniczona lim+ f(z) = oo, to calke niewlasciwa z tej
r—a
b

funkeji okreslamy jako granice limJr f(x)dx, o ile ta granica istnieje.
c—at Je

. Obliczy¢ nastepujace calki oznaczone niewlasciwe (funkcji nieograniczonych)

s

3 dx dx O dx 2 dx ! dx O dx
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Jesli funkcja f jest ciagla na przedziale nieskoficzonym [a, +00), to catke niewlasciwa z tej funkcji okreslamy

+00
jako granice lim / f(x)dx o ile ta granica istnieje.
c—+00 c

Obliczy¢ nastepujace catki oznaczone niewlasciwe (w przedziale nieskoficzonym)

Foeo toeo 2 *© dr toeo dx —ldx
1 d 2 d 3 G — 4 —_ ) —
O e A O A O e N -

Jedli funkcja f jest nieujemna f > 0 i ciagla na przedziale D = [a,b], to objeto$¢ Vx bryly obrotowej

b
powstalej przez obroét jej wykresu wokét osi OX jest dana wzorem: Vy = 7r/ [f(x))? da.
a

. Zmalez¢é objetosé piramidy (stozka o podstawie kwadratowej) o wysokosci 4 i boku podstawy 3.

. Wyznaczy¢ objetosci bryt obrotowych, powstalych w wyniku obrotu wokét osi OX wykreséw nastepujacych

funkcji f o dziedzinach D:

(1) f@) =23, D=10,1], (2) fl@)=v3—=z,  D=10,V3]
(3) f(z)=cosz, D= [o, g] 4) fx)=2V1+2%, D=[1,2],
(5) f(x)=2zB8-z), D=]0,3], 6) f(z)=+V1+sin’z, D=1]0,1]
(1) f(z)=cosz, D= [o, %] Q) fx)=vz¥i—z, D=01],
(9) f(x)=sinz, D =[0,n], (10)  f(z) = V14 22, D =11,2],
(11) f(z)=1+4+2%  D=[-1,2], (12)  f(z) = V1 — 22, D =[-1,1]

Jedli funkcja f jest nieujemna f > 0 i ciagla na przedziale D = [a,b] dla 0 < a < b, to objeto$¢ Vi bryty
obrotowej powstatej przez obrét jej wykresu wokot osi OY jest dana wzorem:

b
Wy = 277/ zf(z) dz.

Wyznaczy¢ objetosci bryt obrotowych powstatych w wyniku obrotu wokot osi OY wykreséw nastepujacych
funkcji f o dziedzinach D:

(1) f@) = =, D=[13] () @) = (-2 D=2, @) f@)=2->, D=[23
4) f(z) =V1+a2 D= [o, \/ﬂ (5) f(z) = \/11_7 D= [0, ‘ﬂ (6) f(z) = sina?, D = [gﬂ

b
Diugosé L krzywej bedacej wykresem funkcji f na przedziale [a, b] jest dana wzorem: L = / V3I+[f (x)]2 dz.
a

Wyznaczyé¢ dhugosé krzywej bedacej wkresem funkcji f w podanym przedziale:

() f@)=2043, 1<2<5, (@) f@)=coh 1<a<d, @) f@)=Cr-1} j<w<d,
(4) f(x):%(x2+2)%, 0<x<3, (5 f(x)=In(cosx), 0 <z < Z, (6) f(x):x3+%, 1<z<3
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