MATEMATYKA. I rok Chemii Biologicznej i Srodowiska.
LISTA ZADAN 10 - FUNKCJE DWOCH ZMIENNYCH.

e Dla ustalonej liczby ¢ € R poziomica funkcji dwéch zmiennych f(z,y) nazywamy zbiér takich punktéw
(z,y) € R? ktére spelniaja réwnanie f(z,y) = c.

1. Wyznaczy¢ dziedziny oraz dowolne 3 (niepuste) poziomice nastepujacych funkcji:

1
D fay) = VIe-2—¢ 2 flay = @+y+2 3) fey) = 55
1 .
1) flzy) = —F/—— 5 flyy) = wy 6) flz,y) = sinzy
/.’E2+y2
) fley) = Vi+a?+yr 8) flwy) = @ 9) flzy) = v,
r+y
1B) Sy = 1) flay) = o 15) fla,y) = cosa
1
16) flz,y) = sinVa?+y® 17 flzy) = 2=y 18) fl@y) =
2. Naszkicowaé¢ wykresy funkcji'
Df(z,y)=x+2y 2) =vd—x2—y?2 3) flr,y)=x—y+1 4)f(r,y) =+ 4y
3. Obliczy¢ nastepujace granice funkcji:
2
—ay+1
1 lim  (x—y+2) 2 lim (227 — 32y +17) 3 lim Y-
) (m,y>~<2,4>( y+2) 2) (ny)a(l,—z)( S Y y2) ) (@y)—(10)  @% +y?
. 4 4 .
4) lim %Y 5) im Tyt 6) im 20
(2,y)—(0,0) 959 (zy)—(=1,1) l+y (zy)—(0,1) Y
)t 8) i vy
7 im im 2y———
—(0,0) \/a:2+y (@y)—(0,0) /2?2 + 72
4. Uzasadni¢, ze nie istnieja nastepujace granice:
2,2
) odim Lo w3 dm SV g g 5 g 2
(z,y)—(0,0) T (zy)—(0,0) T2 + Yy (z,y)—(0,0) T2 + ¥y (z,y)—(0,0) T + Y (zy)—(1,1) T2 — Y

5. Obliczy¢ pochodne czastkowe rzedu 1, czyli 5 9 ~f(z,9), (%f(x y) oraz rzedu 2, czyli é?;f(x Y), (%;f(x,y),

%gyf(x y) i ngf(:v y) podanych funkcji, sprawdzajac czy jest réwnosé aiayf(x y) = 83%]"(:1: y) :
D flzy) = Vay 2) flz,y) = coszy 3) flz,y) = Inay

4) f(zy) = 1n($21+y2) 5 flwy) = V1+a24+92 6) flzy) = V16—a22—y?
7 flx,y) \/TTZ/? 8) flz,y) = sinva2+y? 9) flz,y) = 2%°

6. Obliczyé¢ pochodne czastkowe rzedu 11 2 dla funkcji:

5 dla (a,y) # (0,0)
Y f(x’y)_{ "0 dla (z.y) = (0.0)

2) f(fc,y):{ ’2%15%’0 ji Ei’zi(w)

7. Wyznaczy¢:

14)
) oraz ¥ (z,y),

T,y
(b) gradient tej funkcji (V f)(a,b) = (8f(a b), g—g(a, b)) w punkcie (a,b) = (—1,2),
(¢c) pochodna kierunkowa Dgf = ((Vf)(a,b), i> w kierunku wektora d = [2, —1], w (a,b) = (—1,2)

ul

(a) ogblnym wzorem pochodne czastkowe af (z

dla funkcji f(x,y) danej wzorem:

(1) f(z,y) =2, (2) flz,y) = 3343/;",2 (3) f(z,y) =sin(zy),  (4) f(z,y) = COS(szyQ), )
(5) f(z,y) = tg(xy), (6) f(z,y)=e""Y, (7) flz,y) = Va2 +y? ) flz,y)=e" +e V.

H

8. Obliczy¢ pochodne czastkowe 9H 1oy, a—H funkeji ztozonej H(u,v) := f(xz(u,v),y(u,v)), gdzie:



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(1) f(z,y) = ye”, w(u,0) =u® + 0%, y(u,v) = —o?
(2) f(x,y) :2'7;2_3?/27 x(”?“) =u+v, y(u,v) =uv
(3) f(z,y) ="+ €Y, z(u,v) = u® 4 v, y(u,v) = u? — v?
(4) f(z,y) = 2y, z(u,v) = uv, y(u,v) =u+v
(5) f(z,y) = zy, z(u,v) =sin(u +v), y(u,v) = cos(u — v)
6) f(z,y) = zy, z(u,v) =u —v, y(u,v) =u+wv
(1) F(0.9) = Va2 2(uv) = sin(u+v), y(u,v) = cos(u —v)
. Obliczy¢ pochodng A/ (t) jesli h(t) = f(x(t),y(t)), oraz:
(1) f(z,y) = 32* +2¢°,  x(t) =sint, y(t) = cost, (2) f(z,y) = 2® + 2y + 2%, x(t) = cost, y(t) =sint.
(3) f(z,y) = Va2 + 32, z(t)=Vt, y@t)=2t+1, (4) f(z,y) =1, x(t) = cos*t, y(t) = sin’t.

Wyznaczy¢é rézniczki zupetne dF = 2F

(1) F(z,y) = vVa? +y?,

Wyrazenie P(z,y)dx + Q(x,y)dy jest rézniczka, zupela pewnej funkeji F'(x,y) jesli:

3 -dm+%~dy dla:
(2) F(z,y) = a* + 32%y” — ¢/,

2

(4) F(z,y) = 1.
P 0Q

oy Ox’

(3) Fx,y) = sinay,

Znalezé
funkcje F(z,vy), ktérej rézniczka zupela jest wyrazenie P(x,y)dx + Q(x,y)dy, gdzie:

(1) Plz,y) =22 — 4y, Q(x,y) = —dz +y; (2) Pla,y) = 62" +3y%, Q(z,y) = bay — 3y*;

(3) Pley) =3~ "), Qey) = ~6ry +2 (1) Pley)= 1 Qwy)= .

Korzystajac ze wzoru f(xg + dx,yo + dy) =~ f(xo,y0) + %(mo,yo) ~dx + g—g(xo,yo) - dy obliczy¢ w sposéb
przyblizony wyrazenia:

2,01357 3,0012 5,00454
1) = 2) = d 4 2,001 1,0031 - 2,00201 2,00015 - 2,00203.
(1) 1,00245° (2) 10010 (3) 50013 (4) 3,00053 -2,00103 (5) 1,0031 -2,00201 (6) 2,00015 - 2,00203
W kazdym z przyktadéw dobraé¢ odpowiednia funkcje f(x,y), wyznaczyé xo, yo oraz przyrosty dx i dy.
Wyznaczy¢ punkty krytyczne, czyli (a,b) € Dy dla ktérych gf(a, b)=0= gf(a, b), jesli:
L Yy
(1) f(z,y) =sinzy  (2) f(z,y) =cosz+cosy (3) f(z,y) =vVa®+y*> (4) f(a,y) =e€"
(5) flz,y) =cosay (6) f(z,y) =sinz-siny  (7) flz,y) = V1+sin®z (8) flz,y) =Inva? +y?
Niech )
0 f 0’ f 0’ f
D b) = —5(a,b) - —5(a,b) — b)| .
(et = Ghat) T - [0 (@)

Jesli (a,b) jest punktem krytycznym funkcji f to mamy nastepujace mozliwosci:

2
Max. Jesli D(f)(a,b) >0 oraz ggf;(a, b) <0, to f ma lokalne maksimum w (a,b).
3}
Min. Jesli D(f)(a,b) >0 oraz 8—;;(&, b) >0, to f ma lokalne minimum w (a,b).
Siodlo. Jesli D(f)(a,b) <0 to (a,b) jest punktem siodtowym funkcji f.

Wyznaczyé¢ ekstema lokalne oraz punkty siodlowe nastepujacych funkcji:

(1) F@y) = Qo+ 3D (2) f(m,y) =cosay  (3) flm,) = (3 —y+ 12 + (20 +y— 4)?

(4) f(z,y) =Inzy (5) f(z,y) =sinzy (6) f(z,y) = (cosz + cosy)? + (sinz + sin y)?

(1) flzy) = Va2 +y*  (8) f(z,y) = Vay
Naszkicowaé na plaszczyznie R? krzywe , okreslone przez nastepujace funkcje o(t) = (z(t), y(t)), dla:

a) z(t) = cost, y(t) = 2sint, b) z(t) = tcost, y(t) = tsint, ) z(t) =t, y(t) =2,

d) x(t) = 1 +cost, y(t) =2 —sint, e)x(t) =€ cost, y(t) =e'sint, f)ax(t)=¢t, y(t)=2t
Wyznaczyé (to znaczy sprébowaé naszkicowaé) krzywe w przestrzeni tréjwymiarowej R?, okreslone przez
nastepujace funkcje ¢(t) = (x(t),y(t), z(t)), dla:

a) x(t) =cost, y(t)=sint, =z(t)=1t, b)

o) xz(t)=2t,  y(t)=t, 2(t) =1 d)
wskazéwka: zbadaé jakie relacje spetniaja funkcje wspdtrzedne z, v, z.

y(t) = tsint,
y(t) = e 'sint,

x(t) = cost,
z(t) = e 'cost,
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