
MATEMATYKA. I rok Chemii Biologicznej i Środowiska.
LISTA ZADAŃ 10 – FUNKCJE DWÓCH ZMIENNYCH.

• Dla ustalonej liczby c ∈ R poziomica‘ funkcji dwóch zmiennych f(x, y) nazywamy zbiór takich punktów
(x, y) ∈ R2 które speÃlniaja‘ równanie f(x, y) = c.

1. Wyznaczyć dziedziny oraz dowolne 3 (niepuste) poziomice naste‘puja‘cych funkcji:

1) f(x, y) =
√

16− x2 − y2 2) f(x, y) = x2 + y2 + 2 3) f(x, y) =
1

x2 + y2

4) f(x, y) =
1√

x2 + y2
5) f(x, y) = xy 6) f(x, y) = sinxy

7) f(x, y) =
√

1 + x2 + y2 8) f(x, y) = x 9) f(x, y) = y

10) f(x, y) = x + y 11) f(x, y) = x− y 12) f(x, y) =
x + y

x− y

13) f(x, y) =
x

y
14) f(x, y) = x2 15) f(x, y) = cosx

16) f(x, y) = sin
√

x2 + y2 17) f(x, y) = x2 − y2 18) f(x, y) =
1
xy

2. Naszkicować wykresy funkcji:

1)f(x, y) = x + 2y 2) f(x, y) =
√

4− x2 − y2 3) f(x, y) = x− y + 1 4)f(x, y) =
√

x + 4y2.

3. Obliczyć naste‘puja‘ce granice funkcji:

1) lim
(x,y)→(2,4)

(x− y + 2) 2) lim
(x,y)→(1,−2)

(2x2 − 3xy + y2) 3) lim
(x,y)→(1,0)

x2 − xy + 1
x2 + y2

4) lim
(x,y)→(0,0)

sinxy

xy
5) lim

(x,y)→(−1,1)

x2 + 4xy + 4y2

1 + y
6) lim

(x,y)→(0,1)

sinxy

y

7) lim
(x,y)→(0,0)

xy√
x2 + y2

8) lim
(x,y)→(0,0)

xy
x2 − y2

√
x2 + y2

4. Uzasadnić, że nie istnieja‘ naste‘puja‘ce granice:

1) lim
(x,y)→(0,0)

y

x
2) lim

(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
3) lim

(x,y)→(0,0)

x2 − y2

x2 + y2
4) lim

(x,y)→(0,0)

xy

x + y
5) lim

(x,y)→(1,1)

x + y

x2 − y2
.

5. Obliczyć pochodne cza‘stkowe rze‘du 1, czyli ∂
∂xf(x, y), ∂

∂yf(x, y) oraz rze‘du 2, czyli ∂2

∂x2 f(x, y), ∂2

∂y2 f(x, y),
∂2

∂x∂yf(x, y) i ∂2

∂y∂xf(x, y) podanych funkcji, sprawdzaja‘c czy jest równość ∂2

∂x∂yf(x, y) = ∂2

∂y∂xf(x, y) :

1) f(x, y) =
√

xy 2) f(x, y) = cosxy 3) f(x, y) = lnxy

4) f(x, y) = ln(x2 + y2) 5) f(x, y) =
√

1 + x2 + y2 6) f(x, y) =
√

16− x2 − y2

7) f(x, y) =
1√

x2 + y2
8) f(x, y) = sin

√
x2 + y2 9) f(x, y) = x2y3

6. Obliczyć pochodne cza‘stkowe rze‘du 1 i 2 dla funkcji:

1) f(x, y) =

{
x3+y3

x2+y2 dla (x, y) 6= (0, 0)
0 dla (x, y) = (0, 0)

2) f(x, y) =

{
x3y−xy3

x2+y2 dla (x, y) 6= (0, 0)
0 dla (x, y) = (0, 0)

7. Wyznaczyć:

(a) ogólnym wzorem pochodne cza‘stkowe ∂f
∂x (x, y) oraz ∂f

∂y (x, y),

(b) gradient tej funkcji (∇f)(a, b) =
(

∂f
∂x (a, b), ∂f

∂y (a, b)
)

w punkcie (a, b) = (−1, 2),

(c) pochodna‘ kierunkowa‘ D~uf = 〈(∇f)(a, b), ~u
|~u|〉 w kierunku wektora ~u = [2,−1], w (a, b) = (−1, 2)

dla funkcji f(x, y) danej wzorem:

(1) f(x, y) = x2y3, (2) f(x, y) = x4y4, (3) f(x, y) = sin(xy), (4) f(x, y) = cos(x2y2),
(5) f(x, y) = tg(xy), (6) f(x, y) = e−x2y2

, (7) f(x, y) =
√

x2 + y2, (8) f(x, y) = e−x2
+ e−y2

.

8. Obliczyć pochodne cza‘stkowe ∂H
∂u oraz ∂H

∂v funkcji zÃlożonej H(u, v) := f(x(u, v), y(u, v)), gdzie:



(1) f(x, y) = yex, x(u, v) = u2 + v2, y(u, v) = u2 − v2

(2) f(x, y) = 2x2 − 3y2, x(u, v) = u + v, y(u, v) = uv

(3) f(x, y) = ex + ey, x(u, v) = u2 + v2, y(u, v) = u2 − v2

(4) f(x, y) = xy, x(u, v) = uv, y(u, v) = u + v
(5) f(x, y) = xy, x(u, v) = sin(u + v), y(u, v) = cos(u− v)
(6) f(x, y) = xy, x(u, v) = u− v, y(u, v) = u + v

(7) f(x, y) =
√

x2 + y2, x(u, v) = sin(u + v), y(u, v) = cos(u− v)

9. Obliczyć pochodna‘ h′(t) jeśli h(t) = f(x(t), y(t)), oraz:

(1) f(x, y) = 3x2 + 2y3, x(t) = sin t, y(t) = cos t, (2) f(x, y) = x2 + xy + 2y2, x(t) = cos t, y(t) = sin t.

(3) f(x, y) =
√

x2 + 3y2, x(t) =
√

t, y(t) = 2t + 1, (4) f(x, y) = ex+y, x(t) = cos2 t, y(t) = sin2 t.

10. Wyznaczyć różniczki zupeÃlne dF = ∂F
∂x · dx + ∂F

∂y · dy dla:

(1) F (x, y) =
√

x2 + y2, (2) F (x, y) = x4 + 3x2y2 − y4, (3) F (x, y) = sinxy, (4) F (x, y) = ex2+y2
.

11. Wyrażenie P (x, y)dx + Q(x, y)dy jest różniczka‘ zupeÃlna‘ pewnej funkcji F (x, y) jeśli:
∂P

∂y
=

∂Q

∂x
. Znaleźć

funkcje‘ F (x, y), której różniczka‘ zupeÃlna‘ jest wyrażenie P (x, y)dx + Q(x, y)dy, gdzie:

(1) P (x, y) = 2x− 4y, Q(x, y) = −4x + y; (2) P (x, y) = 6x2 + 3y2, Q(x, y) = 6xy − 3y2;
(3) P (x, y) = 3(x2 − y2), Q(x, y) = −6xy + 2; (4) P (x, y) =

y

x
,Q(x, y) =

x

y
.

12. Korzystaja‘c ze wzoru f(x0 + dx, y0 + dy) ≈ f(x0, y0) + ∂f
∂x (x0, y0) · dx + ∂f

∂y (x0, y0) · dy obliczyć w sposób
przybliżony wyrażenia:

(1)
2, 01357
1, 00245

, (2)
3, 0012
1, 0010

(3)
5, 00454
2, 0013

(4) 3, 00053 · 2, 00103 (5) 1, 0031 · 2, 00201 (6) 2, 00015 · 2, 00203.

W każdym z przykÃladów dobrać odpowiednia‘ funkcje‘ f(x, y), wyznaczyć x0, y0 oraz przyrosty dx i dy.

13. Wyznaczyć punkty krytyczne, czyli (a, b) ∈ Df dla których
∂f

∂x
(a, b) = 0 =

∂f

∂y
(a, b), jeśli:

(1) f(x, y) = sinxy (2) f(x, y) = cosx + cos y (3) f(x, y) =
√

x2 + y2 (4) f(x, y) = exy

(5) f(x, y) = cosxy (6) f(x, y) = sinx · sin y (7) f(x, y) =
√

1 + sin2 x (8) f(x, y) = ln
√

x2 + y2

• Niech

D(f)(a, b) =
∂2f

∂x2
(a, b) · ∂2f

∂x2
(a, b)−

[
∂2f

∂x∂y
(a, b)

]2

.

Jeśli (a, b) jest punktem krytycznym funkcji f to mamy naste‘puja‘ce możliwości:

Max. Jeśli D(f)(a, b) > 0 oraz
∂2f

∂x2
(a, b) < 0, to f ma lokalne maksimum w (a, b).

Min. Jeśli D(f)(a, b) > 0 oraz
∂2f

∂x2
(a, b) > 0, to f ma lokalne minimum w (a, b).

SiodÃlo. Jeśli D(f)(a, b) < 0 to (a, b) jest punktem siodÃlowym funkcji f .

14. Wyznaczyć ekstema lokalne oraz punkty siodÃlowe naste‘puja‘cych funkcji:
(1) f(x, y) = (2x + y2)ex (2) f(x, y) = cosxy (3) f(x, y) = (x− y + 1)2 + (2x + y − 4)2

(4) f(x, y) = lnxy (5) f(x, y) = sinxy (6) f(x, y) = (cosx + cos y)2 + (sinx + sin y)2

(7) f(x, y) =
√

x2 + y2 (8) f(x, y) =
√

xy

15. Naszkicować na pÃlaszczyźnie R2 krzywe , określone przez naste‘puja‘ce funkcje ϕ(t) = (x(t), y(t)), dla:

a) x(t) = cos t, y(t) = 2 sin t, b) x(t) = t cos t, y(t) = t sin t, c) x(t) = t, y(t) = t2,
d) x(t) = 1 + cos t, y(t) = 2− sin t , e) x(t) = et cos t, y(t) = et sin t , f) x(t) = t, y(t) = 2t

16. Wyznaczyć (to znaczy spróbować naszkicować) krzywe w przestrzeni trójwymiarowej R3, określone przez
naste‘puja‘ce funkcje ϕ(t) = (x(t), y(t), z(t)), dla:

a) x(t) = cos t, y(t) = sin t, z(t) = t, b) x(t) = cos t, y(t) = t sin t, z(t) = t,
c) x(t) = 2t, y(t) = t, z(t) = t2 d) x(t) = e−t cos t, y(t) = e−t sin t, z(t) = t.
wskazówka: zbadać jakie relacje speÃlniaja

‘
funkcje wspóÃlrze

‘
dne x, y, z.
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