MATEMATYKA. I rok Chemii Biologicznej i Srodowiska.
LISTA ZADAN 11 — CALKI WIELOKROTNE.

Catka wielokrotng po obszarze ) C R? z funkcji (ciaglej) dwéch zmiennych f(z, y) nazywamy catke Riemanna
n
// f(z,y)dedy = hT{HZ f(@i,yi)AziAy;  gdzie Az =z — xi-1, Ay = Yi — Yi—
Q i=1

Jesli funkcja f jest nieujemna, to calka jest réwna objetosci bryly pod wykresem funkcji f (wykres ten jest
powierzchnia w R.)

Catkq wielokrotng po obszarze Q C R? z funkcji (ciaglej) trzech zmiennych f(z,y, z) nazywamy catke Rie-
manna

J[ fp 2 dwdyds =tim > floi ) Aaidn Az
Q i

Jesli obszar Q jest zawarty pasie a < x < b, a P(z) jest polem powierzchni przekroju plaszczyzna réwnolegla
do Y Z, przechodzaca, przez punkt z, i jesli y zmienia sie w zakresie ¢1(z) < y < ¢a(z), dla ustalonego z, to
wowczas calka podwdjna jest réwna calce iterowanej

J[ twnasay= [ " Pl do = / b/@ “’(()) Fy) dy de

Jesli obszar Q jest zawarty pasie ¢ < y < d, jeli Q(y) jest polem powierzchi przekroju plaszczyzna réwnolegla
do X Z, przechodzaca przez punkt y, i jedli 2 zmienia sie w zakresie 91 (y) < z < ¢2(y), dla ustalonego y, to
wowczas catka podwdjna jest réwna calce iterowanej

//Q f(:x,y)dmdyz/ch(y)dyZ/cd/q:;(?)f(m,y)dmdy

. Obliczyé nastepujace calki wielokrotne po obszarze Q ktéry jest éwiartka kola 22 4+ 4% < 4, dla x,y > 0:

a) // xydrdy b) // x—ydrdy c) // 22 +ytdedy d) // 22 —ytdxdy, e) // zy? dzx dy.
Q Q Q Q Q

. Obliczy¢ nastepujace catki wielokrotne po obszarze ) ktéry jest trojkatem ograniczonym prostymi y = 0,
y=xiy=2-—ux

a) // xydrdy b) // x4+ ydrdy c) // 22 +ydedy d) // 22—y dzdy, e) // 22y dzx dy.
Q Q Q Q Q

Wspétrzedne biegunowe na plaszcezyznie sa dane wzorami x = rcost, y = rsint, gdzie t > 0, t € [0, 27];
wowczas r = /22 + y?. Zamiana zmiennych kartezjanskich (z,y) na biegunowe (r,t) zmienia obszar Q w
nowy obszar D = {(r,t) € R? : (rcost,rsint) € Q}

. Wyznaczyé¢ obraz D obszaru ) przy zamianie zmiennych kartezjanskich na biegunowe, dla €} okreslonego
jako:

a) sektor pierwszej éwiartki ponizej prostej y = x, ograniczony tukiem okregu 22 + y? = 16
b) sektor drugiej é¢wiartki powyzej prostej y = —z, ograniczony hikiem okregu z? 4 y? = 16
c) sektor trzeciej éwiartki ponizej prostej y = —x, ograniczony tukiem okregu 22 + y? = 4

Zamiana zmiennych kartezjanskich na biegunowe w calce podwdjnej:
// f(z,y)dedy = // F(r,t) rdrdt gdzie F(r,t) = f(rcost,rsint)
Q D

. Niech Q@ = {(z,y) € R? : 22 + ¢y? < 4,2,y > 0} bedzie éwiartka kola w pierwszej éwiartce ukladu
kartezjanskiego. Obliczy¢ nastepujace catki podwdjne:

a) // xydrdy b) // 22 +yPdrdy <) // 22 —yPdrdy d) // r+ydrdy, e) // z?y? dz dy.
Q Q Q Q Q



e Jesli P(x,y) i Q(x,y) sa funkcjami okreslonymi na krzywej L, taczacej punkt A z puntem B na plaszczyznie

R? to catka, (ogélna) krzywoliniowa, (po tej krzywej) nazywamy wyrazenie

| (Pl do + Q) dy) = lim 3 (Pl ) A + Qo))
=1

Jedli krzywa L jest zamknieta, to calke po niej oznaczamy j{ .
L

e Wzér Greena: Jesli krzywa zamknigta L jest brzegiem obszaru 2 i funkcje P(x,y), Q(x,y) sa ciagle wraz

10.

z pochodnymi czastkowymi, to

_ 0Q(z,y)  OP(x,y)
%L (P(x,y)dz + Q(z,y) dy) = //Q or oy dx dy.

Ze wzoru Greena wynika ze pole obszaru 2, ograniczonego krzywa zamknieta, L, jest rowne:

1

P(Q) = 2%L(—yd:):+xdy).

. Obliczy¢ calki fL (—ydx + x dy) dla krzywej L okreslonej w nastepujacy sposéb:

a) L jest brzegiem tréjkata ograniczonego prostymi z =0,y =0iz+y = 1;

b) L jest brzegiem tréjkata ograniczonego prostymi y =0,y =z +1iy=—x+ 1;
c) L jest brzegiem kwadratu ograniczonego prostymi |z| + |y| = 1;

d) L jest okregiem o $rodku (0,0) i promieniu r = 4;

. Obliczy¢ pole obszaru Q = {(x,y) € R? : (2)2 + (%)2 < 4}.

a

Obliczy¢ catke krzywoliniowa, / (rdy — ydz) po uku paraboli y = 22, od punktu A = (0,0) do punktu
L
B = (2,4).

. Obliczy¢ catke krzywoliniowa, / ((z +y)dz + (x — y) dy) po huku paraboli y = 22, od punktu A = (—1,1)

L
do punktu B = (1,1).

. Obliczy¢ prawa i lewa, strone wzoru Greena dla funkcji P(x,y) = % oraz Q(z,y) = R 1 obszaru
&z Yy T Y
Q={22+y* <1}
Obliczy¢ prawa i lews strone wzoru Greena dla funkeji P(z,y) = % oraz Q(z,y) = %, i obszaru
z Yy T Yy

Q={z2+y*<1}.
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