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• Aby obliczyć caÃlke‘ oznaczona‘

∫ b

a
f(x)dx wystarczy znaleźć caÃlke‘ nieoznaczona‘ (a w zasadzie jaka‘́s

jedna‘ pierwotna‘) F (x) =
∫

f(x)dx i podstawić do niej wartości graniczne, czyli wówczas
∫ b

a
f(x)dx =

F (b)− F (a).
1. Znajduja‘c caÃlki nieoznaczone danych funkcji podcaÃlkowych f obliczyć naste‘puja‘ce caÃlki:

(a)
∫ b

a
dx, (b)

∫ 1

0
ex dx, (c)

∫ 5

1
(x− 1)3 dx, (d)

∫ 3

1
2x3 dx, (e)

∫ e

1
x ln x dx,

(f)
∫ b

a
x dx, (g)

∫ 4

1

1
x

dx, (h)
∫ π

0
sinx dx (i)

∫ 1

0

1
1 + x2

dx (j)
∫ 1

0
(3x2 + 2x + 1) dx

• Jeśli funkcja podcaÃlkowa jest postaci
g′(x)
g(x)

to obliczamy caÃlke‘ korzystaja‘c ze wzoru:
∫ b

a

g′(x)
g(x)

dx = ln |g(b)| − ln |g(a)| = ln
∣∣∣∣
g(b)
g(a)

∣∣∣∣.
2. Korzystaja‘c z powyższego wzoru obliczyć caÃlki:

(a)
∫ 3

0

x

1 + x2
dx, (b)

∫ 2

1

2x2

x3 + 2
dx, (c)

∫ π
4

0
tg x dx, (d)

∫ 2

0

shx

chx
dx, (e)

∫ π
4

0

1
sinx cosx

dx.

Uwaga: w przykÃladzie (e) jest g(x) = tg x.
• Wzór na caÃlkowanie przez cze‘ści dla caÃlki oznaczonej:∫ b

a
f ′(x)g(x) dx = f(b)g(b)− f(a)g(a)−

∫ b

a
f(x)g′(x) dx

3. CaÃlkuja‘c przez cze‘ści obliczyć naste‘puja‘ce caÃlki:

(a)
∫ 4

1
ln x dx, (b)

∫ 2

0
x2ex dx, (c)

∫ 3

1
x2 lnx dx, (d)

∫ 1

0
arctgx dx, (e)

∫ π
2

0
x sinx dx.

• Wzór na caÃlkowanie przez podstawienie dla caÃlki oznaczonej: jeśli funkcja F jest jaka‘́s pierwotna‘
funkcji f , a funkcja podcaÃlkowa jest postaci f(g(x))g′(x), to∫ b

a
f(g(x))g′(x) dx =

∫ g(b)

g(a)
f(y) dy = F (g(b))− F (g(a))

4. Korzystaja‘c ze wzoru na caÃlkowanie przez podstawienie obliczyć caÃlki:

(a)
∫ 4

1

ln x

x
dx, (b)

∫ 2

0
xex2

dx, (c)
∫ 3

0
x2(2x3 + 4)2 dx, (d)

∫ 3

0
x
√

9− x2 dx, (e)
∫ π

2

0
sinx cosx dx.

• Jeśli funkcja f jest cia‘gÃla i określona na przedziale [A,B], to funkcja określona dla a, x ∈ [A,B]

przez caÃlke‘ oznaczona‘ F (x) :=
∫ x

a
f(t)dt jest pierwotna‘ funkcji f ; czyli F ′(x) = f(x).

• Jeśli funkcja F jest określona jako caÃlka oznaczona postaci F (x) =
∫ g(x)

a
f(t) dt dla pewnej funkcji

g, to jej pochodna wyraża sie‘ wzorem: F ′(x) = f(g(x)) · g′(x)
5. Korzystaja‘c z powyższego wzoru obliczyć pochodne naste‘puja‘cych funkcji:

(a) F (x) =
∫ x

1
t(1 + t2)5 dt, (b) F (x) =

∫ x2

0
t−3 dt, (c) F (x) =

∫ x2

0
t sin t dt

(d) F (x) =
∫ sin x

0
(1− t2) dt, (e) F (x) =

∫ √
1+x2

0
t2 dt, (f) F (x) =

∫ 1+x2

1

√
1 + t dt.
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