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• Jeśli funkcja f jest cia‘gÃla na przedziale (a, b] i nieograniczona lim
x→a+

f(x) = ∞, to caÃlke‘ niewÃlaściwa‘

z tej funkcji określamy jako granice‘ lim
c→a+

∫ b

c
f(x)dx, o ile ta granica istnieje.

• Jeśli funkcja f jest cia‘gÃla na przedziale nieskończonym [a,+∞), to caÃlke‘ niewÃlaściwa‘ z tej funkcji

określamy jako granice‘ lim
c→+∞

∫ +∞

c
f(x)dx o ile ta granica istnieje.

1. Obliczyć naste‘puja‘ce caÃlki niewÃlaściwe:

a. CaÃlki oznaczone niewÃlaściwe (funkcji nieograniczonych)

∫ 2
3

0

dx√
4− 9x2

,
∫ π

4

0
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cos2 2x
,

∫ 0

−2
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3
√

x4
,

∫ 2

1

dx
3
√

1− x
,

∫ 1

−1

dx√
1− x2

,
∫ 0

−1

dx

x + x2
,

b. CaÃlki oznaczone niewÃlaściwe (w przedziale nieskończonym)∫ +∞

1
x−

5
3 dx,

∫ +∞

0
xe−x2

dx,
∫ ∞

−∞

dx

x2 + 4
,

∫ +∞

2

dx

x2 + x− 2
,

∫ −1

−∞

dx

x6
,

∫ +∞

0
e−x dx,

• Jeśli funkcja f jest nieujemna f ≥ 0 i cia‘gÃla na przedziale D = [a, b], to obje‘tość VX bryÃly obrotowej

powstaÃlej przez obrót jej wykresu wokóÃl osi OX jest dana wzorem: VX = π

∫ b

a
[f(x)]2 dx.

2. Znależć obje‘tość piramidy (stożka o podstawie kwadratowej) o wysokości 4 i boku podstawy 3.
3. Wyznaczyć obje‘tości bryÃl obrotowych powstaÃlych w wyniku obrotu wokóÃl osi OX wykresów nast-
pujcych funkcji f o dziedzinach D:

f(x) = x
2
3 , D = [0, 1], f(x) = 1 + x2, D = [−1, 2], f(x) =

√
3− x, D = [0,

√
3],

f(x) = x
4
√

1 + x3, D = [1, 2], f(x) =
√

x 4
√

1− x, D = [0, 1], f(x) =
√

1 + sin2 x, D = [0, 1]
4. Wyznaczyć obje‘tości bryÃl obrotowych powstaÃlych w wyniku obrotu wokóÃl osi OX wykresów
naste‘puja‘cych funkcji f o dziedzinach D:

f(x) = cosx, D =
[
0,

π

4

]
, f(x) = cosx, D =

[
0,

π

2

]
, f(x) = sinx, D = [0, π],

f(x) =
√

1 + x2, D = [1, 2], f(x) = x(3− x), D = [0, 3], f(x) =
√

1− x2, D = [−1, 1]
• Jeśli funkcja f jest nieujemna f ≥ 0 i cia‘gÃla na przedziale D = [a, b] dla 0 ≤ a < b, to obje‘tość VY

bryÃly obrotowej powstaÃlej przez obrót jej wykresu wokóÃl osi OY jest dana wzorem:

VY = 2π

∫ b

a
xf(x) dx.

5. Wyznaczyć obje‘tości bryÃl obrotowych powstaÃlych w wyniku obrotu wokóÃl osi OY wykresów
naste‘puja‘cych funkcji f o dziedzinach D:

f(x) =
4
x3

, D = [1, 3], f(x) = (x− 1)2, D = [0, 2], f(x) = 2x− 3
x

, D = [2, 3],

f(x) =
√

1 + x2, D =
[
0,
√

3
]
, f(x) =

1√
1− x2

, D =

[
0,

√
3

2

]
, f(x) = sinx2, D =

[π

2
, π

]

• DÃlugość L krzywej be‘da‘cej wykresem funkcji f na przedziale [a, b] jest dana wzorem:

L =
∫ b

a

√
1 + [f ′(x)]2 dx.

6. Wyznaczyć dÃlugość krzywej be‘da‘cej wkresem funkcji f w podanym przedziale:

f(x) = 2x + 3, 1 ≤ x ≤ 5, f(x) =
2
3
x

3
2 , 1 ≤ x ≤ 4, f(x) = (2x− 1)

3
2 ,

1
2
≤ x ≤ 4,

f(x) =
1
3
(x2 + 2)

3
2 , 0 ≤ x ≤ 3, f(x) = ln(cosx), 0 ≤ x ≤ π

4
, f(x) = x3 +

1
12x

, 1 ≤ x ≤ 3
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