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• Dla ustalonej liczby c ∈ R poziomica‘ funkcji dwóch zmiennych f(x, y) nazywamy zbiór takich
punktów (x, y) ∈ R2 które speÃlniaja‘ równanie f(x, y) = c.
1. Wyznaczyć dziedziny oraz dowolne 3 (niepuste) poziomice naste‘puja‘cych funkcji:

1) f(x, y) =
√

16− x2 − y2 2) f(x, y) = x2 + y2 + 2 3) f(x, y) =
1

x2 + y2

4) f(x, y) =
1√

x2 + y2
5) f(x, y) = xy 6) f(x, y) = sinxy

7) f(x, y) =
√

1 + x2 + y2 8) f(x, y) = x 9) f(x, y) = y

10) f(x, y) = x + y 11) f(x, y) = x− y 12) f(x, y) =
x + y

x− y

13) f(x, y) =
x

y
14) f(x, y) = x2 15) f(x, y) = cosx

16) f(x, y) = sin
√

x2 + y2 17) f(x, y) = x2 − y2 18) f(x, y) =
1
xy

• Wykresem funkcji dwóch zmiennych f(x, y) jest powierzchnia w przestrzeni R3 zÃlożona z punktów
postaci (x, y, f(x, y)), dla (x, y) ∈ Df z dziedziny funkcji f .
2. Naszkicować wykresy funkcji:

1) f(x, y) = x + 2y 2) f(x, y) =
√

4− x2 − y2

3) f(x, y) = x− y + 1 4) f(x, y) =
√

x + 4y2

3.

1) lim
(x,y)→(2,4)

(x− y + 2) 2) lim
(x,y)→(1,−2)

(2x2 − 3xy + y2) 3) lim
(x,y)→(1,0)

x2 − xy + 1
x2 + y2

4) lim
(x,y)→(0,0)

sinxy

xy
5) lim

(x,y)→(−1,1)

x2 + 4xy + 4y2

1 + y
6) lim

(x,y)→(0,1)

sinxy

y

7) lim
(x,y)→(0,0)

xy√
x2 + y2

8) lim
(x,y)→(0,0)

xy
x2 − y2

√
x2 + y2

4. Uzasadnić, że nie istnieja‘ naste‘puja‘ce granice:

1) lim
(x,y)→(0,0)

y

x
2) lim

(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
3) lim

(x,y)→(0,0)

x2 − y2

x2 + y2

4) lim
(x,y)→(0,0)

xy

x + y
5) lim

(x,y)→(1,1)

x + y

x2 − y2

5. Obliczyć pochodne cza‘stkowe rze‘du 1, czyli ∂
∂xf(x, y), ∂

∂yf(x, y) oraz rze‘du 2, czyli ∂2

∂x2 f(x, y),
∂2

∂y2 f(x, y), ∂2

∂x∂yf(x, y) i ∂2

∂y∂xf(x, y) podanych funkcji, sprawdzaja‘c czy jest równość ∂2

∂x∂yf(x, y) =
∂2

∂y∂xf(x, y) :
1) f(x, y) =

√
xy 2) f(x, y) = cosxy 3) f(x, y) = lnxy

4) f(x, y) = ln(x2 + y2) 5) f(x, y) =
√

1 + x2 + y2 6) f(x, y) =
√

16− x2 − y2

7) f(x, y) =
1√

x2 + y2
8) f(x, y) = sin

√
x2 + y2 9) f(x, y) = x2y3

10) f(x, y) = yx2

6. Obliczyć pochodne cza‘stkowe rze‘du 1 i 2 dla funkcji:

1) f(x, y) =

{
x3+y3

x2+y2 dla (x, y) 6= (0, 0)
0 dla (x, y) = (0, 0)

2) f(x, y) =

{
x3y−xy3

x2+y2 dla (x, y) 6= (0, 0)
0 dla (x, y) = (0, 0)

• Pochodna‘ funkcji zÃlożonej h(t) = f(x(t), y(t)) obliczamy ze wzoru: h′(t) =
∂f

∂x
· x′(t) +

∂f

∂y
· y′(t)

7. Obliczyć h′(t), gdzie h(t) = f(x(t), y(t)) dla
1) f(x, y) = 2x3 − 3y2, x(t) =

√
t, y(t) = sin t; 2) f(x, y) = ln(2x3 + y2), x(t) = et, y(t) = 3

√
t

3) f(x, y) =
√

2x− 3y, x(t) = ln t, y(t) = 1− t2 4) f(x, y) = sinxy, x(t) =
√

t, y(t) = t2
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